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0. PRELIMINAIRES SUR LES ENSEMBLES

1 Notations

Soit E un ensemble.

— Si A est une partie de E (c’est-a-dire A C E), on note A° = E \ A le complémentaire de A.

— On note P(E) 'ensemble des parties de E.

— Si la famille (A4;);er de parties de E est disjointe (c’est-a-dire que A; N A; = () pour tous i # j dans I), on
peut noter |4+ A; leur réunion (le “+” rappelle que les A; sont disjoints).

il

— Si la suite (Ap)nen de parties de E est croissante (c’est-a-dire que A,, C A,4+1 pour tout n € N), on peut

noter J('J A,, leur réunion (la fleche rappelle que la suite est croissante).
neN

— Si la suite (A, )nen de parties de E est décroissante (¢’est-a-dire que A,1+1 C A, pour tout n € N), on peut

noter m A, leur intersection (la fleche rappelle que la suite est décroissante).

neN
— Si A est une partie de F, on note 1,4 sa fonction indicatrice :

14: E — {0,1}
1 sized
— 1 = .
‘ Al@) {o sizdA

— Si une suite réelle (uy)nen est croissante, on peut noter limf, u, sa limite (dans R).
— Si une suite réelle (u,)nen est décroissante, on peut noter lim|,, u,, sa limite (dans R).

2 Dénombrabilité
Définition
Un ensemble E est dénombrable si E = () ou s’il existe une application ¢ : N — E surjective, c¢’est-a-dire

que
E=¢(N) ={p(n)[n e N} ={(0),0(1),p(2),...}.

Autrement dit, E est dénombrable si on peut énumérer ses éléments, en faire une liste (éventuellement infinie).

Exemples.
— les ensembles finis sont dénombrables (si E = {x1,...,2,}, on a E = ¢(N) pour ¢ : N — E définie par
o(i) =x; sil <i<netp(i)=ax, pour tout i > n)
— N est évidemment dénombrable : N = {0,1,2,3, ...}
— Z est dénombrable : par exemple,
z={0,1,-1,2,-23,—-3,...},

ol on alterne entiers positifs et négatifs par ordre croissant de valeur absolue.
- N x N={(m,n)|m e N,n € N} est dénombrable : par exemple,

N x N = {(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2),... },

ol on énumeére les couples dont la somme vaut 0, puis 1, puis 2, etc. (& chaque fois, il y en a un nombre fini).
— Q est dénombrable : par exemple, (quitte a répéter certains rationnels plusieurs fois)

1

11 1 1
Q - {0717 - 1757 - 57

2 23 31 14 43 2 21 1 }
1’ 37 374 47T

3
- I?iv - 1757 - 5717 - Ivia - ia

ol on énumere les fractions dont la somme des valeurs absolues du numérateur et du dénominateur vaut 0,
puis 1, puis 2, etc. (il y en a un nombre fini pour une somme donnée), en alternant positifs et négatifs.



— R n’est pas dénombrable : on peut le démontrer a I'aide de l’argument de la diagonale de Cantor. Il suffit
de montrer que [0,1] n’est pas dénombrable (ceci est justifié par la propriété a) suivante). Supposons, par
Pabsurde, que ce soit le cas : on aurait [0,1] = p(N) = {¢(0),»(1), ...} pour une fonction ¢ : N — [0,1]. Mais
alors on peut facilement donner un réel € [0,1] différent de ¢(n) pour tout n € N : il suffit que pour tout n,
la n-iéme décimale de x soit choisie différente de la n-iéme décimale de p(n), et différente de 0 et 9 (cette
précision évite que x soit un nombre décimal et n’ait pas une écriture unique : 0,4999... = 0,5000...). Ainsi
pour tout n, x est différent de ¢(n) (comme leurs n-iémes décimales different, z # ¢(n) si le développement
de (n) est unique, et © # ¢(n) aussi sinon car alors ¢(n) est décimal or  ne l’est pas). On obtient donc une
contradiction avec le fait que la suite précédente énumere tous les éléments de [0,1], d’ou il résulte que [0,1]
n’est pas dénombrable.

Propriétés

a) Si E C F et F est dénombrable, alors E est dénombrable aussi.

b) Si E et F sont dénombrables, alors E x F sont dénombrables.

¢) Si, pour tout n, E, est dénombrable, alors U FE,, est dénombrable.

n

Démonstration: a) Si E ou F est vide, c’est vrai. Sinon, on choisit 29 € E, et ¢ telle que F' = ¢(N). Alors E = ¢(N)
ol Y (n) = p(n) si p(n) € E et ¢(n) = zo si ¢(n) ¢ E, ce qui montre que E est dénombrable.

b) On a vu que N x N est dénombrable : il existe ¢ : N — N X N telle que N x N = ¢(N). Si E ou F est vide, E X F
aussi, donc est dénombrable. Sinon, il existe ¢ et ¢r telles que E = ¢r(N) et F' = ¢r(N). On a alors E x F = ¥(N) ou

¥k (ee(e1(k))er(p2(F)))

en notant p(k) = (p1(k),p2(k)) € N x N. En effet, pour tous x € E et y € F, il existe m,n tels que x = pgr(m) et
y = ¢r(n), et il existe k tel que (k) = (m,n), d’ou (z,y) = (pr(m),pr(n)) = (¢e(p1(k)),or(p2(k))) = (k).
¢) On utilise & nouveau la fonction ¢ ci-dessus, telle que N x N = ¢(N). On peut supposer que E,, # () pour tout n car
les ensembles vides ne modifient pas la réunion. Pour tout n € N, il existe alors ¢, : N — E, telle que E, = ¥»(N). Et
onalJ, E. =¢&(N), on

§ ik = Yy ) (p2(k)).
En effet, pour tout = € |J,, En, il existe n tel que x € E,, donc il existe m tel que & = 1, (m), et il existe k tel que
(n,m) = p(k), d’ou z = &(k).
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1. ESPACE MESURES

On définit ici les éléments qui nous serviront de cadre pour la théorie de 'intégration.

1 Tribus

Définition

] Soit E un ensemble. Une tribu (ou o-algébre) sur E est un ensemble A de parties de E telle que
(i) D e A;
(ii) si A € A, alors A° € A (stabilité par passage au complémentaire)

(iii) si (An)nen est une suite de parties dans A, alors U A, € A; (stabilité par union dénombrable)
neN

(E,A) est un espace mesurable. Une partie A € A est dite mesurable.

Les conséquences suivantes sont aussi importantes que la définition :

Propriétés

a) Ee€A;

b) si A1,...,A, € A, alors Ay U---UA, € A;

¢) si (Ap)nen est une suite de parties dans A, m A, € A; (stabilité par intersection dénombrable)
neN

d) si Ay,..., A, € A alors AyN---NA, €A;

e) si A, Be Aet AC B, alors B\ A€ A.

Démonstration : a) résulte de (i) et (ii) car E = (°.
b) résulte de (i) et (iii) en prenant Ay = @) pour tout k > n.

¢) résulte de (i) et (iii) car
U4 = ()

d) résulte de c) en prenant A; = E pour tout k > n.
e) résulte de (ii) et d) car B\ A= Bn A°. ]

Attention. Si (A;);cs est une famille de parties mesurables, alors les ensembles U A; et ﬂ A; sont mesurables
il il

a condition que I est dénombrable (car on peut écrire I = {i,|n € N} et donc |J, A; = U,, 4i,); mais si I n’est

pas dénombrable, alors ce n’est pas toujours vrai.

Exemples.
— P(E) est la tribu discréte sur E.
— {0,E} est la tribu grossiére sur F.

Définition-proposition

Soit C un ensemble de parties de E. Il existe une plus petite tribu qui contient C. On la note o(C), et on
Pappelle la tribu engendrée par C.

Démonstration: Par la définition de tribu, on voit facilement que 'intersection d’une famille de tribus est une tribu
(le vérifier en exercice). En particulier, 'intersection de toutes les tribus sur E contenant C est une tribu, et c’est la plus
petite : par sa définition, elle est incluse dans toute tribu contenant C. |

— sur R, la tribu borélienne est la tribu engendrée par les ouverts. On la note B(R?). On peut vérifier que
B(R?) est aussi la tribu engendrée par les intervalles de R%. Ses éléments sont les boréliens.

Ainsi, tout ensemble construit a partir d’intervalles & 1'aide des opérations de passage au complémentaire,

d’union dénombrable et d’intersection dénombrable, est un borélien. En pratique, tous les sous-ensembles de R

que 'on manipule sont obtenus ainsi et sont donc boréliens.



2 Mesures

Soit (E,A) un espace mesurable.

Définition

| Une mesure sur (E,A) est une application p : A — [0, + o] telle que
(i) 1(0) =0

(ii) pour toute suite (A,)nen de parties mesurables disjointes, M( H—J An> = Z A,
neN neN

(E,A,u) est un espace mesuré. ji(E) est la masse totale de p. On dit que p est finie si p(E) < co.

Les conséquences suivantes sont aussi importantes que la définition :

Propriétés

a) Si Aj,...,A, € A sont disjoints, alors (A1 W---WA,) = p(Ar) + -+ p(An).

b) Si A,Be€ Aet AC B, alors i(A) < u(B) et, si p(A) < oo, alors u(B\ A) = u(B) — p(A4).
¢) Pour tous A,B € A, et u(AN B) < oo, alors u(AU B) = u(A) + u(B) — u(AnN B).

d) Si (A,)n est une suite croissante de parties mesurables, alors p(JCJAn) = limt pu(A4,).

n

e) Si (A,)n est une suite décroissante de parties mesurables, et u(Ag) < oo, alors M(mAn) = lim} u(Ay).

f) Pour toute suite (A,), de parties mesurables, ,u(UAn) < Z w(Ay).

Démonstration: a) résulte de (ii) et (i) en prenant Ay =0 si k > n

b) On a la réunion disjointe B = AW (B \ A) donc par a) u(B) = u(A) + p(B\ A) < p(A) car p est a valeurs positives.
Si u(A) < oo, on peut retrancher cette quantité a chaque membre de 1’égalité précédente pour obtenir la formule.

¢) On a la réunion disjointe AUB = AW (B\ (AN B)) donc u(AU B) = pu(A) + u(B\ (AN B)) et si u(ANB) < o0, la
formule se déduit alors de b).

d) Pour tout n, A, C Any1 donc par b) p(An) < p(Ant1) : la suite (u(An))n est croissante. On pose Cy = Ay et, pour
tout n > 1, Cpp = An \ An—1 € A de sorte que, pour tout n, A, = Co W --- & Cy, et donc |J,, An =, Cr. Alors

N
u(UAn> = u(L—ﬂ%) => u(Cy) = lingZu(Cn) = ligﬁu(
n n n n=0
e) En notant B, = Ag \ Ay, alors la suite (Bn)n est croissante et |J,, Bn = Ao \ [),, An, ce qui permet de déduire e) de
d) a l’aide de b) vu que pour tout n, A, C Ag donc u(A,) < p(Ag) < oo.

f) On pose Co = Ap et, pour tout n > 1, C,, = A, N(AoU---UA,_1)° € A, de sorte que les ensembles C,, sont disjoints
et, pour tout n, AgU---UA, =Co - -y Cy donc |, An =4, Cn. Alors

u(LnJAn> = S H(C),

mais C, C A, donc u(Ch) < u(As), ce qui donne l'inégalité attendue.

N
L—!—J Cn) = liI;rlT,u(AN).

n=0

Exemples.
— Soit E un ensemble. Sur (E,P(E)), la mesure de comptage ug est définie par :

pour tout A C F,

Card(A) si A est fini
uﬂm—{ (4)

00 si A est infini.

Ainsi, « pug place un poids 1 en chaque point de E »
— Soit (E,A) un espace mesurable, et € E. La mesure de Dirac en z est la mesure §, définie par :

1 si A
pour tout A € A, d:(A) = {0 : z ; A 1a(z).

Ainsi, « J§, place un poids 1 au point x »



— Si (fn)n>0 est une suite de mesures sur (E,A) et (ay)n>0 une suite de réels positifs, alors on peut définir la
mesure fi = ) < Qnily Par
pour tout A € A, w(A) = Z Qnpin(A).

n>0

En particulier, si (2y,)n>0 est une suite de points de E, on peut considérer p =" - andz, qui, pour tout n,
« place un poids a,, en z,, ».

Définition-théoréme

11 existe une unique mesure \g sur (R*,B(R%)) telle que, pour tout pavé fermé [ay,b1] X - -+ X [aq,bq],
)\d([al,bﬂ X e X [ad,bd]) = |b1 — a1| s ‘bd — ad|.
On I'appelle mesure de Lebesgue sur RY.

Démonstration: Un peu longue : voir document sur mon site internet.

— sur R, la mesure A = Ay vérifie A\([a,b]) = b — a pour tout segment [a,b] avec a < b. Cette mesure correspond
donc & la longueur sur R. Le théoréme signifie que 'on peut définir la longueur de n’importe quel borélien,
et qu’elle vérifie la condition (ii).

— sur R?, la mesure Ay vérifie Aa([a,b] x [c,d]) = (b — a)(d — ¢) pour tout rectangle [a,b] x [c,d] avec a < b et
¢ < d. Cette mesure correspond donc & 1’aire sur R2.

— sur R3, la mesure A3 correspond de méme au volume.

Propriétés
a) \q est invariante par translation : pour tout A € B(R?) et a € R?,
Aa(a + A) = Aa(4),

ota+A={a+z|xe A}
b) A4 est homogéne de degré d : pour tout A € B(R?) et t € R,

Aa(tA) = [t'Aa(A),

outA = {tx|x € A}.

Pour montrer que deux mesures sont égales, il suffit de comparer leurs valeurs sur les pavés :
Proposition

Soit p,v deux mesures sur (R?,B(R%)). Si, pour tout pavé fermé P, u(P) = v(P) < oo, alors pn = v.

Définition

Soit p une mesure sur (E,A).

— Si A € A est tel que u(A) =0, on dit que A est négligeable.
On peut préciser « p-négligeable », ou « négligeable pour la mesure u », si la mesure y n’est pas claire
d’aprés le contexte.

— Si une propriété P, est vraie pour tout x € A, ou A° est négligeable pour la mesure u, on dit que P, est
vraie pour presque tout x, ou encore que P est vraie presque partout.
On peut préciser « u-presque partout », ou « presque partout pour la mesure p », si la mesure y n’est pas
claire d’aprés le contexte.

Sans précision, sur R?, « presque tout » fait référence a la mesure de Lebesgue \g.



3 Fonctions mesurables

Les démonstrations de cette partie se trouvent sur mon site internet.
Définition
Soit (E,A) et (F,B) des espaces mesurables. Une application f : E — F est mesurable si

pour tout B € B, f~YB)e A

Proposition

Les fonctions continues f : R* — RY sont mesurables (pour les tribus boréliennes).

On considérera souvent des fonctions f sur (E,A) a valeurs dans R = R U {—o0, + 00}, c’est-a-dire que I'on
pourra avoir f(z) = 400 ou f(x) = —oo pour certains 2 € E. La tribu B(R) est formée des boréliens de R et de

tous les ensembles de la forme B U {+o00}, BU{—o0} et BU {+00, — oo}, pour B € B(R).
Dire que f est mesurable signifie alors que, pour tout B € B(R), f~1(B) € A, et aussi que f~}({+c}) € A et

fH{—o0}) e A

Eropriétés

Si f,g : E — R sont mesurables, et si (f,), est une suite de fonctions mesurables de E dans R, alors
a) la somme f + g est mesurable

b) le produit fg est mesurable

c) les fonctions sup,, f, et inf, f, (a valeurs dans R) sont mesurables

d) la valeur absolue |f| est mesurable

e) les fonctions liminf, f,, et limsup,, f, (& valeurs dans R) sont mesurables

f) si fu(x) — h(z) € R pour tout x € E, alors h est mesurable.

Un rappel sur liminf et limsup se trouve dans le chapitre suivant, page [I3

Ainsi, toute fonction de R? dans R obtenue & partir de fonctions continues par ces opérations est mesurable.
En pratique, toutes les fonctions que ’on manipule sont obtenues ainsi et sont donc mesurables pour les tribus
boréliennes.

11 en va de méme pour les fonctions de R? dans RY par la proposition suivante :

Proposition

Une fonction f : R — R est mesurable si, et seulement si ses composantes le sont.
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2. INTEGRATION PAR RAPPORT A UNE MESURE

Soit (E,A,u) un espace mesuré.

1 Intégrale de fonctions mesurables positives

Définition

Une fonction étagée sur (F,A) est une fonction mesurable g : (E,A) — (R,B(R)) qui ne prend qu’un
nombre fini de valeurs. Autrement dit, il existe ay,...,a, € R (les valeurs) et Ay, ..., A, € A disjoints tels

que
ap siz €A

n
pour tout z € R, g(x) = ZailAi (x) =
i=1 a, siz€ A,

0 sinon.

NB. Les fonctions en escalier sur R sont étagées (c’est le cas ot les A; sont des intervalles), mais il y a beaucoup
plus de fonctions étagées, par exemple g = 1.
Ces fonctions forment un espace vectoriel.

Définition
Si g est étagée et positive (autrement dit, o; > 0 pour i = 1,...,n) alors, avec I’écriture de g ci-dessus, on
définit

/gd,u = Z%N(Ai) € [0, + o0},
i—1

avec la convention que, si a; = 0 et pu(A4;) = 0o, alors a;ju(A;) = 0.

On peut vérifier que cette définition ne dépend pas du choiz de Uécriture de g sous la forme g =, a;14,, que
les ensembles A; soient disjoints ou non.
En particulier,

/ Ladp = p(A) |

Propriétés

Soit g,h des fonctions étagées positives.
a) Pour tous réels a,b > 0, [(ag+ bh)dp=a [ gdu+b [ hdp.
b) Sig < h, alors [ gdu < [ hdp.

Démonstration: Si g =3, aila, et h = >, 81, avec (A;); disjoints, et (B;); disjoints, alors en introduisant les
ensembles A;; = A; N Bj, la fonction af + bh prend la valeur aa; + bB3; sur A;j, ce qui permet d’obtenir a) ; et sur A;;
la fonction g vaut «; et h vaut 8; donc, si A;; # 0, a; < B, ce qui permet d’obtenir b). |

Définition
Soit f : E — [0, + oo] mesurable. On note

/fd,uz sup /hdue[o,—l-oo},

h étagée,
0<h<f

et cette quantité est appelée I'intégrale de f par rapport a pu.

NB. On utilise aussi les notations suivantes : [ fdu = [ f(z)du(z) = [ f(x)u(dx) et on peut spécifier [.
Dans la suite, de méme que dans cette définition, une fonction « mesurable positive » est supposée prendre ses
valeurs dans [0, 4+ o0].



Notons que par la propriété b) ci-dessous, si f = 0o - 14 (autrement dit, f(z) =ocosiz € A et f(z) =0 sinon)
avec ju(A) = 0 alors [ fdp = “c0-0” = 0. Ainsi, pour @ € Ry U{+o00}, [[aladp = au(A) avec “0-00 = 00-0 = 0.

Propriétés

Soit f,g des fonctions mesurables positives.

a) Si f <g, alors [ fdu < [ gdp.
b) Si f =0 presque partout (pour la mesure ), alors [ fdu = 0.

Démonstration: Si f < g, alors toute fonction étagée h telle que 0 < h < f vérifie aussi 0 < h < g, d’ou a) (le sup qui
définit I'intégrale de g porte sur un ensemble plus grand, donc est plus grand).

Si f = 0 presque partout, et 0 < h < f est étagée, ona h =, a;1a, (avec A; disjoints) et, si ci; > 0, on a, pour = € Ay,
f(x) > h(z) = a; > 0, donc A; C {x € R|f(z) # 0} d’ou pu(A4;) < p({f # 0}) = 0 et donc p(A;) = 0; on déduit que
Jhdp =3, aip(As) = 0. D’ou b).

Théoréme (Théoréme de convergence monotone (TCM))

Soit (f.)n une suite croissante de fonctions mesurables positives. Alors

/ lim f,, dp = lim / o dy.

Démonstration: On note f = limf,, f», qui est une fonction mesurable positive.
Pour tout n, frn < fat1, Aot [ fndp < [ far1dp. Ainsi, la suite (f fndp) est croissante et donc converge (dans R).

De méme, pour tout n, fn < f, d’ott [ fndp < [ fu, et en passant & la limite on a

lin / fudp < / fdu.
Il reste & voir I'inégalité inverse.

Soit h une fonction étagée telle que 0 < h < f. Soit € > 0.
Pour tout = € E, si h(z) > 0, on a limt, fo(z) = f(z) > h(z) > (1 — e)h(z) donc il existe n (grand) tel que
fn(z) > (1 —e)h(x); et si h(x) = 0 alors frn(x) = 0 pour tout n donc évidemment fn(z) > (1 —e)h(x). Autrement dit,

E=|YE.,, ou E,={z€E|fa(z) > (1—e)h(z)}€ A

Par définition de E,, on a pour tout « € E,, fn(z) > (1—¢)h(z). Par conséquent, comme f, > 0,ona f, > (1—¢)hlg,.
Comme h est étagée, elle s’écrit h = Zl<i<’r a;la,, si bien que hlg, = Zl<i<r ol a,nE, est étagée elle aussi et

/fndu > /(1 —e)hlp,dp=(1-2) aip(AiNEy,).
=1

Soit 1 < ¢ < r. La suite (4; N Ey,), est croissante (car (E,), est croissante) et sa réunion est A; (car la réunion des E,
est E) donc
limt pu(A; N En) = u(A;).

En passant a la limite dans 'inégalité précédente, on a donc

tiat [ fudp = (1= 2) 3 aun(A) = (L=<) [ h

limT/fndu > /hdu.

Et ceci vaut pour toute fonction h étagée telle que 0 < h < f, donc on a finalement

i / fadp > / fdu,

Pour € — 0, ceci donne

ce qui conclut la preuve.

10



Par le TCM, pour calculer [ fdu, on peut considérer lim?,, [ f,du pour n’importe quelle suite croissante (f, )y,
qui converge vers f. Par exemple une suite de fonctions étagées :

Lemme
Si f est mesurable positive, alors il existe une suite croissante (f,), de fonctions étagées positives qui

converge vers f.

Démonstration: On peut prendre

folz) = {2" si f(x)

€
n sif(z) >n.

La distinction permet de s’assurer que f, ne prend qu’un nombre fini de valeurs méme si f n’est pas bornée. Le choix
de 2™ assure la croissance de f, (la subdivision se raffine & chaque pas). |

Propriétés

Pour f,g mesurables positives, et a,b réels positifs, / (af + bg) du = a/fdu + b/gdu.

Démonstration: Le lemme fournit des suites croissantes (fr)n et (gn)n de fonctions étagées positives qui convergent
vers f et g. Pour tout n, par les propriétés de l'intégrale des fonctions étagées positives,

/(afn + bgn)dp = a/fndu + b/gndu,

ce qui donne I’égalité annoncée en passant & la limite grace au TCM. |

Le théoréme de convergence monotone admet une réécriture en termes de séries :

Corollaire (Théoréme de convergence monotone pour les séries positives)

Si (fn)n>0 est une suite de fonctions mesurables positives, alors
o0 o0
n=0 n=0

Démonstration: On applique le TCM a la suite des sommes partielles S, = >_}'_, fr > 0, qui est croissante (car
fn > 0), et converge vers S =Y 7 fr. On a ainsi

/Sdu = limT/Snd,u.

/Sndu—/(éfk>du—§/fkdu7§/fkdu

d’otu la conclusion. ]

Or, par la propriété précédente,

Proposition (Inégalité de Markov)

Pour toute fonction mesurable positive f, et tout réel a > 0,
1
u({z €E ’ flz) = a}) < - [ fdp.
a

Démonstration: L’ensemble A = {z € E| f(z) > a} vérifie f > ala (pour z € A, f(z) > a =ala(z), et pour z ¢ A,
f(z) > 0=ala(z)). Par suite, en intégrant,

[ fau= [ atadu=an(a),

ce qui donne 'inégalité. |
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Corollaire

Soit f,g des fonctions mesurables positives.

a) Si [ fdu < oo, alors f < oo presque partout.

b) [ fdu =0 si, et seulement si f = 0 presque partout.
¢) Si f = g presque partout, alors [ fdu = [ gdu.

Démonstration: a) On suppose [ fdu < co. Pour tout n, on note A, = {f > n}(={z € E| f(z) > n}, et
Ao ={f = oo} = NJ4n.
Pour tout n, on a pu(An) < 2 [ fdu par 'inégalité de Markov, donc p(A1) < oo, et pu(An) — 0. On a donc
w(As) = u(mAn) = nr;w(An) =0.

b) On suppose [ fdu = 0. On a {f > 0} = ) {f > 1} donc pu({f > 0}) = limt, u({f > 1}) = 0 car D'inégalité de
Markov donne pu({f > %}) <n [ fdu = 0 quel que soit n. La réciproque a déja été vue.

¢) On suppose f = g presque partout. En particulier, la fonction h = max(f,g) — min(f,g) est nulle presque partout
et positive (ce qui n’est peut-étre pas le cas de f — g), donc [ hdy = 0. Par la propriété, on a alors [ max(f,g)dp =
J min(f,g)dp. Or min(f,g) < f < max(f,g) et de méme pour g; en passant aux intégrales, on voit que [ fdu et [ fdu
sont encadrées par [ min(f,g)dp et [ max(f,g)du qui sont égales, et donc en particulier [ fdu = [ gdp.

On rappelle que, pour une suite de réels (z,),, on définit

liminf x,, = sup inf z; = lim? inf
n " np k>n nTan

et
lim sup x,, = inf sup zy = lim| sup xx.
n n k>n n  k>n
On a les propriétés suivantes : limsup,,(—z,) = —liminf, z,, et la suite (x,), converge si, et seulement si

liminf, x, = limsup,, ,, et dans ce cas lim, x,, = liminf, z, = limsup,, ,. De facon générale, liminf,, x,, est
la plus petite limite d’une sous-suite de (x,,), (et limsup,, =, la plus grande. On dit aussi que ce sont la plus
petite valeur d’adhérence de la suite et la plus grande.

Pour une suite (f,), de fonctions F — R, on peut alors définir les fonctions liminf, f,, et limsup, f,, par :
pour x € E,

(lirrilinf fa) () = limninf fn(x) et (limsup f,)(x) = limsup f,(z).

Ces définitions ont aussi un sens si on autorise les valeurs —oo et +00 pour les suites et les fonctions.

Théoréme (Lemme de Fatou)

Soit (fn)n>0 une suite de fonction mesurables positives. On a

/(liminffn)d,u < liminf/fndu.

Démonstration: On a, par TCM,
/‘linilinffnd,u = /hTT;igi frdu = III;IT/]iIZli frdu.

Or, pour tout n, pour tout m > n, infr>, fi < fm, donc [infi>, frdp < [ fmdp, dou [infis, frdp < infh,>, [ fmdu.
En passant a la limite,
limT/kigf frdp < lim? ir;f /fmdu = liminf/fnd,u,

ce qui donne le résultat vu la premiére égalité.

NB. Voici trois exemples de suites (fy), telles que f, — 0 et [ fudp # 0 (on a méme [ fndu = 1 pour
tout n). On utilise £ = R, muni de la mesure de Lebesgue p = Aq.

« bosse voyageuse » : f, = L[, 41

« concentration en 0 » : f, = nlis 1

n’2n

« écrasement » : f, = %1[_%,_‘_%].
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2 Fonctions intégrables
Définition

Soit f : E — R une fonction mesurable. f est intégrable par rapport a p si / |fldu < oo.

[ tin= [ fedn [ rdner

ou fy = max(0,f) et f_ = max(0, — f) sont les parties positive et négative de f.
On note L' (E,A,u) I'espace des fonctions intégrables par rapport a fu.

On pose alors

NB. Ona |f| = fy + f- > f-, ce qui justifie que [ f_dp < co et donne un sens a la soustraction ci-dessus.
De méme, [ fidu < oo donc [ fdu est bien réel.
On abrége souvent £(FE,u), voire £1(E) ou méme L' si le contexte précise (E,A,u).

/fdu S/If\du

b) LY(E,A,u) est un espace vectoriel, et f — [ fdu est une application linéaire de L*(E,A,p) dans R.

c) Pour f,g € LY(E,A,p), si f < g, alors /fd,u < /gdﬂ.
d) Pour f,g € LY(E,Au), si f = g presque partout, alors [ fdu = [ gdu.

Propriétés
a) Pour toute f € LY(E,A,u),

Démonstration: a) On a f = f+ — f_ et |f| = f+ + f—, donc par inégalité triangulaire,

’/fdu _ ‘/fw_/fdu [ o]+ | [ -dn| = [ eans [ sdu= [+ rydn= [ 17idu.

b) Décomposer en parties positives et négatives... Exercice.

)g=f+(@—f)etg—f>0donc [(g— fldu>0et [gdu= [ fdu+ [(g— f)du> [ fdp.

d) si f = g presque partout, alors fi = g4+ presque partout et f_ = g_ presque partout (la ou f et g sont égales, leurs
parties positives et négatives aussi), donc [ fidp = [ g+dp, de méme pour f_ et g— d’ou [ fdp = [ gdp. ]

<

+

o

Théoréme (Théoréme de convergence dominée (TCD))

Soit (fn)n une suite de fonctions mesurables E — R, et f une fonction mesurable E — R. On suppose
(i) fu(z) = f(x) pour presque partout © € E;
(i) il existe ¢ : E — R4 mesurable telle que [ ¢dp < co et

pour tout n, pour presque tout x € E, |fn(z)] < o(x). (hypothése de domination)

Alors, pour tout n, f, € LY(E,Au), f € LYE,Ap),

/fnd,U'T}/de et /Ifn—f|duT0.

Démonstration: Le fait que f, et f soient intégrables vient des inégalités |fn| < ¢ et, & la limite, |f| < ¢. Elles sont
vraie presque partout, dont [ |fn|du < [ ¢du < oo et de méme pour f.

Pour simplifier, supposons (i) et (ii) vrais partout. Les fonctions ¢ — f,, et ¢ + f» sont positives. On peut leur appliquer
le lemme de Fatou. Pour ¢ — f, :

/limninf(cp — fa)dp < limninf/(tp — fn)dp (%)

/limninf(soffn)du=/soduf/fdw

lim inf/(«p — fa)dp = /gpdu — limsup/fndu.

limsup/fndug/f.

13

Or liminf, (¢ — fn) = ¢ — f donc

Et

Ainsi, (*) donne



Les mémes arguments pour ¢ + f, donnent
liminf/fndu > inf f,

d’otu finalement

/fdu < 1iminf/fndu < limsup/fndu < /fdu,

ce qui montre que tous les termes sont égaux, et en particulier f fndp converge vers f fdu. |

On peut alors donner une formule « concréte » de calcul de [ fdu par approximation, qui correspond a la
définition évoquée lors de la présentation du cours :

Corollaire

Soit f une fonction intégrable positive. Pour toute suite de subdivisions 0 = (" < ¢{ < ... < 65\7;()”) de R
telle que

(n) _ pln) (n)
o, i T 0 et by = oo,

on a

/fd,u = hm Z l; (n) ( f(n Elil[))

Démonstration: Il s’agit de montrer que [ fdp = lim, [ fndp, ot on a défini les fonctions étagées

; HNZ(%)NH () = (4" i 6™ < fla) < £, on 0 < i < N(n)
n T i 1) (n) . n
2 PR D 0 sifla) >0,

Pour tout « € E on a, pour tout n assez grand, f(x) < K( (par la deuxiéme condition sur la subdivision), et il existe
alors i tel que f,(z) = £ < f(z) < Zgi)l d’on

0< f(x) = falz) < €0 — 6 < max ey, — ¢ —0
J

(par la premiére condition). Ceci montre que (fn)» converge vers f. Il reste & prouver une domination.

Or, si f(z) < 65\7()”), on a aussi vu que fr(z) < f(z). Et si f(z) > 65\7()%), alors fr(xz) =0 < f(x). Donc on a, pour tout n,

0 < fa(x) < f(x). Or on a suppose f intégrable. On peut donc appliquer le TCD & la suite (fn)n, dominée par ¢ = f,
ce qui conclut. |

Notation. Pour A € A, on note / fdu = /flAdu I'intégrale de f sur A par rapport a p, lorsqu’elle a
A
un sens, c’est-a-dire si f14 est positive ou intégrable. Ceci a d’ailleurs un sens méme si f n’est pas définie hors

de A (car 14 vaut alors 0). On dit que f est intégrable sur A si / |fldp < oo.
A

Remarque importante. Toute cette partie s’étend aux fonctions a valeurs dans C et R? en intégrant compo-
sante par composante : par exemple, une fonction mesurable f : E — C est intégrable si [|f|du < oo et, dans

ce cas,
/ Fdp = / Re(f)dp + i / Sm(f)dp.

Les résultats précédents restent alors vrais avec cette définition (linéarité, TCD).
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3 Exemples principaux

3.1 Intégrale par rapport a une mesure atomique
(On dit que z est un atome de p si {z} € A et pu({z}) > 0)
Proposition

] Soit f : E — R une fonction.

a) Soit x € E. f est intégrable par rapport a §, et /fddx = f(x).

b) Soit (2, )n>0 une suite d’éléments de E et (o, )n>0 une suite de réels > 0. On pose p1 = Z o0y, . Si f
n>0
est positive, on a

/fd,u = Zanf(acn) € [0, + oc].

n>0

Pour f de signe quelconque, f est intégrable par rapport a i si, et seulement si ) ou|f(xy,)| < 0o et,

dans ce cas,
/fdu = Zanf(xn) eR.

n>0

Démonstration: a) On a f = f(x)1,) presque partout, car ces fonctions coincident en x, et §.({}“) = 0. Donc leurs
intégrales sont égales :

/jwzz/f@nmw@:fmwawnzfu>

(par la définition de l'intégrale d’une fonction étagée).

b) Soit f mesurable positive. Si g = f1r ou F = {z, |n € N}, alors f = g presque partout pour la mesure u. En effet,
f=gsur F, et u(F°)=0. On adonc [ fdu = [ gdu. Or on a g =limt, gn O gn = > p_, f(zk)1s,; donc, par TCM,

[ o =timt [ gudp =it " fonan) = Y- flan)an,
n " k=0 k=0

d’ou I’égalité annoncée. Si f est de signe quelconque et intégrable, on applique ce qui précéde & fi et f_ pour obtenir
le résultat.

Ainsi, si pup est la mesure de comptage sur E et f: E — Ry,

[ fdne =Y 1)

z€E

3.2 Intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue (lien avec l’intégrale de Rie-
mann)

On note A = Ay (mesure de Lebesgue sur R). Soit a < b.
Rappel. Une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann si, pour tout £ > 0, il existe des
fonctions en escalier ¢ et 1 sur [a,b] telles que

b
e<f<u et /Xw—@<a

ou l'intégrale de la fonction en escalier 1) — ¢ est définie élémentairement (comme pour les fonctions étagées : si
o =72l 41 alors f; ¢ =, a;(xri1 —x;) ). Et dans ce cas on note

b b b
[re o [o u [
a ¢ en escalier, Ja ® ereéssﬁaher, a

p<f
Théoréme

Si f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b], alors f est intégrable par rapport a A sur [a,b], et

b
fdr = / 1.
[a,b] a
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Démonstration: Comme A(|z;,zit1[) = i1 — i (et A({z:}) = 0), la formule est vraie pour les fonctions en escalier
(en comparant & la formule pour 'intégrale des fonctions étagées).

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann. f est limite de fonctions en escalier, donc est mesurable. Soit € > 0.
Il existe ¢, en escalier telles que ¢ < f < ¥ et f:(;/; — ) < ¢ (ou l'intégrale est au sens de Riemann ou de Lebesgue,
par ce qui précéde). En particulier f est bornée donc intégrable sur [a,b] : on a |f| < M (ot M = ||¢]loc + ||¥]|oc) donc
f[a‘b] |fldu < f[a’b] Mdp = (b—a)M < co. On a (par les propriétés de I'intégrale de Riemann)

b b b
[e<[r<]
et aussi (par les propriétés de 'intégrale de Lebesgue)

/ pd) < fdxr < Wd.
[a,b] [a,b] [a,b]

Or fab p = f[a’b] pdX car ¢ est en escalier, et de méme pour . Ainsi les deux intégrales de f appartiennent au méme

intervalle de largeur < e, donc
b
/ f— / fdi| <e.
a [a,b]

Ceci vaut pour tout € > 0, d’ou la conclusion.

Par suite, si I est un intervalle, pour f : I — R mesurable positive, ou intégrable par rapport & A, on pourra

noter
/1 f = /1 f(@)dz = /1 fdx,

méme si f n’est pas intégrable au sens de Riemann, sans confusion possible.

On pourra donc, pour des intégrales au sens de Riemann, appliquer les théorémes précédents (convergence
monotone, dominée, etc.); et pour des intégrales de Lebesgue de fonctions intégrables au sens de Riemann,
utiliser les propriétés bien connues (intégration par parties, lien entre intégrale et primitive, etc.).

3.3 Intégrale par rapport a une mesure a densité

Soit (E,A) un espace mesurable.

On rappelle que, si f : F — R est mesurable, et A € A, on note / fdu = /flAdu I'intégrale de f sur A,
A

lorsque f1 4 est a valeurs positives, ou lorsque f1 4 est intégrable.
On vérifie facilement avec le TCM que, si f est positive, A — [ 4 fdp est une mesure, d’ot la définition :
Définition

Si f est une fonction mesurable E — [0,40o0], et u une mesure sur E, la mesure de densité f par rapport
a p est la mesure f - (aussi notée f(x)du(x)) définie par :

pour tout A € A, (f~u)(A):/Afdu:/f1Adu.

NB. A est négligeable pour f - u dés que A est négligeable pour i ou que f est nulle sur A.
Proposition
Soit f une fonction mesurable E — [0, + o0, et p une mesure sur E.

a) Pour toute fonction mesurable g : E — [0, + 0], on a
[t = [otdn= [ g@)f@)auto).

b) Une fonction g : E — R est intégrable par rapport a f - u si, et seulement si fg est intégrable par rapport
a i et, dans ce cas,

[t = [asdn= [ ga)s@pnto)

Ceci justifie la notation f - pu = f(x)du(z). Pour la mesure de Lebesgue, vu le lien avec I'intégrale de Riemann,
on notera aussi f(z)dz pour f-A. Par extension, vu que 1-u = p, on pourra parfois noter du(x) pour désigner
la mesure p, et donc dz pour désigner la mesure de Lebesgue A (ou Ay).
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4 Intégrales dépendant d’un paramétre

Dans cette partie, on considére une famille (f(¢,)):er de fonctions, indexée par un intervalle réel I : plutét qu’une
suite, il s’agit d’'un « continuum » de fonctions, que 'on peut aussi voir comme une fonction f : I x E — R.
Lorsque les fonctions f(¢,-) sont intégrables, on peut considérer la fonction

Fites P) = [ )= [ fea)duta),

que 'on appelle une intégrale & paramétre car elle dépend du réel ¢, appelé un paramétre. Le théoréme de
convergence dominée permet alors d’obtenir facilement des résultats de régularité sur F.

Théoréme (Théoréme de continuité sous l’intégrale)

Soit f : (t,x) + f(t,z) une fonction mesurable de I x E dans R ou C (ou I est un intervalle de R).

On suppose que :

— (continuité par rapport au parameétre) pour p-presque tout x € E, t — f(t,x) est continue sur I ;

— (domination) il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [ pdu < oo et, pour tout t € I,
pour p-presque tout x € E,

|f(t,2)] < ().
Alors la fonction

F:t— F(t) = /f(t,x) du(x)

est bien définie pour tout t € I, et est continue sur I.

Démonstration: Soit ¢ € I. On montre que F est continue en ¢t. On utilise la caractérisation des limites par les suites :
pour montrer que F(u) — F(t) quand u — ¢, il suffit de montrer que, pour toute suite (¢, ), dans I qui converge vers t,
F(tn) — F(t).

Soit (un)n une suite dans I qui converge vers t. Appliquons le TCD a la suite des fonctions f, :  — f(tn,z). Par la
premiére hypothése, on a, pour presque tout z € E, f.(x) — f(t,x). Par la seconde hypothése, on a, pour tout n, pour
presque tout x € F,

[fn(@)] < p(2),
et [@dp < co. Le TCD donne alors exactement F'(t,) — F'(¢), ce qui conclut.

Théoréme (Théoréme de dérivation sous l’intégrale)

Soit f: (t,x) v f(t,x) une fonction de I x E dans R? ou C. On suppose que :
— (existence de F') pour tout t € I, x — f(t,x) est intégrable;
— (dérivabilité par rapport au paramétre) pour u-presque tout x € E, t — f(t,x) est dérivable sur I,
de dérivée notée % ;
— (domination de la dérivée) il existe une fonction ¢ : E — Ry mesurable telle que [ ¢ du < oo et, pour
tout t € I, pour pu-presque tout x € E,
of

)] < ot

Alors la fonction

F:t— F(t) = /f(t,x) du(x)
est dérivable sur I et, pour tout t € I,

Pty = [ % 1.2) duta).

Démonstration: Soit ¢ € I. Soit une suite (¢,). qui converge vers t dans I \ {¢}. Il faut montrer que

w — / O () due).

Or par linéarité

F(tn) —F(t) _ [ f(tn,2) — f(t2)
tn —t */ tn —t dp

(),
donc on va appliquer le TCD a la suite (g, )» définie par

f(tnvx) — f(tvx) .

n - L >
g P—

17



Pour presque tout z € E, la deuxiéme hypothése donne g, (z) — g—{(t,x). Et l'inégalité des accroissements finis et la

troisiéme hypothése donnent : pour tout n, pour presque tout x € E,

lgn(z)| < sup < (),

UE [tn,t]

0
& ()

et [@dp < co. Le TCD donne alors [ gndp — [ %(t,~)du, ce qui conclut.

Remarque : Si de plus la fonction ¢ +— %(t,x) est continue pour presque tout z, alors le théoréme de continuité
montre que F’ est continue, et donc que F est de classe C! sur 1.

Deuxiéme remarque : Pour montrer que F est de classe C2, C3, ..., on peut appliquer le théoréme plusieurs
fois. Pour montrer que F' est de classe C*°, on peut montrer par récurrence que F' est de classe C™ pour tout n.
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3. INTEGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT, CHANGEMENT DE VARIABLES

Soit (E,A,u) et (F,B,v) deux espaces mesurés. On suppose dans ce chapitre que p et v sont o-finies : il existe
une suite croissante (E,), de parties de F telle que
E = UE" et pour tout n, p(E,) < oo,
et de méme pour v. "
Pour une fonction f : £ x F' — R, on peut considérer / (/ f(x,y)dv(y) |du(x). On va montrer que 'on peut
E\NJF

voir cette double intégration comme une simple intégration sur 'espace E' x F'. Ce point de vue aura ’avantage
de mettre en évidence la symétrie des roles de E et F', et donc de montrer que I'on peut intervertir ’ordre
entre les intégrales précédentes. Il fournit de plus une fagon de construire une mesure sur l'espace E x F', qui
permettrait de construire 'intégrale de Lebesgue sur R? & partir de l'intégrale de Lebesgue sur R, et qui jouera
aussi un réle important dans la notion d’indépendance en probabilités.

1 Produit d’espaces mesurés

On souhaite faire de E x F(= {(z,y) |z € E,y € F}) un espace mesuré, c’est-a-dire le munir d’une tribu et
d’une mesure, déduites de celles de E et F.

Définition

La tribu produit de A et B est la tribu A ® B engendrée par les pavés Ax Bou A€ Aet BE B :

AeB=o({AxB|AcA BeB}).

Dans le cas des boréliens de R?, cette opération redonne les tribus déja connues :
Proposition

| Pour tous .0, BRY) @ BRY) = BRI,

Par suite, B(RY) = B(R) ® - -- ® B(R) = B(R)®? en définissant de méme une mesure produit de d mesures.

Pour tout ensemble C' C E x F, on définit ses « tranches » : pour tout = € F,
Co,={yeF|(zy)eC}CF
pour tout y € F,
CY={xeFE|(zy)eC} CE.
On pourrait vérifier que, si C € A ® B, alors les tranches sont mesurables.
Théoréme

Il existe une unique mesure m sur (E x F,A® B) telle que
pour tous A € Aet B € B, m(A x B) = u(A)v(B),

(avec icioco-0=10-00 =0). On la note m = u ® v. De plus, pour tout C € AR B,

uv(C) :/

E

U(Codu(a) = [ u(Civ(y)

F

Cette mesure s’appelle la mesure produit de p par v. La derniére formule décrit une intégration « par
tranches » : la mesure de C est 'intégrale des mesures de tranches, horizontales ou verticales.
Dans le cas de la mesure de Lebesgue sur R?, le produit redonne les mesures déja connues :

Proposition

Pour tous d,d', \g @ A\gr = Agvrar-

Par suite, en notant A = A;, ona A\g = A®---® X = A®? en définissant par récurrence le produit de d mesures.
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2 Théorémes de Fubini

Les propriétés de la mesure produit se transférent aisément aux propriétés de l'intégrale et permettent de
résoudre la question initiale.

Théoréme (Théoréme de Fubini-Tonelli)

Pour toute fonction mesurable f : E x F — [0, 4+ oo],

/Efod(“@)” /(/f @,y)dv( ))dﬂ( /(/f 2,y)du( )>du()

Démonstration: La formule est vraie si f = 1¢ ou C € A® B : c’est le précédent théoréme. Par suite, la linéarité
de 'intégrale montre qu’elle est vraie pour toute fonction étagée positive. Finalement, si f est mesurable positive, alors
f = limf,, fn pour une suite croissante (fr)n de fonctions étagées positives (sur E x F'), ce qui donne en particulier pour
tout € E, fo = f(x,) = lim?,, fn(z,") et donc, en appliquant deux fois le TCM,

it [ ([ goteoa)au) = [ (1 [ gteaaauo = [ ([ it geoa)duo) = [ [ o))

et, en appliquant une fois le TCM,
tint [ fudpsv) = [ pde)
ExXF

n EXF
L’égalité pour f, donne alors I’égalité pour f en passant & la limite. L’autre égalité s’obtient de méme en échangeant
I’ordre d’intégration. |

En conséquence de ce théoréme, on pourra noter / / f(z,y)dv(y)du(x) sans parenthéses lorsque f est mesu-
EJF

rable positive.
On déduit la mesure produit de deux mesures a densité en appliquant le théoréme a (x,y) — f(x)g(y) :

Proposition
Soit f : E — Ry et g: F — Ry mesurables. Ona: (f-p)®(g-v) = (f®g)-(p®v), ou (f®g)(x,y) = f(x)g9(y).

Autrement dit,
(f(2)dp(x)) @ (f(y)dv(y)) = f(x)g(y)d(p @ v)(2,y).

Par ailleurs, le théoréme précédent justifie la notation du(z)dr(y) pour la mesure d(p @ v)(z,y) = p® v et la
proposition prend alors la forme naturelle suivante :

(f(@)dp(x)) (9(y)dv(y)) = f(x)g(y)dp(z)dv(y).

Dans le cas de R? avec la mesure de Lebesgue, la mesure produit des mesures f(z)dz et g(y)dy est donc
naturellement f(x)g(y)dzdy.

En décomposant une fonction f de signe quelconque en f = f, — f_, on obtient facilement :

Théoréme (Théoréme de Fubini-Lebesgue)

Pour toute fonction mesurable f sur E x F a valeurs dans R% ou C, telle que

/E e dpe vy < o

[ teninonen = [ ([ sepiw)ie = [ ([ o )i,

NB. Par le théoréme de Fubini-Tonelli, la condition équivaut a

/E ( /F |f(x,y)|du(y)>dlu(x) o
/F(/E }f(l’,y)fdu(x)>dy(y) < o,
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3 Changements de variables

3.1 Mesure image

On définit ici une fagon de « transporter » une mesure d’un espace & un autre, par une fonction. Cette opération
sera notamment importante en probabilités pour définir la loi d’une variable aléatoire.
Soit ¢ : (E,A) — (F,B) une application mesurable. On rappelle que p est une mesure sur (E,A).

Définition

La mesure image de p par ¢ est la mesure g, sur F' donnée par :

pour tout B € B, e.u(B) = p(1(B)).

C’est bien une mesure : @.u(0) = u(p=1(0)) = u(P) = 0 et, si les B, sont des parties mesurables disjointes de
F, alors les images réciproques ¢~ '(B,,) sont disjointes et leur réunion est ¢~ !(l4, B,), donc

w*u(L-LjBn) = u<<p1 (L:J&)) = ﬂ(L‘:J‘/’l(Bn)> = ;u(w’l(Bn)) = Zn: 02 iu(By).

Théoréme (Théoréme de transfert)

a) Pour toute fonction mesurable f : F' — [0, + 0],
| fwdeaw = [ re@)nt.
F E

b) Pour toute fonction mesurable f sur F a valeurs dans R? ou C, f est intégrable par rapport & o, si, et
seulement si f o o est intégrable par rapport a u et, dans ce cas,

l/mwmmwzfﬂwmwm.
F E

Démonstration: a) La formule est vraie si f = 1p ou B € B : c’est exactement la définition de ¢.u. Par suite, la
linéarité de l'intégrale montre qu’elle est vraie pour toute fonction étagée positive. Finalement, si f est mesurable positive,
alors f = lim?,, f» pour une suite croissante (f»)» de fonctions étagées positives (sur F'), ce qui donne fop = lim?t, frno¢
et donc, en appliquant le TCM, la formule pour la fonction f,, fournit a la limite la formule pour f.

b) Pour f a valeurs réelles de signe quelconque, appliquer le a) & |f| donne

[1f1dtoun) = [ 110 elda.

ce qui montre que f est intégrable par rapport & . u si, et seulement si f o ¢ est intégrable par rapport & p. Supposons
que c’est le cas. On a par définition de l'intégrale puis par a)

[ taten = [ fudoun ~ [ s-dton)2 [ fuopdn— [ 1oowdu= [(51~ 1) 0pdu= [ 1o pan

Pour f a valeurs dans R? ou C, on applique ce qui précéde a chaque composante.

3.2 Changements de variables dans R?
e Cas linéaire
Proposition

Soit M une application linéaire R? — R%. On a, pour B € B(R?),
Xi(M(B)) = | det M|Aa(B).

Autrement dit, si M est inversible,
1

Mg = ——\a.
47 [det M|
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En particulier, pour B = [0,1]¢, on a linterprétation suivante du déterminant de M : c’est le volume du
parallélotope engendré par les vecteurs colonnes de M.
Et si f: R? — R est intégrable par rapport a A4, le théoréme de transfert donne

1

= Tdet M| Jr f(y)dy.

[ F)dr = [ F@d(M0) )

e Cas des C!-difféeomorphismes

On a vu que I'image de Ay par une application linéaire bijective M est m)\d.

Dans le cas de I'image par une application non linéaire ¢, on peut néanmoins vouloir appliquer localement le
cas linéaire. En effet, une application ¢ : U — D (ot U et D sont des ouverts de R?) est différentiable si, prés
de chaque point x € U, elle peut s’approcher par une application linéaire dp, appelée sa différentielle :

oo+ h) = pla) + dpe(h) + o (Ih]).

$1
L’application linéaire dy, a pour matrice la matrice jacobiennede p = | . | en z:

Pd

[ 0p;
Jacy(z) = <8xj (m))gi,jﬁd,

et son déterminant est le jacobien de ¢ en x :
Jo(z) = det (Jacy(2)).

Par le cas linéaire, on s’attend a ce que 'image de Ay par ¢ soit, au voisinage de y = (z), proche de \Jil(x)ﬁ‘d =
@

|J,-1(y)|Aa (& condition que J,(z) # 0), ce qui suggére, puisque le facteur |.J,-1(y)| dépend du point y prés

duquel on considére la mesure, que la mesure image est (partout) la mesure & densité |.J,-1(2)[dA4(z) et donc,

en intégrant, que [ f(¢(x))dz = [ f(y)|Jp-1(y)|dy.
Ceci est justifié si ¢ : U — D est un C'-difféomorphisme, c’est-a-dire que ¢ est de classe C', bijective, et que
o~ ! est aussi de classe C' (la derniére condition revient aussi a dire que J,(x) # 0 pour tout z € U) :

Théoréme (Théoréme de changement de variable dans R?)

Soit U,D des ouverts de R®. Soit f : D — R mesurable, et ¢ : U — D un C'-difféomorphisme.

a) Si f est positive, alors

[ rwin= [ re@)lit] dr

/ Flpla)) di = / @) ()] dy.
U D

b) Si f est intégrable sur D, la premiére égalité précédente a un sens (autrement dit, u — f(¢(u))|J,(u)]
est intégrable sur U) et est vraie. Si f o ¢ est intégrable sur U, alors il en est de méme de la deuxiéme.

c) En particulier, la mesure image de Ay par ¢ est la mesure de densité |.J,-1| par rapport a \g :

ox(Aa)ju = [Jo-1] - (A\a)|D-

(Ici, (Aq)|p est la restriction de A\q & D, puisque ¢ n’est définie que sur D)
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4. ESPACES L' ET L2

Soit (E,A,u) un espace mesuré. On rappelle la définition

LYEAp) = {f : E — R mesurable

/\fldu < 00},

et on peut définir de méme L& (E,A,u) pour les fonctions a valeurs dans C.
Plus généralement, si p > 0, on note
JE

il existe C' > 0 tel que |f(z)| < C pour p-presque tout = € E}

LP(EAp) = {f : E — R mesurable

et

L®(E,Ap) = {f : E — R mesurable

(on dit que L>®(E,A,u) est espace des fonctions « bornées presque partout » sur E)
Comme pour L', on abrége souvent LP(E) et £L>°(E) si la mesure est donnée par le contexte. En particulier,
systématiquement, £P(R) = £P(R%,B(R?),\g).

1 Espace L!

Pour f,g : E — R mesurables, on rappelle que f = g presque partout (ou u-presque partout) si

u({e € B|f(x) # g(x)}) = 0

et que, dans ce cas, f est intégrable si, et seulement si g est intégrable, et alors / fdu = / gdp.

On note || f]|1 = / |fldu pour f € LY(E). On déduit des propriétés de I'intégrale que :

— pour tout A € R, pour tout f € LYE), [Aflli = [\ |Ifll1

— pour tous f,g € LYE), [|f +glli < [Ifllx + g1
— pour tout f € LY(E), ||f]l1 = 0 si, et seulement si f = 0 presque partout.

A cause du dernier point, || - ||; n’est pas une norme : en général, il y a des fonctions non nulles f telles que
Il fll1 = 0. Ceci méne aux définitions suivantes :
Définition

On note f ~ g si f = g presque partout, et on définit L'(E,A,u) = L*(E,A,u)/~, c’est-a-dire que I'on
obtient L*(E,A,u) en identifiant entre elles les fonctions égales presque partout : les éléments de L*(FE,A,u)
sont les classes de fonctions égales entre elles presque partout.

Par exemple, I'élément 0 € L'(E,A,u) est 'ensemble des fonctions nulles presque partout.

Puisque deux fonctions égales presque partout ont la méme intégrale, on pourra sans ambiguité noter [ fdu
pour f € LY(E,A,u) pour désigner l'intégrale de n’importe quelle fonction dans la classe f, et ainsi procéder
comme si les éléments de L'(E,A,u) étaient des fonctions, c’est-a-dire que 1’on pourra confondre un élément de
L! (une classe de fonctions) et I'un quelconque de ses représentants (1'une de ces fonctions), & ceci prés que si
f,g € L*(E,A,11) sont égales presque partout, alors f = g par définition.

En particulier, si on définit ||f||1 = [ |f|du pour f € L'(E,A,u), alors on a les mémes propriétés qu’avant,

et ||f|1 = 0 implique f = 0. Ainsi, || - |; est une norme sur L!(E,A,u) : par l'identification entre elles des
fonctions égales presque partout, on s’est artificiellement ramené & ce qu'une seule « fonction » soit de norme

nulle.
1
. . A,
Si une suite (f,,), dans L'(E,A,u) converge vers f € L*(E,A,u) pour cette norme, on notera f, k (E—> “) f, ou

n

1
simplement f, L, f-
n
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Théoréme

L’application f + || f|l1 est une norme sur L'(E,A,u1) et, muni de cette norme, I'espace vectoriel L*(E,A,u)

est complet. C’est donc un espace de Banach.

On rappelle qu’un espace est complet si toute suite de Cauchy dans cet espace converge : si (f,)n est une suite
de fonctions dans L' telle que sup,>q || fa4p — fnlli — 0, alors il existe f € L' telle que ||fn — f[l1 — 0.
- n n

On donne quelques résultats utiles de densité :

Proposition

a) Les fonctions étagées intégrables sont denses dans L'(E,A,u).
b) Les fonctions en escalier sont denses dans L*(R).

¢) Les fonctions de classe C*° & support compact sont denses dans L'(R?).

2 Espace L?
On note, pour f € L2(E,A,u),

1/2
£l = ( / |f2du>
[f12+]1g]?

et, plus généralement, si f,g € L2(E,A,u), la fonction fg est intégrable puisque |fg| < 5 (cette inégalité
s’obtient en développant (|f| —|g|)? > 0, ce qui est évident), et on note

(f.9) = /fg dp.
(-,) est bilinéaire symétrique positive : pour tous f,g,h € L2(E,A,u), et tout X € R,

Af+gh) = X0 +(g:h), Loy =(9.0), et {fif) =]fl2=0.

En revanche, (-,-) n’est pas définie positive : || f||2 = 0 implique f = 0 presque partout. Donc || - ||2 n’est pas une
norme, et (-,-) n’est pas un produit scalaire sur £L2(E).

Comme précédemment, on définit L2(E,A,u) = L2(E,A,u)/~, ot f ~ g lorsque f = g presque partout, c’est-a-
dire que 'on identifie entre elles les fonctions de £2(FE) qui sont égales presque partout. Alors :

Théoréme

Sur Despace L?(E,A,u), I'application (f,g) — (f,g) est un produit scalaire associé a la norme f — ||f]2 et,

muni de ce produit scalaire, I'espace vectoriel L*>(E,A,u) est complet. C'est donc un espace de Hilbert.

Signalons I’expression que prend 'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour toutes fonctions f,g € L?(E),

( / fgdu)2 < [ £ [ g

Les résultats de densité donnés pour L' sont aussi valables pour L? :

Proposition

a) Les fonctions étagées intégrables sont denses dans L*(E,A,u).
b) Les fonctions en escalier sont denses dans L*(R).

¢) Les fonctions de classe C* a support compact sont denses dans LQ(Rd).

La remarque suivante sera trés utile en probabilités :
Proposition

Si u(E) < oo, alors L*(E) C L'(E).

Démonstration: Soit f € L?(E). Il faut montrer que [ |f|du < oo. On peut utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz

avec g =1:
(/\fldu> < [15Pdu [ 1dn = 1713u(2)

et le dernier terme est fini car f € L*(E) et u(E) < co par '’hypothése.
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1. FONDEMENTS DES PROBABILITES

L’objectif de ce chapitre est de constater que la théorie de I'intégration développée dans la premiére partie du
cours fournit un cadre rigoureux pour les probabilités. La théorie sera donc la méme, mais l'interprétation en
est différente : on cherche & fournir un modéle mathématique pour une « expérience aléatoire ».

Une premiére partie va donc consister & relire les résultats de théorie de l'intégration en ayant en téte cette
intuition. Ceci va de pair avec un nouveau vocabulaire, que ’on va commencer par introduire.

1 Définitions

1.1 Espace de probabilités
Définition
Un espace de probabilité est un espace mesuré (0, A,P) ou la mesure P a pour masse totale 1 :

P(Q) = 1.

On appelle P une probabilité, ou une mesure de probabilité. () est parfois appelé I'univers, ou ’espace
des éventualités. Les parties mesurables A € A sont appelés des événements. Un événement est presque
str si P(A) = 1; on dit aussi que A est réalisé presque siirement (en abrégé, p.s.).

Une interprétation en est la suivante :
— Q représente ’ensemble de toutes les éventualités possibles, toutes les réalisations possibles du hasard dans

I’expérience aléatoire considérée.

— A est 'ensemble des « événements », c’est-a-dire des ensembles d’éventualités dont on peut évaluer la proba-
bilité.

— Pour A € A, P(A) représente la probabilité d’occurrence de I’événement A. On peut s’en faire diverses
intuitions, qui pourront étre justifiées par la théorie qui va suivre :

— un point de vue a priori, ou des considérations de symétrie, par exemple, ou un calcul lié aux propriétés
physiques mises en jeu par expérience, permettent de justifier la répartition des probabilités (par exemple,
pour un dé équilibré, 'occurrence de chaque face devrait avoir méme probabilité, donc 1/6),

— un point de vue a posteriori, ou P(A) est vu comme la fréquence asymptotique de réalisation de I’événement
A si on répéte Pexpérience un grand nombre de fois (par exemple, si on tire le méme dé un grand nombre
de fois, on observe que chaque face apparait en moyenne approximativement lors de 1/6 des tirages, et
cette approximation a tendance a s’améliorer avec le nombre de tirages).

NB. Malgré 'importance théorique de I’espace de probabilité (€2,.4,P), on verra dans la suite qu’une particularité
fondamentale de la théorie des probabilités est qu’il ne sera souvent pas nécessaire de spécifier ’espace de
probabilités car on ne le verra qu’a travers les « variables aléatoires ».

1.2 Variables aléatoires
Soit (Q2,.4,P) un espace de probabilité.
Définition

Une variable aléatoire (en abrégé, v.a.) est une application mesurable X : Q — E, ou (E,£) est un espace
mesurable.

On parle de variable aléatoire réelle si I'espace d’arrivée est (R,5(R)).

La définition suivante est fondamentale.

Définition

La loi d’une variable aléatoire X : 0 — E est la mesure image de P par X. C’est donc la mesure de
probabilité Px sur (E,E) donnée par

Px(B)=P(X '(B)) =P({weQ|X(w)€B}) pourBEE.

On dit que X suit la loi p si la loi de X est .
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Notation fonctionnelle. On utilisera en général la notation {X € B} = X *(B), de sorte que la définition s’écrit
Px(B)=P(X € B).

De méme, on écrira par exemple, pour une variable aléatoire réelle X, {sin(X) > 0} = {w € Q] sin(X (w)) > 0}.

Variables discrétes et continues

Deux familles de lois méritent une attention particuliére : les lois dites discrétes et continues. Attention, ce ne
sont que des cas particuliers, et de nombreuses lois ne sont ni discrétes ni continues.

e Variables aléatoires discrétes. Dans le cas ou X prend ses valeurs dans un espace E dénombrable, on dit
que X est une variable aléatoire discréte, et dans ce cas la loi de X est donnée par les valeurs p, = P(X = x)
pour z € E. En effet, pour tout B C E,

Px(B)=P(X € B) = (U{X—x}):ZP(X:m):Zpl..

zEB zeB zeB

Autrement dit,

zel
Donner la loi de X revient donc a calculer les valeurs p, pour z € E.

e Variables aléatoires continues (ou a densité). Dans le cas oit X est & valeurs dans R? et la loi de X
admet une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue, on dit que X est une variable aléatoire continue,
ou a densité, de densité f.

Autrement dit, X a pour densité f si f est une fonction mesurable positive qui vérifie, pour tout A € B(R?),

Px(A)=P(X €A = /Af(:c)dx = /1A(m)f(x)dx.

Remarquons que 1 = P(X € RY) = [ f(z
Une fonction mesurable f:RT =R est une densité si f(x) > 0 pour tout z € R? et [ f(z)dz = 1. Toute
densité f définit une loi de probabilité.

Propriétés

Si X est une variable aléatoire de densité f, alors
a) pour tout x € R, P(X = z) = 0. Autrement dit, pour tout = € R%, presque stirement, X # x
b) presque stirement, X € {x € R?| f(x) > 0}.

Démonstration: a) On a Ag({z}) = 0 et donc
PX =)= [ @ =Nt =

b) Si f est nulle sur B € B(R?) (autrement dit, f(z) = 0 pour tout z € B), alors P(X € B) = [ f(t)dt = 0 donc p.s.,
X € B°. Le résultat correspond au cas ot B = {z € R?| f(z) = 0}, car f est évidemment nulle sur B. ||

Tribu engendrée
Définition

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E,£). La tribu engendrée par X est

o(X)={X"Y(B)|Be&}CA

C’est la tribu sur €2 qui contient tous les événements qui ne dépendent que de X. La proposition suivante montre
que, de méme, les fonctions mesurables par rapport a o(X) sont celles qui ne dépendent que de X :

Proposition

Soit X,Y des variables aléatoires a valeurs dans R™ et R™. Y est mesurable par rapport a o(X) si et seulement

s’il existe une fonction mesurable f : R™ — R™ telle que Y = f(X) p.s.
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1.3 Espérance
Définition

Soit X une variable aléatoire réelle. Son espérance est

BIX] = /Q X (w)dP(w),

ce qui, en tant qu’intégrale d’une fonction mesurable, est bien défini dans les deux cas suivants :
— si X >0 (et dans ce cas E[X] € [0,00])
— si X est intégrable, c’est-a-dire E[|X|] = [ |X|dP < cc.

On interpréte E[X] comme la moyenne de la variable aléatoire X.
On a en particulier E[1g] = P(B) et, pour toute constante ¢ € R, E[c] = ¢ P(Q) = c.
Le théoréme de transfert (du chapitre sur les changements de variables) s’écrit comme suit :

Proposition (Théoréme de transfert)

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (G,G) et ¢ une fonction mesurable G — R telle que E[p(X)]
est bien définie. Alors

Ewun=éwwﬂwn

Ceci montre que ’espérance de toute fonction d’une variable aléatoire X ne dépend que de la loi Px de X, et
non de la facon exacte donc X est définie comme fonction sur €.

e Si X est discréte a valeurs dans GG, on a, par le théoréme de transfert, pour toute fonction ¢ : G — R positive
(ou telle que p(X) est intégrable),

Elp(X)] =) ¢(@)P(X = x).
zeG

e Si X est continue sur R?, de densité f, le théoréme de transfert donne, pour toute fonction ¢ : R* — R positive
(ou telle que p(X) est intégrable),

Blp(X)] = [ ole)f (@

Rd
Tous les résultats vus pour les intégrales sont toujours valables. Ecrivons-en quelques-uns a titre d’exemple :
Proposition
Soit X une variable aléatoire réelle positive.
— (Inégalité de Markov) Pour tout a > 0,
ElX]

P(X >a)<
(Xza)< =,

— Si E[X] < o0, alors X < oo presque strement.
— Si E[X] =0, alors X = 0 presque stirement.

Proposition

Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires positives.
— (TCM) Si la suite (X,,),, est croissante et converge vers X, alors lim,1 E[X,] = E[X].

— (TCM pour les séries) On a E{Z Xn] = Z E[X,].

n>0 n>0

Proposition (Théoréme de convergence dominée)

Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires réelles, et X une variable aléatoire réelle.
Si X, — X p.s. et s'il existe Z intégrable telle que |X,,| < Z p.s., alors
n

E[X,] — E[X].

On pourra utiliser les théorémes de Fubini ou encore les théorémes pour les intégrales (espérances) a paramétre.
Enfin, on définit aussi les espaces L'(2,4,P) et L?(Q,A,P), abrégés en L' et L?, et on rappelle dans ce cas
Vinclusion L? C L' (en effet, pour tout v.a. réelle X, E[|X|] = E[|1- X|] < B[X?'2E[1]Y/? = E[X?]'/?).
Autrement dit, les v.a. de carré intégrable sont intégrables.
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Définition

Soit X une variable aléatoire de carré intégrable. La variance de X est le réel positif
2
Var(X) = E[(X - E[X]) }

L’écart-type de X est le réel positif

o(X) = +/Var(X).

La variance de X est la moyenne du carré de l’écart entre X et sa moyenne. C’est donc une mesure de la
« dispersion » de la loi de X autour de son espérance E[X], de méme que l’écart-type. L’écart-type de X a
Iintérét d’étre homogeéne a X, c’est-a-dire que o(aX) = ac(X) pour a > 0 (tandis que Var(aX) = a? Var(X)),
de sorte qu’il pourra étre pertinent de comparer les valeurs de o(X) a celles de X — E[X]; on verra cela plus
loin.

En développant le carré et en utilisant la linéarité de ’espérance, on obtient

Var(X) = E[X? — 2XE[X] + E[X]?] = E[X?] - 2E[X|E[X] + E[X]?

d’ot 'expression importante
Var(X) = E[X?] - E[X]*.

Proposition (Inégalité de Tchebychev)

Si X est une variable aléatoire de carré intégrable, et a > 0, alors

P(|X - B[X]| 2 a) < Var(X)

a

Démonstration: Pour tout a > 0, on a, pour tout w € Q, | X (w) — E[X]| > a si, et seulement si | X (w) — E[X]* > a?,
donc
{1X - BIX]| > a} = {IX - BIX? > a?)

et par conséquent
P(X - E[X]| > a) = P(IX - E[X]]* > a”).

Or

en appliquant I'inégalité de Markov a la variable aléatoire positive (X — FE[X])?. La conclusion vient de la définition de

la variance.

P(X - BIX]P > a®) <

1.4 Interprétations probabilistes

Le tableau suivant résume les correspondances entre la théorie de 'intégration et les probabilités, pour ce qui

est du vocabulaire et de la notation :

B[IX - BIX]?]

a2

Intégration ‘ Probabilités

espace mesuré (FE,A,u)

point z € F

espace F

partie mesurable A € A
fonction mesurable f : E — F
AUB

ANB

A et B disjoints (AN B = 0)
complémentaire A = E\ A
AcCB

mesure p

A° est négligeable (u(A°) = 0)
presque partout, ... (en abrégé, p.p.)
mesure image de u par f
intégrale [, fdu

espace de probabilités (2,4,P)
éventualité, réalisation w € )
univers, ensemble des éventualités {2
événement A € A

variable aléatoire X : Q@ — F

AouB

Aet B

A et B incompatibles

négation A° = Q\ A (aussi noté A)
A implique B

probabilité P

A est presque str (P(A) =1)
presque siirement, ... (en abrégé, p.s.)
loi de X (mesure image de P par X)
espérance (moyenne) E[X] = [, XdP
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2 Caractériser une loi

On sera souvent amené a déterminer la loi d’une variable aléatoire. Une premiére approche, qui découle de la
définition, consistera & utiliser 'une des équivalences données par la proposition suivante :

Eroposition

Soit X et Y des v.a. a valeurs dans R?. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) X et Y ont méme loi
(i) pour toute partie A € B(R?), P(X € A) = P(Y € A)

(iii) pour toute fonction mesurable f : R? — R, E[f(X)] = E[f(Y)]

(iv) pour toute fonction C* a support compact f, E[f(X)] = E[f(Y)].

Dans certains cas, on utilisera plutét le calcul d’une fonction associée & X et qui caractérise sa loi : fonction de
répartition, fonction génératrice ou fonction caractéristique.

2.1 Fonction de répartition (variables aléatoires réelles)
Définition
Soit X une variable aléatoire réelle. Sa fonction de répartition est la fonction

Fx: R — [0]]
t > Fx(t)=P(X <t).

On constate que Fx ne dépend que de la loi de X : Fx(t) = Px(] — o0,t]), donc on pourra dire aussi que Fx
est la fonction de répartition de la loi de X.

Proposition

a) La loi de X est déterminée par sa fonction de répartition : si Fx(t) = Fy (t) pour tout t € R, alors X et
Y ont méme loi.

b) La fonction Fx est croissante, continue a droite, et admet pour limites 0 en —oo et 1 en +o0.

¢) Pour tout t € R, la limite de Fx en t a gauche est
Fx(t7)=P(X <t)

donc Fx est continue en t si et seulement si P(X =t) = 0.

d) Toute fonction qui vérifie les propriétés de b) est la fonction de répartition d’une loi de probabilité sur R.

Démonstration: On prouve seulement b) et ¢). Pour tous s < ¢, on a {X < s} C {X <t} donc
Fx(s)=P(X <s) < P(X <t)=Fx(t),

ce qui montre que F'x est croissante. Soit ¢ € R. Comme F'x est croissante, elle admet une limite & droite en ¢, que I'on

peut obtenir comme limite le long de la suite (t + l)n :

1
lim Fx(s) = lim} Fx (t + 7).
s—tt n n
Or Fx(t+ L) = P(X < t+ 1) et les événements {X < ¢+ L} forment une suite décroissante dont I'intersection est
I’événement {X < t}, donc

lim} Fx (t—|— %) = lim], P(X <t+ %) — P(X <t) = Fx(t).

Ceci montre la continuité de F'x a droite en t.
De méme, la limite en —oo existe par croissance de Fx, et on a par exemple

lim Fx(t) =lim| Fx(—n)
t——o0 n
or Fx(—n) = P(X < —n) et les événements {X < —n} forment une suite décroissante dont l'intersection est {X =

—oo} =0, d'ou
lim} Fx(—n) = lim| P(X < —n) = P(®) = 0.

ceci montre que la limite de F'x en —oo est 0.

Les cas des variables discrétes et continues sont particuliérement importants :
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Proposition
a) Si X est une variable aléatoire discréte, Fx est une fonction constante entre les éléments de
E={xzeR|P(X =x) >0},

et telle que le saut en x € E a pour hauteur P(X = x).

b) Si X est une variable aléatoire de densité fx, on a

x
pour tout z € R, Fx(z) = / fx(t)dt
—o0

donc, si fx est continue par morceaux, Fx est la primitive de fx nulle en —oo; et on a la dérivée
(Fx)'(z) = fx(x) pour tout = ot fx est continue.

Inversement, si Fix est continue sur R, et de classe C' par morceaux, alors X admet pour densité fx = F
(avec une valeur quelconque aux points ou Fx n’est pas dérivable).

2.2 Fonction génératrice (variables aléatoires entiéres)
Définition

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. La fonction génératrice de X est la fonction

GX Sl—>Gx( ZS”P

Notons tout de suite que Gx est au moins définie sur [—1,1], en effet c’est une série entiére et comme
Sooe o P(X =n) =1 converge, Gx (1) et Gx(—1) convergent absolument. Ainsi le rayon de convergence est
supérieur ou égal a 1.

Proposition

Gx caractérise la loi de X : si pour deux variables X et Y & valeurs dans N on a Gx(s) = Gy (s) pour tout
s €] —1,1], alors X et Y ont méme loi.

Démonstration: Comme le rayon de convergence de Gx et Gy est > 1, on peut dériver terme & terme sur | — 1,1[ (on
pourrait aussi appliquer le théoréme de dérivation pour le justifier) : pour tout s €] — 1,1[, pour tout k > 0,

e ! !
G (s Z (n—1)--(n—k+1)s" P(X:n):lc!P(X:k)—&—%sP(X:1)—|—%sP(X:2)+-~-

d’ott Ggp(()) = k! P(X = k) et de méme pour Y. Comme Gx et Gy sont égales sur | — 1,1], leurs dérivées successives en
0 sont les mémes d’ou, pour tout k, P(X = k) = P(Y = k), ce qui implique que X et Y ont méme loi (puisqu’elles sont
a valeurs dans N). [ ]

2.3 Fonction caractéristique (variables aléatoires a valeurs dans R?)
Définition
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R?. La fonction caractéristique de X est la fonction

Dy : Rd — C
t = Dx(t) = BletX],

ou - désigne le produit scalaire (ou le produit usuel si d =1).

Comme |e?*X| = 1 et E[1] = 1 < o0, la fonction ¢ + e'X est intégrable par rapport & P donc ®x est bien

définie sur RY, et vérifie d’ailleurs |®x ()| < 1 par inégalité triangulaire.
Si X a pour densité f, alors pour tout ¢t € R,

B () = / ¢t f(2)da

donc ®x est la (conjuguée de la) transformée de Fourier de f.
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Proposition

®x caractérise la loi de X : si pour deux variables X et Y a valeurs dans R? on a ®x (t) = ®y (t) pour tout
t € R, alors X et Y ont méme Ioi.

On peut donner quelques propriétés de ® x, qui s’obtiennent via les théorémes de continuité et dérivation sous
Iintégrale.

Proposition

] Soit X une variable aléatoire réelle.

a) La fonction ®x est continue sur R et ®x(0) = 1.

b) Si X est intégrable, alors ®x est de classe C! sur R et ®(0) = iE[X].

¢) De maniére générale, si E[|X|™] < oo, alors ®x est de classe C™ sur R et @gg”)(()) =4{mE[X™], d’ou le
développement limité

Xn + 0 (tm)-

3 Indépendance

3.1 Probabilité conditionnelle

Définition

Si A,B € A sont deux événements, avec P(B) > 0, la probabilité de A sachant B est
P(ANB)

PAIB) = =55

C’est la probabilité que A se réalise si on a I'information que B est réalisé.

On note que A — P(A|B) est une probabilité sur (Q2,.4) : c’est la mesure de densité % par rapport & P. On
peut donc considérer ’espérance par rapport & cette probabilité et elle est donnée, pour toute variable aléatoire
X positive (ou intégrable), par

E[X|B]=/QXdP(~|B):P(lB)/XleP:EE((EI;)B].

Proposition
Soit (By)1<n<n une suite (avec N € N ou N = o0) d’événements qui partitionne €, c¢’est-a-dire que

4 B.

1<n<N

Pour tout événement A, et toute variable aléatoire X positive ou intégrable,

N
a) (Formule des probabilités totales) P(A Z P(ANB,) Z P(A|B,)P(By)

N

et ZEX]_B :Z X|Bn YL)

P(A|B,,)P(B,)
Sty P(A|By)P(By)

b) (Formule de Bayes) pour tout 1 <n < N, P(B,|4)=

Démonstration: a) La premiére formule se déduit du fait que A = L—H(AﬂBnL et la deuxiéme vient de X =3 X1p, .
P(BnNA) _ P(A|Byn)P(Bn)
pP(A) P(A)

La formule de Bayes se déduit directement de P(B,|A) = et de a).
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3.2 Evénements indépendants
Définition
Deux événements A,B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

Si P(B) > 0, ceci revient donc a P(A|B) = P(A) : savoir que B est réalisé n’affecte pas la probabilité que A
soit réalisé ou non. Cela correspond bien au sens courant d’« indépendance ».
On généralise la définition :

Définition

Les événements Ay, ...,A, sont indépendants si, pour tous i1 < --- < i,

P(A;,Nn---NA;)=P(Ai) - P(A;,).

Autrement dit, par exemple, A,B,C sont indépendants si
P(AnNBNC) = P(A)P(B)P(C), P(ANB)= P(A)P(B), P(ANC)= P(A)P(C) et P(BNC)= P(B)P(C).

Attention, il ne suffit pas de vérifier la premiére égalité, ou les trois suivantes.

3.3 Variables aléatoires indépendantes

Définition

Les variables aléatoires X1,...,X,, a valeurs dans (F1,E1),...,(En,En) sont indépendantes si pour tous
Bl S 615"'7Bn € 6715

P{X, € B}N---N{X, €B,})=P(X, € By)---P(X, € By).

Intuitivement, X,...,X,, sont indépendantes si la connaissance de certaines d’entre elles n’apporte aucune in-
formation sur les autres : cela correspond encore & la notion intuitive d’« indépendance ».
La définition d’indépendance rappelle la mesure produit : on peut la réécrire sous la forme

Pix, . .x,)(B1x--xBy) = Px,(B1)--- Px,(Bn)
= Px, ®---® Px,(B1 X -+ X By).

On a ici noté P(x,, . x,) laloi du vecteur (X1,...,X,). Ceci nous donne le résultat suivant :
Théoréme
Les variables aléatoires X1, ...,X,, sont indépendantes si, et seulement si la loi du vecteur (X1,...,X,) est

le produit des lois de X1,...,X, :
Pix,,..,x,) = Px, @@ Px,.
On a alors, pour toutes fonctions f1,...,f, mesurables positives, ou intégrables,

Elf1(X1) - fu(Xn)] = E[/1(X0)] - E[fu(Xn)]-

Le second point est la traduction du théoréme de Fubini.
En particulier, si X et Y sont indépendantes et positives (ou intégrables), E[XY]| = E[X]E[Y].

Proposition
B Soit X1, ...,X,, des variables aléatoires réelles.

a) Si X1,...,X, sont de carré intégrables et indépendantes, alors

Var(X; + -+ X,,) = Var(X;) + - - - + Var(X,,).
b) Si Xy,...,X, sont a valeurs dans N et indépendantes, alors
pour tout s € [-1,1], Gx,+-+x,(8)=Gx,(s)---Gx, (s).
c) Si X1,...,X, sont indépendantes, alors
pour tout t € R, Dy, yoyx, (t)=Px, () - Px, (¢).
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Démonstration : On raisonne pour deux variables indépendantes X et Y.
a) On a E[X 4+ Y] = E[X] + E[Y] donc
Var(X +Y) = E[((X — E[X]) + (Y - E[Y]))Q]
= E[(X - E[X))*] +2E[(X — E[X])(Y — E[Y])] + E[(Y — E[Y])?]
= Var(X) + E[X — E[X]|E[Y — E[Y]] + Var(Y)
ot la derniére égalité utilise I'indépendance. Et E[X — E[X]] = F[X] — E[X] = 0, d’ou le résultat.

b) On a, pour tout s,
Gxiv(s) = E[s*T] = E[s*s"] = E[s*]|E[s"] = Gx(s)Gy (s).

¢) On a, pour tout ¢t € R,

Ox 4y (t) = B[] = B[ Y] = E[¢X]E[e"Y] = ®x 1)y (t).

Ces propriétés permettent de calculer la fonction génératrice (ou caractéristique) de la somme X + Y de deux
v.a. indépendantes a partir de celles de X et de Y, et donc d’en déduire la loi de X + Y.

Remarque. La définition d’indépendance de variables aléatoires peut aussi s’introduire en définissant l'indé-
pendance d’une famille de tribus, qui sera utile en Probabilités 2 :

Définition
Les tribus Ay, ...,A, C A sont indépendantes si, pour tous A; € Ay,..., A, € A,, ces événements sont
indépendants.
Les variables aléatoires X1, ...,X,, sont indépendantes si les tribus engendrées o(X1),...,0(X,) le sont.

On donne deux fagons générales d’obtenir de nouvelles variables aléatoires indépendantes & partir d’une premiére
famille de variables indépendantes :

Propriétés
Soit X1, ...,X,, des variables aléatoires indépendantes.
a) Pour toutes fonctions mesurables fi1,...,fn, les variables aléatoires f1(X1),...,fn(Xn) sont indépen-
dantes.

b) (« Indépendance par paquets ») Pour tous 1 <i; < ... < i < n, les variables aléatoires
(Xl, e 7Xi1)7(Xi1+17 e 7)(1'2), e ,(Xik_1+1, N 7X7,k)

sont indépendantes.

En combinant a) et b), ceci montre que si on regroupe Xi,...,X, en paquets disjoints, ces paquets sont
indépendants, et donc toutes les familles de v.a. définies comme fonctions qui dépendent de paquets disjoints
sont indépendantes : si X,Y,Z,T sont indépendantes et & valeurs réelles, alors X + Z et YT sont indépendantes,
de méme que %, Y? et \/@7 par exemple.

Indépendance d’une famille infinie. On dit qu'une famille infinie d’événements, de variables aléatoires ou
de tribus, est indépendante si toute sous-famille finie est indépendante.
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4 Lois classiques

Lois discrétes

e Si E est un ensemble, et x € E, la loi de Dirac en z est la loi d’une variable aléatoire X & valeurs dans E
telle que

On dit que X est constante (p.s.). Ce n’est donc pas une variable « aléatoire » mais plutot « déterministe ».
e Si F est un ensemble fini, de cardinal n, la loi uniforme sur F est la loi d’une variable aléatoire X a valeurs
dans F telle que

pour tout x € E, PX=x)=

e La loi de Bernoulli de paramétre p € [0,1] est la loi (notée B(p)) d’une variable aléatoire X a valeurs dans
{0,1} telle que

P(X =1)=np, P(X=0)=1-p.
On interprete X comme le résultat du lancer d’une piéce biaisée ayant probabilité p de tomber sur pile.

e La loi binomiale de paramétres n € N et p € [0,1] est la loi (notée B(n,p)) d’une variable aléatoire X a
valeurs dans {0,1,...,n} telle que

pour k=0,...,n, P(X=k)= (Z)pk(l —p)" "

On interpréte X comme le nombre de piles obtenus en n lancers indépendants de la piéce précédente. Ceci résulte
de la proposition suivante.
Proposition

Soit n € N et p € [0,1]. Si Xy,...,X,, sont des variables aléatoires indépendantes, de loi B(p), alors leur
somme

S=X1+4+--+X,
suit la loi binomiale de paramétres n et p.

e La loi géométrique de paramétre p €]0,1] est la loi (notée G(p)) d’une variable aléatoire X a valeurs dans
N* telle que

pour tout k € N*, P(X =k)=(1-p)*'p.

On interprete X comme linstant ot [’on obtient pile pour la premiere fois dans une suite de lancers indépendants
de la piéce précédente. Ceci résulte de la proposition suivante.

Proposition

Soit p €]0,1]. Si X1,Xo,... est une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi B(p), alors la variable
aléatoire
N =min{n > 1| X, =1}

suit la loi géométrique de paramétre p.

e La loi de Poisson de paramétre \ €]0, + oo| est la loi (notée P(A)) d’une variable aléatoire X a valeurs
dans N telle que

)\k
pour tout k € N, P(X=k)= e_/\ﬁ.

On interpréte X comme un nombre d’événements « rares » qui se produisent parmi une « longue » suite de
tirages indépendants. Un énoncé plus précis est le suivant.

Proposition

Soit (pp)n>1 une suite de réels dans [0,1] telle que np, — X > 0. Si, pour tout n, S, suit la loi binomiale
- n

de paramétres n et p,, alors

)\k
— —A
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Lois continues

e La loi uniforme sur [a,b] (o a < b) est la loi (notée U([a,b])) de densité

(Si X suit la loi uniforme sur [a,b], alors X € [a,b] p.s.)
e La loi exponentielle de paramétre sur A €]0, + oo est la loi (notée £(N)) de densité

flz) = )\e*)“"”lg+ (z).

(Si X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0, alors X > 0 p.s.)
e La loi normale (ou gaussienne) de moyenne m € R et de variance o2 €]0, + oo| est la loi (notée
N(m,0?)) de densité

J@) = s

L’appellation est justifiée en vérifiant que m est la moyenne et o2 la variance de cette loi. La loi N'(0,1), appelée
2
-7

loi normal ndar n r densité ——
oi normale standard, a donc pour de steme

5 Compléments sur les vecteurs aléatoires

Une variable aléatoire X & valeurs dans R? est parfois appelée vecteur aléatoire. Si on note X = (Xi,...,Xq)
ses composantes, alors X7,...,Xy sont des variables aléatoires réelles appelées les marginales de X. Leurs lois
sont les lois marginales de la loi de X. Inversement, la loi de X est la loi jointe de X7, ...,Xy.

Attention, il ne suffit pas de connaitre les lois marginales pour connaitre la loi de X.
On s’intéresse au cas des variables & densité.

Proposition
Soit X = (X1,...,X4) une variable aléatoires & valeurs dans R? de densité la fonction f. Alors X1,...,Xq4
ont aussi des densités f1,...,fq données, pour i =1,...,d, par
fi e d fz(xz) = f(l‘h e ,xd)d:vl e dxi—ldxi-&-l e dl’d.
Rd—1

Par exemple, si (X,Y) dans R? a pour densité f(x,v), alors X et Y ont pour densités

Ix iz fx(z) = /Rf(X,Y)(xuy)dy et fyiye= fy(y) = /Rf(X,Y)(%y)dxo

L’indépendance entre les marginales se voit par le fait que la densité est un produit de fonctions ne dépendant

que d’une variable : il résulte directement de la proposition sur la mesure produit de mesures a densité (p.

que

Proposition

Soit X1, ...,Xq des variables aléatoires réelles.

a) Si, pouri=1,...,d, X; a pour densité f;, et X1,...,X, sont indépendantes, alors la loi de (X1, ...,X4)
a pour densité la fonction

[z, ..xq) = fi(z1) - fa(za).

b) Inversement si la loi de (X1, ...,X,) a une densité qui s’écrit sous la forme

flx1, . zn) = g1(21) -+ - ga(za),

alors X1, ...,Xy sont indépendantes, et pour ¢ = 1,...,d, la densité de X; est proportionnelle a g;, et est

donc
1

firx— filx) = ———gi(x).
/Rgz-(y)dy
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Image par un C!-difféomorphisme. Si X = (X,...,Xy) a pour densité f, et si presque stirement X € U,
ot U est un ouvert de R?, alors pour tout C!-difféomorphisme ¢ : U — V (ot V est un ouvert de R?) la variable
aléatoire (Y1,...,Yy) = o(X1,...,X4) admet une densité. C’est une conséquence du théoréme de changement de
variable. On calcule la densité en suivant le schéma suivant : pour toute fonction mesurable positive g : R — R,

Elg(Y1,....Ya)] = Elg(e(X1,....Xq))] = /g((p(ail,...,xd))dP(Xl’v___’Xd)(xl,...,xd)
:/Ug(w(xl,...,xd))f(xl,,..,xd)dxl...dxd
:/Vg(yl,...,yd)f(w—l(yl,...,yd))uw(yl,...,yd)|dy1...dyd

al’aide du théoréme de changement de variable. La derniére expression est aussi E[g(Z1,...,Z4)] ou (Z1,...,Z4)
a pour densité

W1 ya) = Fle - wa)| -1 (w1, - - ya)l

(c’est bien une densité : cette fonction est positive, et on voit que son intégrale vaut 1 en prenant g = 1 ci-dessus).
Comme légalité Elg(Y1,...,Yq)] = Elg(Z1,...,Z4)] vaut pour toute fonction mesurable positive g, on en déduit
que (Y1,...,Yy) et (Z1,...,Z4) ont méme loi, donc la fonction ci-dessus est aussi la densité de (Y7,...,Yy).

La formule n’est pas a retenir, il vaut mieux faire le calcul a chaque fois (ce qui réduit le risque d’erreur).
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2. SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES

Au terme du chapitre précédent, on dispose de toutes les notions fondamentales pour définir et étudier des
questions de probabilités. L’objectif de ce chapitre est maintenant d’en faire usage pour aboutir aux deux
principaux théorémes de la théorie des probabilités : la loi des grands nombres et le théoréme central limite.

Ces deux résultats portent sur le comportement asymptotique de suites de variables aléatoires. On commence
donc par introduire divers outils et définitions, notamment des notions de convergence pour les suites de variables
aléatoires, dont I'intérét va bien au-deld des théorémes qui sont le but principal de ce chapitre.

Dans tout ce chapitre, (€2,.4,P) est un espace de probabilités.

1 Suites d’événements : deux outils

1.1 Intersection dénombrable d’événements presque sturs

Lemme
Si (A;)ier est une famille d’événements presque siirs, c’est-a-dire que P(A;) = 1 pour tout i € I, et si I est
dénombrable, alors (., A; est presque sir.

Démonstration: En effet le complémentaire de [, A; est |J;c;(4:)° et, comme I est dénombrable,

P( U(Ai)“) <D P(A)) =0.

i€l iel

Ainsi, une intersection dénombrable d’événements presque strs est presque siire. Ceci peut se voir comme un
échange de quantificateurs : si, pour tout i € I, p.s. A; a lieu, et que I est dénombrable, alors p.s., pour tout
i€, A; alieu.

1.2 Lemme de Borel-Cantelli

Considérons une suite (Ay),>0 d’événements. On définit & partir de ceux-ci deux nouveaux événements : la
limite supérieure de la suite (4,)n>0

limsup A4,, = ﬂ U Ay, = {il existe une infinité d’indices n tels que A,, se réalise}
n n>0k>n

et la limite inférieure de la suite (A4,)n>0

liminf A,, = U ﬂ Ay, = {a partir d’un certain rang, A, se réalise}.
n
n>0k>n

On peut noter que (limsup,, A,)¢ = liminf, (A,)¢, ou encore (pour faire le lien avec les notions de limites
supérieure et inférieure pour les suites de réels) que lymsup, 4, = limsup,, 14, et Limins, 4, = liminf, 14, .

n

Théoréme (Lemme de Borel-Cantelli)

Soit (Ap)n>0 une suite d’événements.
a) On suppose que Z P(A,) < o0. Alors

n>0

P(limsup 4,,) = 0.

b) On suppose que les événements (A,), sont indépendants et que Z P(A,,) = oco. Alors
n>0

P(limsup 4,,) = 1.
n
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Démonstration: a) On note N le nombre d’événements de la suite (An)n qui se réalisent : c’est la variable aléatoire
N = Z 1a,.
n>0
Par le théoréme de convergence monotone pour les séries positives,

E[N] =) E[la,] =) P(An),
n>0 n>0
donc si ), P(An) < 00, alors E[N] < 0o, d’ou N < oo p.s., comme annoncé car P(limsup, A) = P(N = 00).
b) Montrons d’abord une propriété utile :

Lemme

Pour toute suite (An)n>0 d’événements indépendants, P( ﬂ An) = H P(Ay).

n>0 n>0

Démonstration: Pour tout N, on note By = Ag N ---N An. Alors la suite (By)n est décroissante, donc
lim| P(Bny) =P B =P Ay .
mip) = P(Qav) = P(Na0)
Or, vu l'indépendance, P(By) = P(Ao) -+ P(An), qui converge vers [], -, P(Ax), d’ott le lemme.

On suppose les (A, ), indépendants, et >~ P(A,) =o00. On a

P(limnsupAn) = P(QU Ak> = lirin( U Ak).

n k>n k>n

Or, pour tout n, en utilisant le lemme (pour la suite (Af)»),

P(U ) =1-r( Qo) =1- I P =1 I (- PGaw)

k>n k>n k>n

et, par l'inégalité 1 —z < e, on a

0< J] (1 P(An) < [ e "™ = = Zrzn P8 =
k>n k>n

car la série diverge, d’oll P(Uk‘Zn Ag) = 1. Et donc P(limsup,, A») = 1, comme annoncé.

2 Loi d’une suite de variables aléatoires

Si X1, Xo,... sont des variables aléatoires réelles alors, on l'a vu, pour tout d > 1, (X1,Xs,...,X4) est une
variable aléatoire & valeurs dans R? (dont la loi décrit notamment les corrélations possibles entre X, ...,Xg).
Pour voir (X,,),>0 comme une « suite aléatoire », il faut munir l'espace E = RN des suites réelles d’une tribu
adaptée.

Définition

La tribu produit infini, aussi appelée tribu cylindrique, sur E = RN est la tribu

B=BR)®N =¢(C)

ou C est I'ensemble des « cylindres », c’est-a-dire des événements qui ne dépendent que d’un nombre fini de
coordonnées :
C=|J{Box x By xRY|By,....B, € BR)}.

n>0

On peut vérifier alors que (X,,)n>0 est une variable aléatoire & valeurs dans (E,B) si et seulement si, pour tout
n > 0, X,, est une variable aléatoire réelle.

En conséquence de la définition de B, pour décrire la loi de la suite (X,,)n>0, il suffit de donner la loi de
(Xo,...,X,) pour tout n > 0. En particulier, si la suite (X,),>0 est indépendante, alors (par définition) les
variables aléatoires Xp,...,X, sont indépendantes pour tout n, donc la loi du vecteur (Xo,...,X,,) est la loi
produit des lois de Xj,..., de X,,, de sorte que la loi de la suite (X,,),>0 ne dépend que des lois de X7, de X3,
etc. ; c’est la loi « produit infini » de ces lois.

Notons que l'on n’a pas justifié rigoureusement ’existence de cette loi produit infini, et donc de suites de
variables aléatoires indépendantes ayant des lois prescrites. Faisons-le dans le cas particulier important d’une
suite de tirages a pile ou face équilibrés (ce cas permettrait d’ailleurs d’obtenir un cas plus général).
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Proposition

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. On note X1,Xs, ... les chiffres (bits) de son dévelop-
pement en base 2 : X; € {0,1} et
& X,
UZO,.XlXQ"': 27 (*)
n=1

(Autrement dit, X,, = |2"U| — 22"~ 1U|). Alors les variables aléatoires X,,, n > 1, sont indépendantes et
suivent toutes la loi B(1/2).
Inversement, pour une telle suite (X,,)n>1, la variable aléatoire U définie par suit la loi uniforme sur [0,1].

Démonstration: Soit N € N*. Pour tous 1,...,en € {0,1}, on a
P(Xi=¢e1,....Xn =en) = P(U € [zx+277V]),

oux = 25:1 en2” ™. Cette probabilité vaut donc f[z o2 N 1p,q)(t)dt = 2N En sommant sur les 2V 7! choix possibles
de €1,...,en—1, on obtient, pour ex € {0,1},

P(XN :EN) = 2N_12_N = %,

ce qui montre que Xy suit la loi de Bernoulli de paramétre 1/2. Par le méme argument, il en va de méme de Xi,...,Xn_1.
On a donc, pour tous 1,...,en € {0,1},

P(Xi=¢1,....Xn=en) =2 " =P(X1 =¢1)--- P(Xn = ¢en),

ce qui montre que X1, ...,Xn sont indépendantes. Ceci est vrai pour tout N, d’ou la conclusion.

La seconde partie résulte de la premiére vu que U s’exprime en fonction de la suite (X,), dont on a décrit la loi.

Signalons l'abréviation courante suivante : « (X,),>0 est une suite de v.a. i.i.d. » signifie que (X,,),>0 est une
suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (c’est-a-dire qu’elles suivent toutes la
méme loi).

3 Convergence d’une suite de variables aléatoires

Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires réelles, et X une variable aléatoire réelle.
Les définitions suivantes s’étendent aisément au cas de vecteurs aléatoires.

3.1 Convergence en probabilité
Définition
La suite (X,)n>0 converge vers X en probabilité, ce que I'on note aussi X,, ﬂ X, si
- n

pour tout § > 0, P(|X, — X|>¢6) — 0.

Notons que la limite est unique (& égalité presque sire preés) :

Propriété

Si X, P X et Xn @), X', alors X = X' p.s..

Donnons un exemple fondamental, qui illustre également 1'utilisation de I'inégalité de Tchébychev.

Proposition (Loi faible des grands nombres L?)

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, de carré intégrable (c’est-a-dire
que E[(X1)?] < 00). On a
X1+ + X,
At A O gy,
n n
NB. Comme les variables aléatoires X1,Xo, ..., ont méme loi, elles ont méme espérance : E[X;] = E[X3] =+,
et de méme E[(X;)?] = E[(X2)?] ="
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Démonstration: Notons X, = %(Xl + .-+ X,). Cette variable aléatoire vérifie

BIX,] = - (BIX:] + -+ BIXa]) = ~(B[Xa] + - + B[Xa)) = B[Xi]
et
Var(X,) = % Var(X1+ -+ X,) = %(Var(Xl) + -+ + Var(X,))
car Xi,...,X, sont indépendantes,
1
= E(Var(Xl) + -+ Var(X1))
car Xi,...,X, ont méme loi,
_ Var(X1)
n

Soit & > 0. L’inégalité de Tchébychev fournit donc ici

Var(X,) _ Var(X;)
E T PR

P(|X0 = BIX1]| > 8) = P(|X, - B[X,]| > 8) <

C’est le résultat annoncé.

Supposons que (X, ),>0 est une suite de v.a. i.i.d. de loi B(1/2) (c’est-a-dire une suite de tirages a pile ou face
indépendants, équilibrés). Alors X; est bornée, donc de carré intégrable, et la proposition donne

X+ + Xy ®), pix,) = 1

n n 2
Or les X; valent 0 ou 1, donc X7 + --- 4+ X, est aussi le nombre d’indices entre 1 et n pour lesquels X; = 1,
de sorte que F1+4Xn et la proportion de tirages parmi Xi,...,X, qui valent 1 (ou encore le nombre de
« piles »). On a donc obtenu que quand le nombre de tirages tend vers +oco, la probabilité que la proportion de
piles s’écarte de 1/2 de plus que § converge vers 0. C’est une premiére forme de la loi des grands nombres, dite
faible car la convergence a lieu en probabilité. Elle n’assure cependant pas que, pour chaque suite de tirages, on

observe une convergence des proportions vers 1/2; ce serait une « convergence presque stre ».

3.2 Convergence presque stire

Ce qui suit n’est pas une définition a proprement parler mais plutét une redite ; on U’écrit ainsi pour la mettre
en parallele avec les autres modes de convergence.

Définition

La suite (X,,)n>0 converge vers X presque siirement, noté X,, — X p.s., si, presque stirement, (X, )n>o0
> " >

converge vers X, c’est-a-dire si
P(Xn — X ) =1.
n

Autrement dit (X,,),>0 converge vers X p.s. s'il existe un événement Q' C Q tel que P(Q)') = 1 et, pour toute
réalisation w € €', la suite réelle (X, (w))n>o converge vers X (w).

Proposition

a) Si X, — X p.s., alors X,, ﬂ X.

b) X, — X p.s. si, et seulement si, pour tout 6 > 0, P(limsup,{|X,, — X| > ¢}) = 0. En particulier, si
> P(IX, — X[ > 6) < o0
n>0

pour tout § > 0, alors X,, — X p.s.
n

c) Si X, ﬂ X, alors il existe une sous-suite (X)), qui converge vers X p.s..
n
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Démonstration: a) On suppose X;, — X p.s.. Soit § > 0. Vu la convergence, on a presque strement | X, — X| < ¢
n

pour n grand, et donc I’événement contraire, « pour tout n, il existe k > n tel que | X — X| > ¢ », est négligeable :
0= P(Vn,3k > n, | Xi — X| > §) =lim| P(Ik > n, | Xk — X| > 9)

Or P(3k > n, | Xk — X| > d) > P(|Xn — X| > 6), donc cette derniére probabilité converge vers 0.
b) On a X, /4 X si, et seulement si, il existe N € N tel que, pour une infinité de n, | X, — X| > % Autrement dit,

1-PX,—>X)=P lim sup{| X, — X >l = lim? P(lim sup{| X, — X >i .
N N
N n N n

L’équivalence b) en résulte rapidement. Le cas particulier est une conséquence des lemmes de la section

¢) Si X,, — X en probabilité, on peut construire la suite ¢ (k) par récurrence de telle sorte que, pour tout k, p(k+1) > (k)
et

1 _
P(|X¢(k+1) ~X|> m) < 9~ tD),

Alors, pour tout § > 0,

1
P(|Xpm — X|>0) <6 '+ P X = X|>8) <6+ S P Xum = X|> ) <61+ 27F < 0,
Xk: ([ Xpm — X[ >9) < k§l ([ Xpm — X[ >0) < Xk: (I Xew = XI> 7)< zk: 0o

donc le b) s’applique & la suite (X, (x))x, qui converge donc p.s. vers X.

Théoréme (Loi forte des grands nombres)

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, intégrables (c’est-a-dire que
E[|X1]] < ). On a

Xi4 -+ X,
Mt pixy ps.
n n

Démonstration: Dans le cas particulier ou les variables sont dans L* (c’est-a-dire E[(X1)?] < o0), qui couvre le
cas borné (tirages a pile-ou-face, sondages...), on peut donner une preuve trés courte qui s’apparente a celle de la loi
faible des grands nombres L?. Notons S, = X1 + --- + X,,. On peut supposer E[X4] = 0 (car ensuite, on peut écrire
Xn = (Xn — E[X1]) + E[X1] pour 8’y ramener). En développant puis en regroupant les termes, et en notant X = Xy,

E[(S,)"Y] = E{ > X,-XijXl} = Y E[XiX;XpX|]
1<i4,5,k,1<n 1<i4,5,k,l<n
= nE[X"] +4n(n — 1)E[X]E[X®] + 6n(n — 1)(n — 2) E[X]?E[X?] 4+ 3n(n — 1)E[X?)*> + n(n — 1)(n — 2)(n — 3)E[X]"
=nE[X"] +3n(n - 1)E[X?*]? ~ 3n°E[X?)]?
n—o0
[N 2o g Sn 4 _ E[(Sn)4] A Sn 4
d’ou (par le TCM pour les séries positives), E{; (?) } = z;l — i < 00, et par conséquent » (7) < 00

4
p-s., donc le terme général (S;L"‘L) tend vers 0 p.s., et en particulier STZ‘

— 0 p.s., ce que l'on voulait démontrer.

Pour des tirages a pile ou face, ce résultat traduit 'observation : pour (presque) toute suite de tirages, la
proportion de piles converge vers 1/2. Plus généralement, si la probabilité de pile est p, la proportion de piles
converge vers p. Ceci justifie I'interprétation de la probabilité P(A) a posteriori comme fréquence d’occurrence
de I'événement A si on répeéte 'expérience de fagon indépendante un grand nombre de fois.

3.3 Convergences L! et L?

En tant que fonctions mesurables, on peut définir pour les variables aléatoires les normes L' et L? et donc les
convergences associées :

Définition
La suite (X,,)n>0 de variables aléatoires L' converge vers X dans L' si || X,, — X||1 — 0, c’est-a-dire si
- n
E[|X, - X|] — 0.
n
La suite (X,,)n>0 de variables aléatoires L? converge vers X dans L? si | X, — X|2 — 0, c’est-a-dire si
- n

E[|X, - X)] — 0.

L’inégalité de Markov donne la proposition suivante.
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Proposition

SanL—p>X (oup=1ou2), a]oran@)X.

Démonstration: En effet, pour tout > 0,

Bl|X, - XP] _

P(Xo = X| > 8) = P([X, = X[ > ") < =20

En revanche, aucune implication n’existe en général entre convergence presque stire et convergence L' ou
convergence L?. On a par contre la propriété suivante qui résulte directement du théoréme de convergence
dominée :

Proposition

1

a) Si X, — X ps., et si | X,| < Z pour tout n, ou E[Z] < oo, alors X, L, X,
2

b) Si X,, — X p.s., et si | X,,| < Z pour tout n, oit E[Z?] < o0, alors X, X

Par ailleurs, la convergence L? implique la convergence L' :

Proposition

. L? L
Si X, — X, alors X,, — X.

Démonstration: Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les variables | X, — X]| et 1,
1Xn = X1 = Bl Xa — X[} < E[[ X0 = XP]V2E[1]"? = | X0 — X|2,

d’otl le résultat.

4 Convergence en loi
4.1 Définition et propriétés
Définition

La suite (X,)n>0 converge vers X en loi, noté X, ai; X, si, pour toute fonction continue bornée
- n
v :R=R, Elp(X,)] — E[p(X)].

Une remarque essentielle est que la variable aléatoire X pourrait étre remplacée par n’importe quelle variable
aléatoire ayant la méme loi : la variable aléatoire limite n’est pas unique, mais sa loi est unique. C’est pourquoi

on peut aussi dire que X,, converge en loi vers la loi u, noté X, —; wsi Xy, —2 X ou X suit la loi u.

De plus, on note que cette convergence ne dépend que de la loi de X, pour chaque n et non pas de la loi jointe
de (Xp)n>o : il s’agit en fait de la convergence de la loi de X, vers la loi de X. En cela, cette convergence est
relativement différente des précédentes.

On dispose de nombreuses maniéres souvent plus pratiques de démontrer une convergence en loi.

Théoréme
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) (Xn)n converge vers X en loi.

(ii) pour toute fonction ¢ : R — R continue bornée, E[p(X,,)] — Elp(X)].
(iii) pour toute fonction ¢ : R — R continue a support compact, E[p(X,,)] — E[p(X)].

(iv) en tout point t € R ou la fonction de répartition Fx est continue (c’est-a-dire que P(X =t) =0),

FXn(t) T) Fx(t).

(v) pour tout réel t, ®x, (t) — Px(t). (L’équivalence de (v) avec (i) est appelée le théoréme de Lévy)

44



Le point (iv) s’avére notamment utile quand X, est définie comme min ou max de v.a. indépendantes.
Le point (v) s’avére notamment utile quand X, est définie comme somme de v.a. indépendantes.

La convergence en loi est plus faible que toutes les autres, en effet :

Proposition

a) Si X, P5 X alors X, "% X

loi
b) Dans le cas ou X est constante égale a c€ R, X, ﬂ) c équivaut a X, (ig c.
n

n

On peut signaler des cas particuliers importants :

Proposition
. N (loi . .
a) Siles v.a. X,, sont a valeurs dans Z, alors X,, X si, et seulement si, pour tout x € Z,
n

P(X, =z) — P(X =uz).

n

b) Si, pour tout n, la v.a. X,, a une densité fx,, et si fx, (r) — fx(z) pour presque tout x € R, ou fx
n

est la densité d’une variable aléatoire X, alors

x, U x.

Attention, convergence en loi n’équivaut pas & convergence des densités !

NB. Par le point a), la propriété citée lors de la définition de la loi de Poisson peut se voir comme une

convergence en loi : si X, suit la loi B(n,p,) ou np, — A > 0, alors X, (li; PA).

Le schéma suivant résume les implications entre les modes de convergence :

Xn?XpS >)(n(—p)>)( —>Xn(li;X
~
12 o1 / si X est constante
X, Bxb—slx, B x
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4.2 Théoréme central limite
On rappelle que la loi normale A (m,0?), de moyenne m et de variance o2, a pour fonction caractéristique
Dt eitm—t2<72/2.

En particulier, la loi A'(0,1) a pour fonction caractéristique ¢ — et/2,

Théoréme (Théoréme central limite)

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, de carré intégrable. On note
m = E[X1] et 02 = Var(X;). On a

X+ + X, - i
1+t nm (IL;N(()’O_Q).
\/7’7; n

NB. Le cas particulier 02 = 0 correspond au cas ot presque stirement X,, = m (variables “aléatoires” constantes)
et est donc sans intérét (on pose N'(0,0) = dp). On suppose dorénavant o > 0.
Signalons une autre écriture de cet énoncé :

X1+ + X, ;
vn (1 toe A m) (ol N(0,0%).
n n
De plus, si Z suit la loi N'(0,1) alors ¢ Z suit la loi N'(0,0%), de sorte que I’on peut aussi écrire ces énoncés sous

la forme
Xiteot Xommm o gy ﬁ(w_m)@fv(m)
n ’ g " o

no? n

Ceci montre que I’« erreur » dans la loi des grands nombres est de 'ordre de ﬁ et qu’elle est approximativement
distribuée selon une loi normale.
On peut aussi en donner une expression plus élémentaire, a 'aide de I’équivalence (iv) précédente :

X o4+ X, — b 2 dt
pour tous a < b, P(ag 1+t 2n nmgb) —>/ et
Vno? o J Vam

(NB : on peut appliquer (iv) en tout t € R car la loi limite est continue).

Démonstration: On utilise 'équivalence (v) du théoréme. Remarquons d’abord que, quitte a remplacer X, par X,, —
E[X,], on peut supposer que m = FE[X,] = 0. On a, pour tout n,

Xt Xn it X1 itXn
<I>x1+-..+xn(t)=E e vn =Fle v»...e Vn
—vm
it X1 itXn PRSI
=F|le vn|.--Ele vn| =FE|e v»
car Xi,...,X, sont indépendantes et de méme loi, d’oul
t n
[ vk xn (1) =@ — ) .
x1+ﬁ+x (t) X1 <\/ﬁ>

Rappelons-nous maintenant (voir section [2.3) que, si E[(X1)?] < 0o, alors ®x, a un développement limité a ’ordre 2 en
0 donné par

t?0?
2

B, (t) =14 itE[X,] — gE[(Xl)Q} +o(t?) =1 +o(t?%)

(vu que E[X;] = 0). Comme ﬁ —n 0, on a donc, pour tout réel ¢,

t t*o® 1
P — | =1- n{\ — |,
= (%)== ()
et par suite

t?0? 1\\" t202 1 1252
[0 =(1- n | — = 1 1— n | — = — n (1 ,
A ®) ( o ¢ (")) P (n n( m ¢ <">>> eXP( 2 e ( ))

autrement dit

t?o0?
<I>x1+%+xn (t) — exp <— 3 ) =dz(t),
ot Z suit la loi N(0,02). Vu I'équivalence (v), il en résulte que L\/{XTL converge en loi vers Z, ce que 'on voulait

démontrer. |
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