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Les notions clés

Espace mesuré (E, A, u).
@ E ensemble
@ A tribu sur E : ensemble de sous-ensembles de E tel que

@ Ve A@EtEc A)
@ siAc A alorsA° = E\ A € A;
@ siA, € Apourtoutn € N, alors |J, A, € A (et 4, € A).

@ 1 mesure sur A : fonction A — [0, oo] telle que

Q@ u© =0

@ siA, € Apourtoutn € N, etA, N A, = () pour tous n # m, alors

u( () An) =" pAn).

neN neN
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Les notions clés

Espace mesuré (E, A, u).
@ E ensemble
@ A tribu sur E : ensemble de sous-ensembles de E tel que

@ 0 AtEc A);
@ siAc A alorsA° = E\ A € A;
@ siA, € Apourtoutn € N, alors |J, A, € A (et 4, € A).

@ 1 mesure sur A : fonction A — [0, oo] telle que
Q wo)=0
@ siA, € Apourtoutn € N, etA, N A, = () pour tous n # m, alors
u( (o) An) =" u(An).
neN neN
Exemples :

® A=P(E),etp=20,0up=) ad,, aveca, > 0,x, € E (cas ‘discret’)
neN

@ A = B(RY), et par exemple

o u= Za"@”, n(A) = Z ay

neN n€N:xy €EA
o 1 = A\g (mesure de Lebesgue sur RY), A1(= A), A2, A3 : longueur, aire volume
@ u = (Aa)|x (Mesure de Lebesgue sur R? restreinte & K) : (M) |k (A) = Ma(ANK),
o p=f A= f(x)dra(x) = f(x)dx (mesure de densité f, ou f(x) > 0 pour toutx € RY),
p) = [ rari = [Leor@a
A
@ un mélange comme p = apdp + f(x)dx, Ou ...
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Lintégrale par rapport a une mesure

(E, A, ) espace mesuré, f : E — R (mesurable). On peut définir /fdu dans 2 cas :

@ sif est positive (méme & valeurs dans [0, o)) ; dans ce cas /fd;t € [0, 0]

@ sif estintégrable par rapport & ., c’est-a-dire que [|f|dp < oc.
Dans le cas positif, la définition se déduit du cas des fonctions indicatrices :

Pour A € A, /mu — L(A), J

Par linéarité, on définit I'intégrale des fonctions étagées f = > _ ayla, (avec a; > 0¥, ou

i=1

/fdp = Z aip(Ay).
“ i=1

Par limite croissante, on définit I'intégrale des fonctions f positives :

1(A;) < oo Vi):

/fd,u, = lim? /f,l dp € [0, 00], ou, pourtoutn € N, f, est étagée > 0, et Vx € E, lim? f,(x) = f(x)

Par différence entre parties positive et négative, on en déduit la définition quand f est intégrable :

[ran= [ i [r-auex.
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Intégrale discrete, intégrale de Riemann

Intégrale par rapport a une mesure discréte

Ona

[ras. =,

Plus généralement, pour . = ZneN 0y,

a condition que f > 0 ou que f soit intégrable par rapport a  (c.-a-d. que Z alf(x)| < o0)
neN

| A\

Intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue

Pour f : I — R continue par morceaux (ou Riemann-intégrable),

/1 fdx = /1 F(x)dx

lorsque I = [a, b], et cela reste vrai pour I =|a, b[ avec a, b € R lorsque on suppose de plus que

f >0, ou que f est intégrable sur |a, b[ (c’est-a-dire que / [f(x)]dx < o0).
Ja,b
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Théoremes de convergence

Théoréme de convergence monotone

Soit (f,) une suite croissante de fonctions mesurables, de E dans [0, co]. On a

/limTfn dp = limT/f,,dp,.

4

Théoréme de convergence dominée

Soit (f,). une suite de fonctions mesurables, de E dans R. On suppose que
@ pour presque tout x € E, f,(x) converge quand n — oo;

@ pour presque toutx € E, pourtoutn € N, [f,(x)| < ¢(x), ou /ga(x)du(x) < oo.

/limfn du:lim/f,,d,u,.
n n

Alors
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Espace produit

Soit (E, &, u) et (F, F, v) deux espaces mesurés.

On peut définir (E X F, € ® F, u ® v) de telle sorte que, pour tous A € € et B € F,
AXBeE®F et (u®v)(AXB)=pu(A)v(B)
On a méme une formule générale :siC € £ ® F,

(1 ®v)(C) = / V(C)dp(x) = / w(C)dv ()

ou,pourx € E,Cy = {y € F| (x,y) € C}etpoury € F,C* = {x € E| (x,y) € C} sont les
“tranches” de C.
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Espace produit

Soit (E, £, u) et (F, F, v) deux espaces mesurés.

On peut définir (E X F, € ® F, u ® v) de telle sorte que, pour tous A € £ et B € F,
AXBEE®F et (k®v)(A X B) = p(A)v(B)
On a méme une formule générale : si C € £ ® F,

(1 ®1)(C) = / V(C)dp(x) = / (€Y (y)

ou,pourx € E,Cy = {y € F|(x,y) € C}etpoury € F,C" = {x € E| (x,y) € C} sont les
“tranches” de C.

La formule correspond exactement au cas f = 1¢ du théoréme suivant :

Théorémes de Fubini

Pourf : E x F — R mesurable, on a

/Exp.fd(u®V):/(/f(x7y)dV 0)ane) = [ ( [ rnante))av)

si f > 0 (Fubini-Tonelli), ou si f est intégrable par rapport a 4 ® v (Fubini-Lebesgue), c’est-a-dire si

[([reian )aw <o o [([remiu )ao) <.

Exemple : B(RY) @ B(RY ) = BR™'), A, ® Ay = ), +a/» 6t le théoréme de Fubini est valide
avec “dx” (C'est-a-dire d\,(x))) au lieu de “dp(x)” et “dv(x)”
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Mesure image, théoréme de transfert

Soit (E, £, u) un espace mesuré, (F, F) un espace mesurable, et ¢ : E — F.

On définit la mesure . sur F par
pourtout B € F,  (pup)(B) = u(go*l(B)). J

La formule correspond exactement au cas f = 1¢ du théoréme suivant :

Théoréme de transfert

Pour f : E — R mesurable, on a

/ Flp()) dps(x) = / FO)( i) 0)

sif > 0, ou sif o ¢ estintégrable par rapport a p, ¢’est-a-dire si

/F (0 ()] dua(x) = / FO)d(pniz) 0) < oo
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Changement de variable affine, dans R¢

Soit M : R? — R? une application linéaire (ou affine). Pour B € B(R?),
Aa(M(B)) = |det M|Aa(B).

1
Autrement dit, la mesure image de A\, par M est mkd, lorsque M est inversible.
€

En particulier, A\, est invariante par les rotations et symétries orthogonales (M’ M = I donc
detM = +1)

Pour B = [0, 1]¢, M(B) est le parallélotope engendré par les vecteurs colonnes de M : M envoie le
cube engendré par ey, . . . , e, sur le parallélotope engendré par M(e;), ..., M(eq) .

On a donc, pour toute fonction /' : D — R mesurable,

1
/U F(Mx)dx = /D 70) rqaea

1 .
= m[)f()’)dy7

a condition d’avoir f > 0, ou que f soit intégrable sur D.
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Changement de variable différentiable, dans R

Quelle est la mesure image de )\, par une application non linéaire ¢ : R — R?, injective ? J

Soity € RY. Prés de x = ¢! (y), si ¢ est différentiable, ¢ (x + h) ~ y + dp.(h) : autrement dit, ¢
est presque égale a I'application affine x + h +— y + dp,(h)
Ici, dp, est la différentielle de ¢ = (¢, . . ., wq) : C'est 'application linéaire de matrice

)
(Feh<ij<a-

Donc la mesure image deI A4 par ¢ est, “pres de y”, “presque égale a”
Taeraz M = |det(de ™), A

On suPpose que ¢ : U — D est un C'-difféomorphisme, c’est-a-dire que ¢ est bijective, et que ¢
et o~ ! sont de classe C'. Alors la mesure image par ¢ de la mesure de Lebesgue sur U est la
mesure de densité |det(de )| par rapport & la mesure de Lebesgue sur D : en abrégé,
=i
pxdx = |det(dep™ " )y|dy.

On a donc, pour toute fonction f : D — R mesurable,

[ setnar= [ 1o o),
U D

ouJo~'(y) = |det(dp"),|, & condition d’avoir f > 0, ou que f o ¢ soit intégrable sur U.
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