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DEVOIR MAISON

A rendre le 16 novembre. En M1, le rendu doit étre sous la forme d’un fichier source BTEX (. tex)
et du fichier compilé (.pdf). En MACS2, le rendu peut étre manuscrit ou en BTEX, envoyé par
e-mail (un fichier unique au format PDF) ou donné en cours.

La qualité de la présentation et de la rédaction seront prises en considération. Notamment, toute réponse doit
étre rédigée et justifiée.

Exercice 1 — Temps de ruine ou de fortune. On considére le probléme de la ruine du joueur dans un jeu
équilibré : soit N € N* et (X,,),,>0 la chaine de Markov sur {0,1,...,N} de matrice de transition P donnée par

1
P(0,0) =1, P(N,N) =1, Vke{l,....N—1}, P(k,k+1):P(k,k—1):§.
On note

T=inf{n>0|X, €{0,N}} =min(Ty,Tn).

1. Justifier (grace au cours) pourquoi T < oo p.s., quel que soit I’état initial.
2. Montrer que, pour K =0,...,N, on a

P(T < N)>27F>2°N,

3.En déduire que, pour z =0,...,N, pour tout n € N,
Po(T > (n+1)N) < (1 —27V)P,(T > nN),

puis que pour tout m € Non a P, (T > m) < ¢8™ pour des constantes ¢ > 0 et 3 €]0,1].
4.En déduire finalement que E.[T] < oo, pour z =0,...,N.

5.Pour 2 =0,...,N, on pose g(z) = E,[T].

5.a) Que valent g(0) et g(N)?

5.b) Démontrer la relation de récurrence suivante :

glxa—1)+g(x+1)

pour x =1,...,N —1, glx) =1+ 5 )

Décomposer selon la valeur de X, et utiliser la propriété de Markov au temps 1.
5.c) En déduire une relation de récurrence vérifiée par f : z + g(x) + 22, et la résoudre pour obtenir f(z), pour
z=0,...,N et conclure :

pour z =0,...,N, E.[T] = (N — x).

6. A-t-on utilisé le résultat de la question 47

Exercice 2 — Temps de couverture. Le temps de couverture d’une chaine de Markov irréductible (X, ),
sur un espace fini F est le temps moyen nécessaire pour visiter tous les états, en partant de ’état pour lequel
ce temps moyen est le plus grand :

t =maxE,[T* ol T* = maxT,
couv ek :c[ ]a yeE Yo

avec T, = inf{n > 0| X,, = y} (temps de premiére visite de y).

1. A Paide des hypothéses, justifier précisément pourquoi 7% < 0o p.s..
2. On s’intéresse & teouy pour la chaine de Markov sur {0,...,N} de matrice P suivante :

P(01)=1, P(NN-1)=1, Vke{1,...,N71},P(k,k+1):P(k,kfl):%.

Soit = € {0,...,N}.



2.a) Justifier que, pour tout n € N, si n =Ty < Ty alors T* = n + Ty 0 6,,, et plus généralement que

T =Tio,ny + Z (1{n:To<TN}TN 00n + Lip—ry<ryToo Hn),
n=0

ott To,nyy = min(Tp, Ty) est le temps d’atteinte de 'ensemble {0,N}.
2.b) Avec la propriété de Markov au temps n, ré-exprimer E;[1,—1, <1y} TN © On] et Eo[1—1y <1370 © On].
2.c) En déduire que

E,[T*] = Eq[T{o,ny] + Eo[Tn].

2.d) A I'aide de I’exercice précédent, donner la valeur de ces deux espérances. (On pourra justifier que Eo[Tn] =
Ef[min(T_n, Tn)] ot E’ se référe a la marche aléatoire simple symétrique sur {—N, ... ,N}).

2.e) En déduire E,[T*] et teouv-

3. On considére la marche aléatoire simple symétrique sur le cycle {0,1,... ,N}(=Z/(N 4+ 1)Z). Pour 1 < k <
N + 1, on note Sy le premier instant ot la chaine de Markov a visité k sommets. Ainsi, S; = 0 : on a désormais

P(0,1) = P(O,LN)=1/2= P(N,0) = P(N,N —1).
3.a) Montrer que, pour k= 1,...,N,
Eo[sk;_;,_l] - EQ[SM + El [IIIiIl(TQ, Tk:+l)}-

On décomposera selon la valeur de Sy, et on appliquera la propriété de Markov en ce temps-la.

3.b) En déduire tcouy-

4. A coder. A I'aide d’une simulation de la marche aléatoire sur le cycle, estimer numériquement, par méthode
de Monte-Carlo, le temps de couverture pour N = 1,...,100, et comparer au résultat théorique. Donner le
programme et un graphe (imprimer ou envoyer par mail).

Exercice 3 — Dernier point visité sur le cycle. On reprend 'exemple de la marche symétrique sur le cycle
a N + 1 sommets numérotés 0,1,...,IN. Partant de 0, on cherche la loi du dernier sommet visité :

Z:XTa

ot T' = maxycg Ty.
1. Justifier I’égalité suivante : pour x = 1,... N,

PO(Z = J,‘) = IP)O(zjav—l < T£+1)PJJ—1(T$+1 < Tz) + IP)O(zjav—l > T£+1)]P>.'E+1 (Ta:—l < Ta:)

Décomposer selon la valeur de U, = min(T,_1,T,11) et appliquer la propriété de Markov en ce temps.
2. Expliquer pourquoi, pour tout z,

]P)zfl(Terl < Tx) = ]P)IJrl(Tx,l < Tx) = ]Pl(TN < T())

3.En déduire que, pour z =1,...,N,
Po(Z = LU) = Pl(TN < T())

4. Conclure : quelle est la loi de Z sous Py ? (Et que vaut P1(Ty < Tp), sans calcul ?)
5. A coder. Pour N = 20, estimer numériquement la loi de Z sous Py (on la représentera sous forme d’histo-
gramme). Donner le programme et un graphe (imprimer ou envoyer par mail).



