
M1 et Macs2 (Institut Galilée, Université Paris 13)

DM2 Probabilités
Attention à la clarté de votre rédaction.

Exercice 1 Soit (Bn) une filtration et soit (ξn)n≥1 une suite de variables aléatoires telle que pour
tout n ≥ 1, ξn est Bn-mesurable. On suppose que presque sûrement 0 ≤ ξn ≤ 1. On définit

Yn := ξn − E(ξn|Bn−1), Zn :=
n∑
i=1

Yi.

1. Montrer que (Zn)n≥1 est une (Bn)n≥1 martingale. En déduire que (Z+
n )n≥1 est une (Bn)n≥1

sous-martingale.

2. Pour r ∈ R, on définit τ := inf{n ≥ 1 : Zn > r}. Montrer que τ est un (Bn)n≥1 temps
d’arrêt.

3. Montrer que supn≥1 EZ+
τ∧n <∞, où τ ∧ n := min(τ, n). En déduire (utiliser Théorème 3.28

dans le cours) que presque sûrement, Z+
τ∧n converge et que sur {supn≥1 Zn ≤ r}, Zn converge

quand n→∞.

4. En déduire que presque sûrement, sur {supn≥1 Zn <∞}, Zn converge quand n→∞.

5. Montrer que presque sûrement, sur {infn≥1 Zn > −∞}, Zn converge quand n → ∞. En
déduire que presque sûrement

(∗)
{ ∞∑
n=1

ξn <∞
}
=
{ ∞∑
n=1

E(ξn|Bn−1) <∞
}
.

Problème 2 L’objectif de ce problème est de démontrer la loi du logarithme itéré pour la marche
aléatoire (Sn): S0 := 0, Sn := X1 + ... +Xn, n ≥ 1, où (Xi)i≥1 est une suite de v.a. i.i.d. de loi
N (0, 1) gaussienne standard. On va démontrer que

lim sup
n→∞

Sn√
2n log log n

= 1, p.s.

Dans toute la suite soit Fn := σ{X1, ..., Xn}, pour n ≥ 1 et F0 la tribu triviale.

1. Dans cette partie on montrera la borne supérieure.

(a) Comme prépartif, on vérifiera que pour tout λ ∈ R, E[eλS1 ] = eλ
2/2 et que pour tout

n ≥ 1, Sn a la même loi que
√
nS1. Montrer que P(S1 > x) ∼

√
2
π
1
x
e−x

2/2 quand
x→∞.

(b) Montrer que pour tout λ > 0, eλSn est une (Fn)-sousmartingale. En déduire, à l’aide
de l’inégalité maximale de Doob que pour tout x > 0,

P
(
max
1≤k≤n

Sk ≥ x
)
≤ e−λxEeλSn .

En calculant EeλSn et ensuite optimisant sur λ ∈]0,∞[, montrer que

P
(
max
1≤k≤n

Sk ≥ x
)
≤ e−x

2/(2n).
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(c) Soit ε > 0. Pour tout j ≥ 100, on pose nj := be
j

log j c et

Ej := { max
1≤k≤nj+1

Sk ≥
√

(2 + ε)nj log log nj}.

Vérifier que
nj+1

nj
→ 1 quand j →∞ et montrer que

∑∞
j=2 P(Ej) <∞.

(d) En déduire, à l’aide du lemme de Borel–Cantelli, que presque sûrement, pour tout j
assez grand, max1≤k≤nj+1

Sk <
√

(2 + ε)nj log log nj.

(e) En déduire que

lim sup
n→∞

Sn√
2n log log n

≤ 1, p.s.

2. Dans cette partie on montrera la borne inférieure.

(a) Soit ε ∈]0, 1
9
[. Pour tout j ≥ 100, on pose mj := jj et

Aj :=
{
Smj

>
√
(2− 2ε)mj log logmj

}
, Bj :=

{
− Smj

≤
√
(2 + ε)mj log logmj

}
.

Vérifier que
mj+1

mj
→ ∞ quand j → ∞, et qu’il existe un entier j0 ≡ j0(ε) tel que pour

tout j ≥ j0,

Aj+1 ⊃ Bj ∩ {Smj+1
− Smj

>
√

(2− ε)mj+1 log logmj+1}.

(b) Utiliser (1.a) et montrer que pour tout j assez grand, on a

P(Aj+1 | Fmj
) ≥ j−(1−

ε
4
)1Bj

.

(c) Utiliser la conclusion dans (1.e) pour montrer que
∑

j j
−(1− ε

4
)1Bj

=∞ presque sûrement.
Ensuite utiliser la conclusion (∗) dans Exercice 1 pour conclure que

∑
j 1Aj

=∞ presque
sûrement.

(d) En déduire que

lim sup
n→∞

Sn√
2n log log n

≥ 1, p.s.

— Fin —
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