M1 et Macs2 (Institut Galilée, Université Paris 13)

DM2 Probabilités
Attention a la clarté de votre rédaction.

Exercice 1 Soit (B,,) une filtration et soit (&,),>1 une suite de variables aléatoires telle que pour
tout n > 1, &, est B,-mesurable. On suppose que presque surement 0 < &, < 1. On définit

Yn = fn - E(£n|Bn—l)7 Zn = Z}/z
i=1
1. Montrer que (Z,)n>1 est une (By)n>1 martingale. En déduire que (Z;),>1 est une (By)n>1

n
sous-martingale.

2. Pour r € R, on définit 7 := inf{n > 1: Z, > r}. Montrer que 7 est un (B,)n>1 temps
d’arrét.

8. Montrer que sup,>, EZ}, < 0o, ot 7 An:=min(r,n). En déduire (utiliser Théoreme 3.28
dans le cours) que presque stirement, Z1, = converge et que sur {sup,> Z, <1}, Z, converge
quand n — 00.

4. En déduire que presque sirement, sur {sup,, Z, < 0o}, Z, converge quand n — oo.

5. Montrer que presque surement, sur {inf,>, Z, > —oo}, Z, converge quand n — oco. En
déduire que presque surement

(+) {ién < oo} - {iE(inanl) < oo}.

Probleme 2 L’objectif de ce probleme est de démontrer la loi du logarithme itéré pour la marche
aléatoire (S,): So:=10, Sy == X1+ ... + X, n > 1, ot (X;);>1 est une suite de v.a. i.i.d. de loi
N(0,1) gaussienne standard. On va démontrer que

. Sn
lim su

— =1, 8.
n—>oop v2nloglogn P
Dans toute la suite soit F, := o{ X1, ..., Xp,}, pour n > 1 et Fy la tribu triviale.

1. Dans cette partie on montrera la borne supérieure.

(a) Comme prépartif, on vérifiera que pour tout A € R, E[e*] = eN/2 et que pour tout
n > 1, S, a la méme loi que \/nS;. Montrer que P(S; > z) ~ %%671«2/2 quand

T — OQ.

(b) Montrer que pour tout X\ > 0, e*n est une (F,)-sousmartingale. En déduire, a l'aide
de linégalité mazimale de Doob que pour tout x > 0,

IP( max Si > x) < e MR,
1<k<n

En calculant Ee*S» et ensuite optimisant sur A €]0, co[, montrer que

IP’( max S > x) < e~e/(@n)
1<k<n



(¢) Soit e > 0. Pour tout j > 100, on pose n; := Leh%éjj et

E;:={ max S, > \/(2 +¢e)njloglogn,}.

1<k<nji

Vérifier que “* — 1 quand j — oo et montrer que Z;}iz P(E;) < oo.
J
(d) En déduire, a l'aide du lemme de Borel-Cantelli, que presque strement, pour tout j

assez grand, maxi<p<n,,, Sk < \/(2 + £)n;loglogn;.

(e) En déduire que

Sn
<1, D.S.

lim sup ——————= <
n—oo  V2nloglogn

2. Dans cette partie on montrera la borne inférieure.

a) Soit € €]0, L[. Pour tout j > 100, on pose m; := j7 et
9 J

A= {Smj > \/(2 — 2e)m; loglogmj}, B; = { — S, < \/(2 +e)m; loglogmj}.

mﬂ;; — 00 quand j — 00, et qu’il existe un entier jo = jo(e) tel que pour

Vérifier que
tout j = Jo,

Ajy1 DBy 0 {Sm, 1 — S, > \/(2 — e)mjzq loglogm,iq}.

(b) Utiliser (1.a) et montrer que pour tout j assez grand, on a

£

P(Ajir | Fny) > 5P,

(¢) Utiliser la conclusion dans (1.e) pour montrer que Y _; §~0=D1p, = oo presque sirement.
Ensuite utiliser la conclusion (%) dans Ezercice 1 pour conclure que Zj L4, = oo presque

surement.

(d) En déduire que
S

limsup ———————= > 1, .S.
n—)oop v2nloglogn — b
— Fin —



