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DEVOIR MAISON

La qualité de la présentation et de la rédaction seront prises en considération.

Exercice 1 — Temps de ruine. On considére le probléme de la ruine du joueur dans un jeu déséquilibré :
soit N € N*, p €]0,1[\{3} et (X;,)n>0 la chaine de Markov sur {0,1,...,N} de matrice de transition P donnée
par

P(0,0) =1, P(N,N) =1, Vke{l,....N—1}, P(kk+1)=p=1—-P(kk—1).

On pourra noter ¢ = 1 — p pour alléger certaines écritures. On note
T =inf{n>0|X, €{0,N}} =min(Ty,Tn).

1. Justifier (grace au cours) que T < oo p.s., quel que soit I’état initial.
2.Pour z € {0,...,N}, on note N, le nombre de visites en x :

No = 1(x,—a}-
n=0

2.a) Justifier (grace au cours) que E,[N,] < oo p.s., quel que soit I’état initial « € {1,...,N —1}.
2.b) Montrer (a l’aide de la propriété de Markov) que, pour tous états x # y, pour tout n,

Eo[Nyliz,=n}] = Po(Ty = n)Ey[N,],

et en déduire une relation entre E;[N,] et E,[N,] pour conclure que E,[N,| < ocosiy e {1,...,N —1}.
2.c) En utilisant la question précédente, montrer que E,[T] < oo pour tout état initial .

3.Pour z =0,...,N, on pose g(z) = E,[T].

3.a) Que valent g(0) et g(N)?

3.b) Démontrer la relation de récurrence suivante :

pourz=1,....N —1, g(x)=14+qglx—1)+pg(z+1).

Décomposer selon la valeur de X, et utiliser la propriété de Markov au temps 1.

3.c¢) Trouver une solution particuliére de ce systéme sous la forme h(z) = azx (0 < 2 < N), pour une valeur
a € R a déterminer.

3.d) En déduire la fonction g.

4. A-t-on utilisé le résultat de la question 2.c) 7

Exercice 2 — Déplacements aléatoires d’un cavalier. On considére, sur 'espace d’états £ = {1,...,8} x
{1,...,8}, une chaine de Markov correspondant & des déplacements aléatoires d’un cavalier du jeu d’échecs :
sachant la position X,, € F, X, 1 est choisie aléatoirement de fagon uniforme parmi les positions dans F
atteignables par un cavalier situé en X,,. Pour deux cases x,y € F, on notera x ~ y si un mouvement de cavalier
meéne de z en y. On note, pour x € E, d(x) le nombre de positions atteignables depuis z :

d(z) = Card{y € E|y ~ z}.

1. Représenter sur un schéma les valeurs de d(-) Grice auz syméiries, on pourra se contenter de ne donner qu’un
petit nombre de valeurs.

2. (Facultatif) Justifier que cette chaine de Markov est irréductible. Par exemple, on pourra commencer par
vérifier que tout état (i,5) communique avec les états (i + 1,5) (sii <7) et (i,j+ 1) (sij <T7)...

3. Montrer que d est une mesure invariante pour la chaine de Markov et en déduire la probabilité invariante.
4.En déduire, en fonction de la position initiale x € E, 'espérance E,[7,] du temps de retour a cette position
initiale.



Exercice 3. Soit (p(m))xeN une probabilité sur N telle que p(x) > 0 pour tout € N. On considére la chaine
de Markov (X,)n>0 sur N de matrice de transition P définie par

P(0,y) =p(y),  pour tout y € N,

P(.’E,y) = {

l/z siy<zx
/ .y , pour tous z > 1, y € N.
0 sinon.

1. Donner schématiquement le graphe de cette chaine de Markov, en n’indiquant que les états 0,1,2,3 (et des
points de suspension).

2. Justifier que, pour tout = € N*, P, (T < z) = 1, puis que la chaine de Markov est récurrente. A-t-on, pour
tout z, E;[To] < 00?

3. Montrer que, pour tout x € N*,

z—1

E.[To] =1+ a(z), on  az)= %Z]Ey[m.
y=0

4. Exprimer E,[Ty] en fonction de a(x + 1) et de a(x). En déduire la valeur de a(z) et finalement de E,[Tp].
Donner un équivalent de cette espérance quand z — co.
5. Donner une relation entre Eg[7o] et les valeurs E, [To]. En déduire que X est récurrente positive si, et seulement

Z p(z)In(z) < co.

r>1

6. Définir une probabilité (p(x)).en pour laquelle X n’est pas récurrente positive.



