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Tous do
uments, 
al
ulatri
es et téléphones mobiles sont interdits.

Exer
i
e 1.

On note (Xn, n ∈ N) la 
haîne de Markov sur l'ensemble E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} dont la

matri
e de transition est :
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0 1/2 0 0 1/4 1/4 0 0
1/2 0 1/2 0 0 0 0 0
0 1/2 0 1/4 0 0 1/4 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1/2 0 1/2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1/2 0 0 1/2
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1. Représenter le diagramme de transition.

2. Classi�er les états. On note T l'ensemble des états transients et R l'ensemble des

états ré
urrents. Dé
omposer l'ensemble des états ré
urrents R en partition de 
lasses

irrédu
tibles Rk, k ∈ I.

3. On note τ = inf {n ≥ 1; Xn ∈ R}. Pour tout i ∈ T et tout k ∈ I déterminer ρi(Rk) =
Pi(Xτ ∈ Rk), la probabilité que partant de i la 
haîne de Markov soit absorbée par la


lasse Rk.

4. Pour tout i ∈ T , 
al
uler Ei[τ ].

5. Déterminer les probabilités invariantes de la 
haîne de Markov.

6. Déterminer le 
omportement de la 
haîne de Markov en temps grand en fon
tion du

point de départ.

Exer
i
e 2. Un rat se dépla
e dans un labyrinthe représenté par la �gure 
i-dessous.
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7 8 9
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A 
haque unité de temps, il 
hange de 
ase : lorsque la 
ase où il se trouve 
omporte k portes,

il se dépla
e vers l'une des k 
ases voisines.



1. Dans un premier temps, on suppose que le dépla
ement du rat vers l'une des k 
ases

voisines se fait de façon équiprobable : 
ha
une a une probabilité 1/k d'être 
hoisie.

Montrer que la position à 
haque instant du rat peut être assimilée à une 
haîne de

Markov (Xn, n ≥ 0) dont l'espa
e d'états est E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Donner la

matri
e de transition P et dessiner le diagramme.

2. Cette 
haîne de Markov est-elle irrédu
tible ? Pour 
ha
un des états x ∈ E, dire s'il

est transient, ré
urrent nul, ou ré
urrent positif.

3. Montrer qu'il existe une unique probabilité invariante π pour la 
haîne de Markov

(Xn, n ≥ 0) sur E (on ne demande pas de déterminer π pour le moment).

4. On 
onsidère la partition de l'espa
e d'états en 3 
lasses :

a = {1, 3, 7, 9} b = {2, 4, 6, 8} c = {5}

On note X̃n la 
lasse à laquelle Xn appartient. Montrer que (X̃n, n ≥ 0) est aussi une


haîne de Markov, sur Ẽ = {a, b, c}, donner sa matri
e de transition P̃ et dessiner son

diagramme.

5. Si le rat part d'un des 
oins, 
ombien de temps mettra-t-il en moyenne pour atteindre

le fromage qui se trouve au 
entre ?

6. Montrer que la 
haîne de Markov (X̃n, n ≥ 0) admet une unique probabilité invariante

π̃ que l'on déterminera. En utilisant 
e résultat, déterminer π.

7. Le rat n'est pas si bête : il 
hoisit à 
haque étape de façon équiprobable l'une des portes

parmi 
elles qu'il ne vient pas d'emprunter. Montrer que la suite (Xn, n ≥ 0) de ses

positions su

essives n'est plus une 
haîne de Markov.

8. Modéliser l'évolution de son 
heminement par une 
haîne de Markov (Zn, n ≥ 0).

9. En s'inspirant de la simpli�
ation en la 
haîte (Yn, n ≥ 0), déduire de (Zn, n ≥ 0) une


haîne de Markov (Tn, n ≥ 0) dé
rivant les visites su

essives par le rat des états a, b
et c.

10. Si le rat part d'un des 
oins, 
ombien de temps mettra-t-il en moyenne pour atteindre

le fromage qui se trouve au 
entre dans 
e 
as ?


