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FICHE 3 — PROPRIETE DE MARKOV, RECURRENCE ET TRANSIENCE

Propriété de Markov (faible et forte)

Exercice 1 — Nombre de visites @ un état. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov, d’espace d’états
E. Pour tout état z, on définit la variable aléatoire

N, = Z 1{Xn:z}7
n=0

c’est-a-dire que N, est le nombre (fini ou infini) de visites de la chaine de Markov a létat x.
1. Montrer que, pour tout état x,

yeE

2. Montrer que, pour tous états « # y, E;[Ny] = P, (1, < 00)E,[N,].
3. Montrer que, pour tout état x et tout entier n,

Py(Ny >n+1) =Py (Ny > n)Py(1, < 00).

En déduire que, si x est transient, N, suit une loi géométrique sous P, et donner une expression de
E,[N;]. Conclure de plus que E,[N,] < oo pour tout y € E.

Exercice 2 — Absorption. Soit (X,),>0 une chaine de Markov sur l'espace d’états E, de matrice de
transition P.
On note T 'ensemble des états transients, et Cq,..., Cn les classes récurrentes.
1.Pour 1 < ¢ < N et z € E, on note g;(x) la probabilité d’absorption par la classe C; pour la chaine de
Markov issue de x :
qi(z) = Py(7c, < 00)
ou 7¢, = inf{n > 0|X,, € C;}.
1.a) Que vaut g;(z) siz € C;? Et six € Cj avec j # i 7
1.b) Montrer que, pour tout « € T,

gi(2) =Y Plx,y)a(y) + Y Plz,y).

yeT yel;

1.c) Pour tout état , montrer que P,(X,, € C;) = P, (1¢, < n) et déduire lim,_,oo Po (X, € C;) = qi(2).
1.d) On suppose que T est fini. Montrer que, pour tout z € E,

N
Z gi(xz) = 1.
i=1

2. Pour tout x € E, on note t(x) le temps moyen d’absorption pour la chaine de Markov issue de z :
t(x) = Eq[7],

ou 7 =inf{n > 0|X, € R}, et R =C; U---UCx est ensemble des états récurrents.
2.a) Que vaut t(z) pour z € R?
2.b) Montrer que, pour tout x € T,

tx) =1+ Pz, y)t(y).

yeT

2.c) Soit x € 7. En constatant que, sous Py, 7=} N, montrer (avec I'exercice précédent) que si 7
est fini alors t(z) < oo.



Classification des états, récurrence et transience

Exercice 3. Pour les chaines des Markov suivantes (d’espace d’état E et de matrice de transition P),
donner une classification des états et donner leur nature (récurrent ou transient). Calculer les probabilités
d’absorption, et les temps moyens d’absorption.

1.E={1,2,3} et 2. E={1,2,3,4} et
1/2 1/2 0 12 0 1/2 0
p=[1/3 1/3 1/3 p_ |12 0 0 12
1/3 0 2/3 {12 0o 172 o0
0 1/2 0 1/2
3.E=1{1,2,3,4} et 4.E ={1,2,3,4,5,6} et
1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 1/4 0 1/4 0 1/4
p_| 0 1434 0 0 1/2 1/2 0 0 0
o 172 172 o0 p_| 0 12 0 12 0 0
1/4 0 1/4 1/2 “lo o 12 12 0o o0
0O 0 0 0 1/2 1/2
o 0 0 0 1 0

Pour la premiére chaine de Markov, calculer aussi les temps moyens d’atteinte de I’état 1.

Exercice 4. Soit (X,), une chaine de Markov sur £ = {1,2,3,4,5,6,7} de matrice de transition

0 05 05 0 0 0 0
03 07 O 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
P=102> 0 025 025 0 0 025
0 0 0 0 07 03 0
0 0 0 0 02 08 0
02 0 0 02 06 O 0

1. Classifier les états et donner leur nature.
2. Calculer les probabilités et temps moyens d’absorption.

Exercice 5. Soit (X,), une chaine de Markov sur £ = {1,2,3,4,5,6,7} de matrice de transition

1 0 0 0 0 0 O

0 0 1 0 0 0 O

0 05 05 0 0 0 O

P= 0 0 0o 1 0 0 O
025 0 025 0 O 05 O

0 0 0 0 02 0 038

05 0 0 0 0 05 0

1. Classifier les états et donner leur nature.
2. Calculer les probabilités et temps moyens d’absorption.

Exercice 6 — Marche aléatoire sur N absorbée en 0. Etant donnée une suite de réels (pi)i>1 dans
10, 1[, on définit une chaine de Markov (X,,), sur N dont les probabilités de transition sont données par
la figure suivante :

1—p; Di

0 1—1 () 1+ 1

1. Classer les états. Quels comportements asymptotiques peut-on imaginer pour X,, 7
2.8Si on avait p(0,1) > 0, pourrait-on faire la classification sans connaitre les p; ?



