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L3 - MAP & AED - Analyse 6 Fiche de TD n°3

Formes différentielles. Intégrales premiéres.

Temps de vie. Etudes qualitatives en dimension 1. (continuation)

Exercice 1. Soient T" > 0, une application A : R — M,R continue T-périodique, et
f:RxR" - R" de classe C*. On suppose que pour tous (t,z) e RxR", ona f(t+T,x) =
f(t,x), et qu'il existe une fonction continue h : R — R* avec lims_,, h(s) = 0 et telle

que [|f(t, 2)[| < h(|lz[])]]=]].
Soit I'équation différentielle (E) 2/(t) = A(t)z(t) + f(t, z(t)).
1. Montrer que, pour tout € > 0, il existe une constante M, > 0 telle que, pour tous
(t,z) e R x R", on ait || f(¢,x)|| < e||z|| + M-..

2. Démontrer que les solutions maximales de (E) sont globales.

Exercice 2. On considére I’équation différentielle (F) 2’ = f(¢,x) sur le domaine J x U =
10, o[ xR, ou

f(t,x) = (t—x)(:p—t%), t>0, zekR

1. Etablir un régionnement de J x U selon le signe de f.

2. Identifier une sur-solution ainsi qu'une sous-solution pour (E).

3. Soient ty = 1 et x :|t~,¢T[— U maximale de condition initialle 1/(t5)? < z(tg) < to.
(a) La solution x est-elle globale dans le futur ?

(b) Déterminer sa limite lorsque ¢ tend vers ¢*.

Formes différentielles

Exercice 3. Nous étudions la forme différentielle

s
w = dr + dy.
x2+y2 x2+y2y

1. Vérifier que la forme différentielle w appartient a C'(R*\ {(0,0)} ;R) et qu’elle est
fermée.



2. Exprimer dx, dy en coordonnées polaires avec (x,y) = (rcos(d),rsin(f)), puis en
déduire une expression de w en coordonnées polaires.

3. En déduire que w est exacte sur tout domaine R?\Ay,, ou
Agy = {(rcos(bo),rsin(fp)), r > 0}.

4. Donner la forme de F telle que dF = w en coordonnées polaires sur R?\Ay,. En
déduire que w n’est pas exacte sur R?\ {(0,0)}.

5. Montrer que F(x,y) = 2arctan(—vw2;y27$) sur R*\A, dans les coordonnées (x,y).
(Rappel : tan(t) = %)

Exercice 4. Soit la forme différentielle
w = (2* —y* — 1)dx — 2xydy.

1. Montrer que w est fermée.

2. Sans calcul, expliquer pourquoi il existe F' € C*(R%*; R) telle que dF = w.
3. Calculer F telle que F'(0,0) = 0.

4. Donner les solutions de t? — y? — 1 — 2tyy’ = 0.

Exercice 5. Soit la forme différentielle
w = (22 + y")dw + v(z,y)dy

ol v est une fonction continue sur R? telle que v(0,y) = 2y pour tout y € R.
1. Chercher v telle que w soit exacte.
2. Déterminer F' telle que dF = w.

3. Etudier le probléme de Cauchy t? + y* + v(t,y)y’ = 0 avec y(0) = 1 au voisinage de
t=0.

Lemme 1. Soit w : U « R? — £(R? R) une forme différentielle.
1. Soit v un chemin C' par morceaux dans U.
(a) Montrer que f7 w ne dépend pas du paramétrage du chemin ~.
(b) Montrer que f7 w ne dépend pas du choix des coordonnées.
2. On suppose que w est fermée.

(a) Montrer que le fait d’étre fermée ne dépend pas du choix des coordonnées.



(b) Sien plus U est un ouvert étoilé. Soit x,r; € U. Montrer que pour tout h € R?
avec ||h|| suffissament petit,

[zo,z1+h] [zo,z1] [z1,z1+h]

Intégrales premiéres

Exercice 6 (Lotka-Volterra). Soit f: U — R? ou U = R* x R* et
fl@y) = (z(y = 1), y(x - 1)).
On considére le systeme différentiel
X' = f(X), XeU.

Ce sytéme (qui date de 1920) modélise le comportement d’un systéme écologique a deux
espéces pour lequel z et y mesurent respoectivement la population des prédateurs et des
proies.

1. Déterminer les points singuliers de f (ou f s’annulle).

2. Mintrer que le systéme admet pour intégrale premiére la fonction définie par A :
U—->R, h(z,y) = (Inz—2z)+ (Iny —y).

3. En déduire que les solutions su systéeme dont périodiques, et esquisser son portrait
de phase.

Exercice 7. Soit f : R*> — R?, ou

fz,y) = (y, 2zy).
On analyse le systéme
X' = f(X), XeR%
. Trouver les points singuliers du systéme (ot f s’annule).
. Montrer que h(x,y) = * — y est une intégrale premiére du systéme.

. Montrer que les orbites de X sont soit des points, soit des paraboles 22 — y = cste.
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. Esquisser un portrait de phase.



