
École Sup Galilée 2022-2023
Filière MACS2
Théorie des distributions

Corrigé de la feuille de TD 2 : Distributions - Exemples, ordre et support.

Exercice 1 Soit φ P C8
0 pRq. Montrer que les expressions suivantes définissent des distri-

butions dont on déterminera l’ordre et le support. :

ż

R
φpx2q dx,

ż

R
φ1

pxqex
2

dx.

Solution de l’Exercice 1 Il s’agit d’abord, pour chacune des deux applications (toutes
deux notées T ), de démontrer la propriété suivante : quel que soit le compact K de R, il
existe m P N (dépendant de K) et une constante C “ CpK,mq (dépendant de K et donc
de m) tels que, quelle que soit φ P C8

0 pRq à support dans K, on a :

|xT, φy| ď C ¨ pm,Kpφq,

où
pm,Kpφq “ max

xPK,|α|ďm
p|B

αφpxq|q.

Comme il s’agit, de plus, de déterminer l’ordre de ces distributions, nous allons en fait
chercher un m indépendant de K, et tâcher de trouver le plus petit possible.

1. L’application T : φ ÞÑ
ş

R φpx2q dx est une forme linéaire sur C8
0 pRq. Effectivement,

pour toutes φ1, φ2 fonctions test (donc dans C8
0 ) et tout α P R, on vérifie facilement

que T pφ1 ` αφ2q “ T pφ1q ` αT pφ2q.

Soit K un compact arbitraire. Il existe R ą 0 tel que K Ă r´R,Rs. Soit φ P C8
0 pRq

à support compact dans K. Alors

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

x2Pr0,Rs

φpx2q dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

xPr´
?
R,

?
Rs

|φpx2q| dx ď }φ}L8

ż

xPr´
?
R,

?
Rs

dx

ď 2
?
R}φ}L8 .

Dans ce cas, CK “ 2
?
R et m “ 0. Donc T est une distribution d’ordre 0.

Il est clair que, quelle que soit φ P C8
0 pRq à support dans R´ on a que |xT, φy| “ 0.

Le support de T est donc inclus dans R`. Pour montrer qu’il est égal à R`, soit
t ą 0 et soit φ une fonction pic sur st ´ ε, t ` εr. Alors

xT, φy ě

ż

x2Pst´ε,t`εr

φpx2q dt ą 0

et donc t P supppT q. Comme suppT est un fermé et on a démontré que R˚
` Ă suppT ,

alors par adhèrence R` Ă supppT q.

On conclut que supppT q “ R`.
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2. L’application, T : φ ÞÑ
ş

R φ
1pxqex

2
dx est une forme linéaire sur C8

0 pRq (car la
dérivation et l’intégration sont des opérations linéaires).

Soit K un compact arbitraire. Il existe R ą 0 tel que K Ă r´R,Rs. Soit φ P C8
0 pRq

à support compact dans K.

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

R
φ1

pxqex
2

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż R

´R

φ1
pxqex

2

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2aeR
2

}φ1
}8.

En prenant m “ 1 et C “ 2aeR
2
(qui ne dépend bien que de K), on obtient bien la

propriété cherchée, et T est une distribution. Puisque, de plus, la valeur m “ 1 est
indépendante de K, cette distribution est d’ordre au plus 1.

De plus, avec une intégration par parties à l’avant-dernière ligne du calcul précédent,
il vient :

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż R

´R

φ1
pxqex

2

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż R

´R

φpxq ¨ 2xex
2

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 4a2eR
2

}φ}8,

et donc T est en réalité d’ordre 0 (contrairement à ce qu’aurait pu suggérer sa forme
initiale).

Montrons que le support est R tout entier. Soit t P R˚, que l’on prend par exemple
positif, et soit φ une fonction pic sur st ´ ε, t ` εr, en choisissant ε ă t (le calcul

expliquera cette restriction). L’égalité |xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t`ε

t´ε

φpxq ¨ 2xex
2

x.

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

permet de mi-

norer |xT, φy| par 2pt ´ εqept´εq2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż t`ε

t´ε

φpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

, c’est-à-dire par 2pt´εqept´εq2 , qui est

strictement positif. Tout réel t non nul est donc dans le support, ce dernier est donc
égal à R˚ “ R.

Exercice 2 1. Soit φ P C8
0 pRq. Montrer que l’expression suivante définit une distri-

bution T d’ordre au plus 1 :

ż `8

0

φ1
pxq logpxq dx.

2. Soit φn une fonction plateau valant 1 sur r 1
n
, 1s et dont le support est inclus dans

r 1
2n
, 2s.
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(a) Minorer |xT, φny|.

(b) En déduire que T est une distribution d’ordre exactement 1.

3. Déterminer le support de T .

Solution de l’Exercice 2

1. L’application T : φ ÞÑ
ş1

0
φ1pxq logpxq dx est une forme linéaire sur C8

0 pRq. Soit φ
une fonction arbitraire en C8

0 pRq.

Soit K un compact dans R. Il existe R ą 0 tel que K Ă r´R,Rs. Soit φ P C8
0 telle

que son support est inclus dans K. Alors

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż R

0

φ1
pxq logpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }φ1
}L8

ż R

0

| logpxq| dx.

On note que x ÞÑ | logpxq| est intégrable en 0. Pour voir cela, on rappelle que pour
tout x Ps0,8s, logpxq “ px logpxq ´ xq

1. Donc T est une distribution d’ordre au plus
1.

2. (a) En appliquant l’intégration par parties, on voit que

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2

1
2n

φ1
npxq logpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rφnpxq logpxqs
2
1
2n

´

ż 2

1
2n

φnpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

ż 1

1
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φnpxq

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx “

ż 1

1
n

1

x
dx “ logpnq.

(b) On suppose que T est une distribution d’ordre 0. Alors pour tout compact K
inclus en R, il existe une constante CK (qui dépend de K) telle que pour toute
φ P C8

0 pRq avec suppφ P K, |xT, φy| ď CK}φn}L8 .

Par contre on peut trouver facilement un contre-exemple. Sur le compact r0, 2s,
pour tout constante C ą 0, il existe toujours une fonction plateau φn telle que

|xT, φny| ě logpnq ě }φn}L8 “ C.

Contradiction lorsque n est suffissament grand.

3. On peut facilement voir que le support de la distribution est R`.

Exercice 3 (Valeur principale de 1
x
)

Soit φ P C8
0 pRq.

1. Montrer qu’il existe ψ P C8pRq telle que, pour tout x P R, φpxq “ φp0q ` xψpxq.

2. Montrer que la limite

lim
εÑ0`

ż

|x|ąε

φpxq

x
dx

existe.
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3. Montrer que cette expression définit une distribution d’ordre au plus 1, appelée
valeur principale de 1

x
et notée vpp 1

x
q.

4. En considérant φn comme à l’exercice 2, montrer que vpp 1
x
q est d’ordre exactement

1.

Solution de l’Exercice 3

1. Par la formule de Taylor avec reste intégral, on écrit pour tout x P R

φpxq “ φp0q ` x

ż 1

0

φ1
pxuq du.

On peut obtenir le même résultat par le théorème fondamental de l’analyse : pour
tout x P R, φpxq “ φp0q `

şx

0
φ1ptq dt. En posant t “ xu, on trouve le résultat

recherché. Pourtant, la formule de Taylor s’avère très utile dans le calcul des distri-
butions, donc c’est mieux de l’apprendre pour la suite.

Posons pour tout x P R, ψpxq :“
ş1

0
φ1pxuq du. Comme φ est une fonction lisse et

r0, 1s est un compact, on conclut que ψ est elle-même une fonction lisse (en utilisant,
par exemple, le théorème de dérivabilité sous le signe de l’intégrale). Donc pour tout
x P R,

φpxq “ φp0q ` xψpxq,

avec ψ P C8
0 pRq. Cette formule sera aussi utilisé très souvent dans la suite et mérite

être rétenue.

2. Soient φ une fonction test arbitraire sur R et ε ą 0. Il existe R ą 0 tel que
suppφ Ă r´R,Rs. Alors, en utilisant le 1., on en déduit que

ż

εă|x|ăR

φpxq

x
dx “

ż

εă|x|ăR

φp0q

x
dx `

ż

εă|x|ăR

ψpxq dx.

La première intégrale est nulle, car φp0q

x
est une fonction impaire et le domaine

d’intégration est symmétrique par rapport à l’origine. Comme ψ est lisse, elle est
L1pr´R,Rsq et alors, par TCD,

lim
εÑ0

ż

εă|x|

φpxq

x
dx “

ż

|x|ďR

ψpxq dx “

ż

R

φpxq

x
dx.

3. L’application T : φ ÞÑ
ş

R
φpxq

x
dx est linéaire en φ. En plus,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

vp

ˆ

1

x

˙

, φ

F
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż R

´R

ψpxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż R

´R

ˆ
ż 1

0

φ1
pxuq du

˙

dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2R}φ1
}L8 .

Donc vp
`

1
x

˘

est une distribution d’ordre au plus 1.
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4. Comme dans l’exercice 2, on commence par trouver une borne inférieure à la valeur
de la distribution appliqué à φn :

B

vp

ˆ

1

x

˙

, φn

F

“ lim
εÑ0

ż

tεă|x|uXr 1
2n

,2s

φnpxq

x
dx ě

ż 1

1
n

1

x
dx “ logpnq.

Donc
ˇ

ˇ

@

vp
`

1
x

˘

, φn

Dˇ

ˇ Ñ 8 lorsque n tend vers 8. Pourtant, }φn}L8 “ 1 pour tout
n P N. On conclut que vp

`

1
x

˘

n’est pas d’ordre 0 ; elle peut être que d’ordre 1.

Exercice 4 1. Soit φ P C8
0 pRq. Montrer que l’expression

xT, φy “ lim
εÑ0`

ż

R

φpxq

x ´ iε
dx

définit une distribution T dont on identifiera la partie réelle et la partie imaginaire.

2. Donner l’ordre de T .

Solution de l’Exercice 4

1. Soit R ą 0 tel que suppφ Ă r´R,Rs.

ż

R

φpxq

x ´ iε
dx “ φp0qA ` B,

où

Aε “

ż R

´R

1

x ´ iε
dx et Bε “

ż R

´R

xψpxq

x ` iε
dx.

On calcule le premier terme. On multiplie le numérateur et le dénominateur de
l’intégrande par x` iε, on utilise un résultat de parité pour simplifier la formule et
on fait un changement de variables y “ x

ε
. On obtient

Aε “

ż R

´R

x ` iε

x2 ` ε2
dx

“ iε

ż R

´R

1

x2 ` ε2
dx

“ i

ż R{ε

´R{ε

arctan1
pyq dy

“ i parctanpR{εq ´ arctanp´R{εqq .

La limite de Aε lorsque ε tend vers 0 est iπ.

Pour calculer la limite du terme Bε, on utilise le TCD. Effectivement,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xψpxq

x ´ iε

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1r´R,Rs ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

px2 ` iεxqψpxq

x2 ` ε2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2|ψpxq|1r´R,Rs ď }φ1
}81r´R,Rs,
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car ψpxq “
ş1

0
φ1pxuq du. Cela donne

lim
εÑ0

Bε “

ż R

´R

ψpxq dx “

ż R

´R

φpxq ´ φp0q

x
dx “

ż R

´R

φpxq

x
dx “

B

vp

ˆ

1

x

˙

, φ

F

.

Par conséquent,

xT, φy “

B

iπδ0 ` vp

ˆ

1

x

˙

, φ

F

.

2. Evidamment, l’ordre de T est au plus 1, car vp
`

1
x

˘

est d’ordre 1 et δ0 est d’ordre
0. Pour démontrer que l’ordre du T est différent de 0, il suffit de prendre une suite
de fonctions plateau φn telle que suppφn Ă r 1

2n
, 2s et φn “ 1 sur r 1

n
, 1s. On voit

facielement que |xT, φy| ě logpnq.

Exercice 5 Soit φ P C8
0 pR2q.

1. Montrer que l’expression suivante définit une distribution T d’ordre au plus 1 :

xT, φy “

ż 8

0

`

φp1{t2, sin tq ´ φp0, sin tq
˘

dt.

2. Calculer le support de T .

Solution de l’Exercice 5

1. T est une forme linéaire sur C8
0 pR2q.

Soit K un compact en R2 et soit R ą 0 tel que K Ă r´R,Rs2. Soit φ P C8
0 pR2q

telle que suppφ Ă r´R,Rs2.

Pour commencer, on utilise une astuce pour ré-écrire le terme sous l’intégrale. On
note ψpsq “ φps{t2, sintq, où s P r0, 1s. On applique le théorème fondamental de
l’analyse sur ψ :

φp1{t2, sin tq ´ φp0, sin tq “ ψp1q ´ ψp0q “

ż 1

0

Bψ

Bs
psq ds

“

ż 1

0

1

t2
B1φp

s

t2
, sin tq ds.

où B1φ indique la dérivée de φ dans la prémière variable. Alors, par linégalité tri-
angulaire et le théorème de Fubini-Tonelli, et en sachant que suppφ Ă r´R,Rs2,

|xT, φy| ď

ż

r0,1sˆr0,8r

ˇ

ˇ

ˇ
B1φ

´ s

t2
, sin t

¯
ˇ

ˇ

ˇ

1

t2
dsdt ď

ż 1

0

ˆ
ż 8

?
sR

ˇ

ˇ

ˇ
B1φ

´ s

t2
, sin t

¯
ˇ

ˇ

ˇ

1

t2
dt

˙

ds

ď }B1φ}8

ż 1

0

ˆ
ż 8

?
sR

1

t2
dt

˙

ds “
?
R

´1
}B1φ}8.

T est donc une distribution d’ordre au plus 1.
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2. On note S “
␣

p 1
t2
, sin tq P R2 : t P R

(

. Il s’agit d’une courbe paramétrée dans le
plan R2. De manière équivalente, on peut écrire cet ensemble de la forme S “
!

px, yq P R2 : y “ sin
´

1?
x

¯

, x ą 0
)

. L’adhèrence de S prend la forme S “ S Y

pt0u ˆ r´1, 1sq, car tout px, yq “ pt0u ˆ r´1, 1sq peut être approché par des éléments
p 1
t2n
, sin tnq P S avec tn Ñ 0 une suite bien choisie.

On démontrera que suppT “ S “ S Y pt0u ˆ r´1, 1sq.

On commence par montrer que l’ouvert S
c
est dans le complémentaire du spport de

T . Pour toute fonction φ P C8
0 pR2q à support compact inclus dans S

c
, xT, φy “ 0,

par la définition de T. Donc suppT Ă S.

Soit maintenant px, yq P S. On veut montrer que px, yq P suppT . On doit montrer
que pour tout ε ą 0 suffissament petit, il existe une function test à support dans
Bppx, yq, εq telle que xT, φy “ 0.

Par comodité, on demande que ε est suffissament petit tel queBppx, yq, εqXpt0u X r´1, 1sq “

H. De cette façon, le terme φp0, sin tq “ 0 pour tout φ à support dans Bppx, yq, εq.

On fixe φ P C8
0 pR2q une fonction plateau telle que φ “ 1 dans Bppx, yq, ε{2q,

suppφ Ă Bppx, yq, εq et φ ě 0. Alors

xT, φy “

ż 8

0

φ

ˆ

1

t2
, sin t

˙

dt ě t1 ´ t0,

où x “

´

1
t20
, sin t0

¯

et t1 “ inftąt0

␣`

1
t2
, sin t

˘

R Bppx, yq, ε{2q
(

.

On voit que T est non nulle au voisinage de px, yq, c’est-à-dire que S Ă suppT .

Comme suppT est fermé, par adhèrence S Ă suppT . En conséquence, suppT “ S.

Exercice 6 Soit I Ă R un intervalle ouvert et soit x0 P I. Montrer qu’il n’existe pas de
fonction f P L1

locpIq telle que Tf “ δx0 .

Solution de l’Exercice 6
Supposons qu’il existe f P L1

locpIq telle que xδx0 , φy “
ş

I
fpxqφpxq dx pour tout φ P

C8
0 pIq.
Notons J “ Iztx0u un intervalle ouvert. Soit φ P C8

0 pJq une fonction test arbitraire.
Alors φ P C8

0 pIq, car pour tout k P N, limtÑx´
0
φkptq “ limtÑx´

0
φpkqptq “ φpkqpx0q. On a

φpx0q “ 0 et donc
ş

J
fpxqφpxq dx “ 0. Par le lemme de Bois-Reymund, on en déduit que

f “ 0 p.p. dans J . Cela implique évidemment que f “ 0 p.p. dans I.
Contradiction, car δx0 ı 0 sur C8

0 pIq.

Exercice 7 (Distribution d’ordre infini)
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Soit φ P C8
0 pRq. Montrer que l’expression

xT, φy “

8
ÿ

p“0

φppq
ppq

définit une distribution sur R, d’ordre infini.

Solution de l’Exercice 7 T est une forme linéaire sur C8
0 pRq, car la dérivation est une

application linéaire.
Soit K un compact dans R. Il existe R ą 0 tel que K Ă r´R,Rs. Soit φ P C8

0 pRq à
support dans K. On pose p0 :“ EpRq, où EpRq désigne la partie entière de R. Alors

|xT, φy| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

p“0

φppq
ppq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p0
ÿ

p“0

φppq
ppq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

p0
ÿ

p“0

}φppq
}8.

Donc T est une distribution.
Supposons par l’absurde que T est une distribution d’ordre m P N. On essaie de trouver

une function test telle que le résultat de son application à T ne peut pas être controlé par
la taille de ses dérivées d’ordre au plus m.

Soit ψ0 une fonction plateau telle que suppψ0 Ă r´1{2, 1{2s, ψ0|r´1{4,1{4s ” 1. On voit

que ψ
pm`1q

0 p0q “ 0, car ψ est constante autour de 0. On note M “ max0ďkďm }ψ
pkq

0 }8.
Posons

ψpxq “
xm`1

pm ` 1q!
ψ0pxq.

Par la formule de Leibniz, on voit que ψpm`1qp0q “ 1.
Soit λ P N˚. On définit une suite des fonctions test φλpxq :“ ψ pλ px ´ pm ` 1qqq .

Il s’agit d’une translation de m ` 1 puis d’une contraction de taille λ. Alors suppφλ Ă

rm ` 1 ´ 1
2λ
,m ` 1 ` 1

2λ
s. En plus,

φ
pm`1q

λ ptq “
Bpm`1qψ

Btpm`1q
pλpt ´ pm ` 1qqq “ λm`1ψpm`1q

pλpt ´ pm ` 1qqq.

En particulier, φ
pm`1q

λ pm ` 1q “ λm`1 et pour tout k P Nztm ` 1u, φ
pkq

λ pkq “ 0, car
k R suppφλ. Donc

xT, φλy “

8
ÿ

k“0

φ
pkq

λ pkq “ φ
pm`1q

λ pm ` 1q “ λm`1.

Par contre, comme T est supposée d’ordre m, il existe C tel que

|xT, φλy| ď C max
0ďkď0

}φ
pkq

λ }8 ď C max
0ďkďm

λk}ψpkq
|8 ď CMλm.

Contradiction, car pour λ suffissament grand, on ne peut pas dire que λm`1 ď CMλm. On
conclut que T ne peut pas être d’ordre fini.
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Exercice 8 (Partie finie de xα)

Soient φ P C8
0 pRq et ε ą 0.

1. Pour α Ps ´ 2,´1r, montrer que :

ż 8

ε

xαφpxq dx “ Aφε
α`1

` Rε,φ

où Aφ P R ne dépend pas de ε et où Rε tend vers une limite lorsque ε tend vers 0`.

2. On pose : xpfpxαq, φy “ limεÑ0` Rε. Montrer que pfpxαq est une distribution d’ordre
au plus 1.

Solution de l’Exercice 8 Soit K un compact dans R. Il existe R ą 0 tel que K Ă

r´R,Rs. Soit φ P C8
0 pRq telle que suppφ Ă K.

1. On définit ψ :“
ş1

0
φ1pxuq du. On sait que ψ P C8 tel que φpxq “ φp0q ` xψpxq (voir

l’exercice 3). Pour α Ps ´ 2,´1s et ε ą 0,

ż 8

ε

xαφpxq dx “

ż R

ε

xαφp0q ` xα`1ψpxq dx.

Or, par intégration par parties,

ż R

ε

xαφp0q dx “
Rα`1

α ` 1
φp0q ´

εα`1

α ` 1
φp0q.

On pose Aφ “ ´
φp0q

α`1
et Rε,φ “

şR

ε
xα`1ψpxq dx `

φp0q

α`1
Rα`1.

Comme α P r´2,´1s, x ÞÑ xα`1 est intégrable au voisinage de 0. Vu que ψ lisse au
voisinage de 0, x ÞÑ xα`1ψpxq est aussi intégrable autour de 0. Donc Rε,φ possède

une limite lorsque ε tend vers 0`. Cette limite est
şR

0
xα`1ψpxq dx `

φp0q

α`1
Rα`1.

2. On vient de définir

xpfpxαq, φy “
φp0q

α ` 1
Rα`1

`

ż R

0

xα`1

ˆ
ż 1

0

φ1
pxuq du

˙

dx.

Alors |xpfpxαq, φy| ď C0}φ}8 ` C1}φ1}8 et pfpxαq est une distribution d’ordre au
plus 1.

Exercice 9 Soit u une fonction continue sur Rnzt0u telle que

@t ą 0, @x P Rn
zt0u, uptxq “ t´n upxq.
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1. Soient ε ą 0 et φ P C8
0 pRnq. On pose

Iεpφq “

ż

|x|ěε

upxqφpxqdx.

Montrer que limεÑ0` Iεpφq existe pour toute φ P C8
0 pRnq si et seulement si

ż

|ω|“1

upωqdω “ 0. (1)

Indication : Passer en coordonnées polaires pr, ωq Ps0,`8rˆSn´1 pour |x| ě ε. Puis
utiliser la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre 1.

2. On suppose que la condition (1) est satisfaite. On pose alors, pour toute φ P C8
0 pRnq,

xT, φy “ lim
εÑ0`

Iεpφq.

Montrer que T définit un élément de D1 d’ordre au plus 1.

Solution de l’Exercice 9

1. Soit R ą 0 tel que suppφ Ă Bp0, Rq. La fonction u est continue sur Rnzt0u, donc
elle y est intégrable. Cela implique que uφ est intégrable dans tx P Rn|}x} ě εu.

En utilisant le changement de coordonées suggeré et le théorème de Fubini-Tonelli,

Iε “

ż

}x}ěε

upxqφpxq dx “

ż R

ε

ż

Sn1

uprωqφprωqrn´1 drdω

“

ż R

ε

1

r
upωqφprωq dωdr.

Par la formule de Taylor à avec reste intégral,

φprωq “ φp0q `

n
ÿ

j“1

prωqj

ż 1

0

Bφ

Bxj
ptrωq dt.

On écris
Iε “ Aε ` Bε,

où

Aε “ εp0q

ˆ
ż R

ε

dr

r

˙ˆ
ż

Sd´1

upωq dω

˙

Bε “

n
ÿ

j“1

ż R

ε

ż

Sn´1

ż 1

0

ωjupωq
Bφ

Bxj
ptrωq dtdrdω.

Par TCD, Bε admet une limite lorsque ε tend vers 0, car

|ωjupωq
Bφ

Bxj
ptrωq| ď }u|Bp0,RqzBp0,εq

}8}φ1
}8 ă Cu,R}φ1

}8.

Par conséquent, lorsque ε tend vers 0, Iε admet une limite si et seulement si Aε

admet une limite. Mais limεÑ0`

şR

ε
dr
r

“ 8, donc cela revient à
ş

Sn´1 upωq dω.
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2. T est une forme linéaire sur C8
0 pRnq.

Soit K un compact dans Rn. Il existe R ą 0 tel que K Ă Bp0, Rq. Soit φ P C8
0 C8

0 à
support dans K. On obtient la majoration

|xT, φy| “ |

n
ÿ

j“1

ż R

ε

ż

Sn´1

ż 1

0

ωjupωq
Bφ

Bxj
ptrωq dtdrdω|

ď Cu,R

n
ÿ

j“1

sup
}x}ďR

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bφ

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Donc T est une distribution d’ordre au plus 1.

Exercice 10 (Partie finie de ||x||´a)

Soient φ P C8
0 pRdq et ε ą 0.

1. Pour a ą 0, montrer qu’il existe un polynôme en ε, Ipεq, tel que la limite :

lim
εÑ0

ˆ
ż

||x||ěε

||x||
´aφpxq dx ` Ipεq

˙

existe et soit finie.

Indication : on utilisera les coordonnées polaires ainsi que la formule de Taylor à
un ordre adéquat.

2. On pose : xpfp||x||´aq, y ą la limite précédente. Montrer que pfp||x||´aq est une
distribution d’ordre au plus ra ´ ds ` 1.

Solution de l’Exercice 10 A faire.
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