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Théoréme de convergence dominée

Exercice 1. Etudier la convergence des suites suivantes dont le terme général
est donné ci-dessous :
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Exercice 2. Pour tout n € N on définit la fonction f,, : R — R par f,(z) =
1 [n,n+1] (il?) .

1. Peut-on appliquer le théoréme de convergence dominéee pour déterminer

Jim_ ( /R fn(x)dx) ?

2. Déterminer cette limite par un calcul direct.

3. Mémes questions pour la suite des g, (z) = nlp, n41)(2) et pour la suite
1
des h,(z) = E]l["’n"'l] (z).

Exercice 3. Soit x4 une mesure finie sur un espace X muni d’une tribu A. Soit
(fn)nen une suite de fonctions mesurables convergeant presque partout vers une
fonction f. On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que | f,,| < C pour

tout n. Démontrer que
lim (/ fndﬂ) = / fdu.
n—-+00 X X

Exercice 4. Soit f : R} — R la fonction continue définie par f(z) = sin(z)

er — 1

1. Démontrer que f est Lebesgue-intégrable.



2. Démontrer ’égalité suivante, pour tout = > 0 :

flz) = Z e "sin(x).

n>0
3. A l'aide des questions précédentes, démontrer que
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Exercice 5. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et soit f : X — R une fonction
intégrable. Démontrer que

i (0 p({lf] > 0})) =0.

Exercice 6. Soit (X, .A, ) un espace mesuré et f : X — R une fonction
intégrable.
1. Pour tout n € N on pose A, := {& € X : |f(x)] > n}. Déterminer

i (f, san)

2. Montrer la propriété suivante :
Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout A € A,

M(A)<5:>/fd,u<e
A
3. Dans le cas ou (X, A, u) = (R,B(R), \), en déduire que I'application
x— F(z):= / fdAa
]_Oovw]

est uniformément continue sur R.

Exercice 7. Soit (X,.A) un espace mesurable muni d’une mesure de probabilité
w. Soit f : X — R une fonction mesurable. Pour tout n € N on pose
f’n.

I, = dp.
x 1+ fm

Déterminer la limite des I,,.



