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Fiche de TD n°7
Mesure produit, changement de variables

Exercice 1. Soit 0 < a < b deux réels. On considére l’espace A =]0, +oo[x]a, b[
muni de sa tribu borélienne et de la mesure A5 produit des mesures de Lebesgue.

1. Démontrer que Uapplication f définie sur A par f(x,y) = e™*Y est inté-
grable.

2. En utilisant f, calculer la valeur de
+oo —ax —bx
(& — €
|
0 x

Exercice 2. On considére R? muni de sa tribu borélienne et de la mesure Ay
produit des mesures de Lebesgue de R. On note D =|0, +-o0[?.

1. Calculer

1
|, ey et

2. En déduire les valeurs de
+oo 1 1 1
/ 121(1‘) dz et / n(z) dz.
0 xrc — 1 0 :C2 — 1

Exercice 3. On considére les espaces mesurés ([0, 1], 5([0,1]),A) (o A est la
mesure de Lebesgue) et ([0, 1], P([0,1]), 1) (ot p est la mesure de comptage).
On pose D := {(z,z) : = €[0,1]}.

1. Démontrer que D est un borélien de [0, 1]2. En déduire que D € B([0, 1])®
P((0,1]).

2. Calculer les intégrales

[ ([ 1otemar)auw e [ ([ 1oenim) e,

Expliquer.




Exercice 4. Soit f et g deux fonctions intégrables sur (R", B(R"™),\), ot A
est la mesure de Lebesgue sur R”. On définit h : R” x R™ — R par h(z,y) =

flz—y)g(y).

1. Démontrer que h est intégrable sur R™ x R™.

2. En déduire que pour presque tout z € R" la quantité h(z,y)dA(y) est
R’!L
bien définie.

On appelle produit de convolution de f et de g application définie sur R"
par

frg(@)= [ h(z,y)d\(y) = . f(x—y)g(y)d\(y)

R’n
si cette intégrale est définie, et par f * g(x) = 0 sinon.

3. Démontrer que f * g est intégrable sur R™ et que

[ irwadans ([ 1s1a3) ([ 1ain).

4. A T’aide d’un changement de variable, démontrer que f*g = g* f presque
partout sur R™.

Exercice 5. Le but de 'exercice est de calculer I := / e*zz/de.
R

1. On pose J ::/ ef(z"’+y2)/2d)\2(x7y), oll Ay est la mesure de Lebesgue
R2

sur R2. Démontrer que .J = I2.
2. Calculer J a I’aide du changement de variables en coordonnées polaires.

3. En déduire la valeur de I.

Exercice 6. La boule B,,(r) de R" est définie pour tout r > 0 par

B, (r) :—{(mh..., )eR™ : Zm }

De méme, la sphére S, (r) de R™ est définie pour tout r > 0 par

Sn(r) == {(xl,..., )ER™ : Zx —r}

Le but de l'exercice est de calculer le volume V,,(r) de By, (r) ainsi que la surface

A, (r) de Sp(r).
1. Démontrer que V,(r) = "V, (1).



2. On pose
I, ::/ sin” (6)d6.
0

Démontrer que V,,(1) = I,, - V,,_1(1).

@

n—1
Démontrer que I,, = ——1,,_o pour tout n > 2.
n

e

En déduire une expression de V;,(1) en fonction de n.
1

5. Démontrer que, pour tout n > 2, on a V,(r) = —A,_1(r).
n

6. En déduire une expression de A, (1) en fonction de n.

Exercice 7. (Fonction Gamma.)
On définit, pour a >0, b >0 :

—+o0
T (a) ::/ u e du
0
et
1
I (a,b) ;:/ (1 =) e
0

Enfin, on note A := {(z,y) €R?, 2 >0,y > 0}.

1. Montrer que pour toute fonction mesurable positive f définie sur A, et
a>0,b>0,0na

+oo
[ Har ety ) = 1@h) [ ) du
A 0
2. En déduire l’identité, pour a et b strictement positifs :
'@ ®b)=T(a+0b)I(a,b).
Puis, pour tout a > 0 :

F(a+1)=al(a)

et enfin, pour toutn € N :

F'n+1)=n!



Exercice 8. (Formule de Stirling.) Le but de cet exercice est de montrer
léquivalent :

F'z+1)~ (E>I 2rx

e

quand x tend vers +0o.

1.

Montrer, pour tout x > —1, x —In(1+ ) = 22 fol
changement de variable élémentaire).

oudu (on fera un

En déduire que la fonction q définie sur|—1,+oo[ par

{ 7$711;(21+$) si v #0

1 S
3 st =0

est continue et décroissante.

En effectuant le changement de variable t := x + u+/x, montrer que pour
tout x >0 :

T(z+1)= \/E(i)z/j; <1+ \;%)Ie_”ﬁdu

. On pose, pour tout x >0 et u € R:

f(u,z) = 1[_ﬁ7+w[ (u) (1 + %)Ie—uﬁ

Déterminer la limite, & u fizé de f (u,x) quand x tend vers Uinfini.

Calculer, pourw > —/z, —In (f (u,x)) en fonction de la fonction q définie
a la premiére question.

En déduire que, pour u > 0, x — f (u,x) est décroissante sur ]0,4o00| et
que, pour u < 0, x — f (u,x) est croissante.
En déduire ensuite, pour x > 1 :

2

fu,o)<e 1z (u)+ (1+u)e “Ig, (u)

Conclure.



