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Fiche de TD no9 : Indépendance

Corrigé de l’exercice 1

1. Par définition, lim supnÑ8 An “
Ş8

n“1

`
Ť8

k“nAk

˘

. Donc si ω P lim supnÑ8 An, alors
pour tout n P N, ω P

Ť8

k“nAk ; autrement dit, pour tout n P N, il existe mn P N,
mn ě n, tel que 1Amn

pωq “ 1. Il existe une sous-suite pmnqnPN telle que 1Amn
pωq Ñ 1

lorsque n Ñ 8. Donc soit limnÑ8 1Anpωq “ 1, soit limnÑ8 1An n’existe pas.

2. Par définition, ω P lim infnÑ8 An veut dire que pour tout n P N, ω P
Ť8

n“1

Ş8

k“nAk ;
de manière équivalente, il existe n P N tel que ω P

Ş8

k“nAk. On obtient donc
1Ampωq “ 1, pour tout m ě n.

Corrigé de l’exercice 2

1. On définit les événements Ai, i P v1, n ´ k ` 1w, où

Ai “ til y a k tirages de Pile consecutives à partir de ième tirageu

Comme chaque tirage est indépendent, PpAnq “ 1
2k
. Comme tRn “ ku Ă

Ťn´k`1
i“1 Ai,

alors PpRn “ kq ď n´k`1
2k

. On en déduit que

PpRn ě 3 log2pnqq “

n
ÿ

k“r3 log2pnqs

PpRn “ kq ď

n
ÿ

k“r3 log2pnqs

n ´ k ` 1

2k
ď n

n
ÿ

k“r3 log2pnqs

1

2k

où r3 log2pnqs est l’arrondi supérieur de 3 log2pnq (le plus petit entier supérieur ou
égal à 3 log2pnq).

PpRn ě 3 log2pnqq ď nˆ
1

23 log2pnq
ˆ

1

2r3 log2pnqs´3 log2pnq

n´r3 log2pnqs
ÿ

k“0

1

2k
ď nˆ

1

n3
ˆ2 ď

2

n2
.

2. On définit les événements En “ tRn ě 3 log2pnqu. Comme

8
ÿ

n“1

PpEnq ď

8
ÿ

n“1

2

n3
ă 8

(voir 1.), alors Pplim supEnq “ 0 par le lemme de Borel-Cantelli.
Donc p.s. tn P N, ω P Enu est fini. Autrement dit, sauf dans un nombre fini de n,
Rn ă 3 log2pnq presque sûrement.
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Corrigé de l’exercice 3

1. On rapelle que la fonction génératrice de la variable aléatoire Xi qui suit la loi de
Poisson de paramètre λi est la suivante : pour tout s P R

GXi
psq “ ErsXis “

8
ÿ

k“0

e´λi
λk
i

k!
sk “ e´λieλis “ eλips´1q.

On utilise le fait que GX`Y psq “ GXpsqGY psq, par indépendence de X et Y . Donc

GX`Y psq “ GXpsqGY psq “ eλ1ps´1qeλ2ps´1q
“ epλ1`λ2qps´1q.

Une autre méthode :
Pour tout s P R,

GX`Y psq “ ErsX`Y
s “

8
ÿ

n“0

snPpX ` Y “ nq “

8
ÿ

n“0

sn

˜

n
ÿ

k“0

PpX “ k, Y “ n ´ kq

¸

.

Par l’independence de X et Y et par la formule de binôme de Newton, on obtient

GX`Y psq “

8
ÿ

n“0

sn

˜

n
ÿ

k“0

PpX “ kqPpY “ n ´ kq

¸

“

8
ÿ

n“0

sn
n

ÿ

k“0

λk
1λ

n´k
2 en

k!pn ´ kq!

“

8
ÿ

n“0

sn
en

n!

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

λk
1λ

n´k
2

“

8
ÿ

n“0

sn
pλ1 ` λ2q

nen

n!

“ GPpλ1`λ2qpsq.

2. Pour tout ξ P R, par indépendence, on voit que

ϕX`Y pξq “ ϕXpξqϕY pξq “ eiµ1ξ´
ξ2σ2

1
2 eiµ2ξ´

ξ2σ2
2

2 “ eipµ1`µ2qξ´
ξ2pσ1`σ2q2

2

et donc X ` Y „ N pµ1 ` µ2, σ
2
1 ` σ2

2q.

Corrigé de l’exercice 4

1.

fpX,Y qpx, yq “
1Dpx, yq

π
Effectivement, pour vérifier que cette fonction est bien une densité, on utilise un
changement de variables en coordonnées polaires et le théorème de Fubini-Tonelli,

ż

R2

1Dpx, yq

π
dxdy “

1

2π

ż 1

0

ż 2π

0

r drdθ “ 1.
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2. La densité de la loi marginale X vérifie

fxpxq “

ż

R
fX`Y px, yq dy “

1

π

ż

ty,x2`y2ď1u

dy “

ż

?
1`x2

´
?
1´x2

dy “
2
?
1 ´ x2

π
.

tant que |x| ď 1. Donc fXpxq “ 1r´1,1spxq2
?
1´x2

π
pour tout x P R.

De même, fY pyq “ 1r´1,1spyq
2
?

1´y2

π
pour tout y P R.

3. Non, car
1Dpx, yq

π
ı

4
a

p1 ´ x2qp1 ´ y2q1r´1,1s2px, yq

π2
.

Corrigé de l’exercice 5

1. dessin

2. La densité de la variable aléatoire X est gXpxq “
ş

R gpx, yq dy.
— Si x ă 0, alors gXpxq “ 0.
— Si x Ps0, 1r, alors gXpxq “

şx

0
gpx, yq dy “

şx

0
1
2x

dy “ 1
2
.

— Si x P r1,8r, alors gXpxq “
ş 1

x

0
gpx, yq dy “

ş 1
x

0
1
2x

dy “ 1
2x2 .

La densité de la variable aléatoire Y est gY pyq “
ş

R gpx, yq dx.
— Si y ă 0, alors gY pyq “ 0.

— Si y P r0, 1r, alors gY pyq “
ş1{y

y
1
2x

dx “
lnp 1

y q´lnpyq

2
“ ´ lnpyq.

— Si y ě 1, alors gY pyq “ 0.
Comme gpx, yq ı gXpxqgY pyq, X et Y ne sont pas indépendantes.

Corrigé de l’exercice 6

1. On note que PpX ą 1q “ 1, et donc PpX ď 1q “ 0.
— Si x ă 1, 0 ď PpX ď xq ď PpX ď 1q “ 0, donc FXpxq “ 0.
— Si x ě 1, PpX ď xq “ 1 ´ PpX ą xq “ 1 ´ x´α, donc FXpxq “ 1 ´ x´α.

2. La fonction FX est continue et C1 par morceaux, donc X suit une loi à densité. En
particulier, fXpxq “ 0 lorsque x ă 0 et fXpxq “ α

xα`1 lorsque x ą 0. On peut fixer en
tant que densité la fonction fXpxq “ αx´α´1

1r1,8rpxq. On note que
ş

R fXpxq dx “ 1.

3. X est une variable positive, donc elle admet une esperance. Pour vérifier qu’elle est
finie, il suffit de calculer directement

ErXs “

ż 8

1

αx´α dx “
“

x´α`1
‰8

1
.

Elle est finie lorsque α ą 1.
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4. Par l’indépendance de X et Y , on sait que fpX,Y q “ fXfY . Lorsque t ě 1,

PpXY ą tq “ PpXY ą t, Y ą 1q

“ PpX ą
t

Y
, Y ą 1q

“

ż

tyą1,xą t
y

u

fpX,Y qpx, yq dλ2px, yq

“

ż

tyą1,xą t
y

u

fXpxqfY pyq dλ2px, yq.

Par le théorème de Fubini-Tonelli,

PpXY ą tq “

ż 8

1

fY pyq

˜

ż 8

t
y

fXpxq dx

¸

dy

“

ż 8

1

PpX ą
t

Y
q dPY pyq.

On rappelle que pour t
y

ě 1, PpX ą t
y
q “

´

t
y

¯´α

. Pour t
y

ď 1, on a PpX ą t
Y

q “ 1.

Donc

PpXY ą tq “

ż t

1

PpX ą
t

y
qαy´α´1 dy `

ż 8

t

PpX ą
t

y
qαy´α´1 dy

“ αt´α

ż t

1

y´1 dy `

ż 8

t

αy´α´1 dy

“ αt´α lnptqt ` t´α.

Corrigé de l’exercice 7
— Soit t ă 0. Alors PpX, Y q ď t “ 0, car X et Y prennent que des valeurs positives.
— Soit t P r0, 1s. Alors, sachant que Y est une variable aléatoire absolument continue,

PpXY ď tq “ PpXY ď t, Y ě 0q “ PpXY ď t, Y ą 0q “ PpX ď
t

Y
, Y ą 0q.

Comme X et Y sont indépendantes, fpX,yq “ fXfY . Par le théorème de Fubini-
Tonelli,

PpXY ď tq “

ż 8

0

fY pyq

˜

ż t
y

0

fXpxq dx

¸

dy

“

ż 1

0

ż t
y

0

3x2
1r0,1s dxdy.

— Si y Ps0, ts, alors
ş

t
y

0 3x2
1r0,1s dx “

ş1

0
3x2 dx “ 1, car t{y ě 1.
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— Si y P rt, 1s, alors
ş

t
y

0 3x2
1r0,1s dx “ t3

y3
.

Donc, par la rélation de Chasles,
ż 1

0

ż t
y

0

3x2
1r0,1s dxdy “

ż t

0

dy `

ż 1

t

t3

y3
dy “ t ` t3

„

y´2

´2

ȷ1

t

et

PpXY ď tq “
3

2
t ´

1

2
t3

.
— Soit t ą 1. Alors PpXY ď tq “ 1, car X et Y sont à valeurs dans r0, 1s.

Corrigé de l’exercice 8 Par la prorpiété d’indépendance de X et Y , on sait que fpX,Y q “

fXfY . On denote U “ X ` Y et V “ X ´ Y .
Soit φ une fonction bornée continue arbitraire.

ErφpU, V qs “ ErφpX ` Y,X ´ Y qs

“

ż

R2

φpx ` y, x ´ yq
1

2π
e´

x2`y2

2 dxdy

“

ż

R2

φpx ` y, x ´ yq
1

2π
e´

px`yq2`px´yq2

4 dxdy

“

ż

R2

φpu, vq
1

4π
e´u2`v2

4 dudv

par le changement de variables Φ : R2 Ñ R2, Φpx, yq “ pu, vq, où u “ x` y, v “ x´ y. Ici,
|JΦ| “ 2.

Donc fpU,V qpu, vq “ 1
4π
e´

x2`y2

4 . Pour trouver la densité de la loi marginale U , il suffit
d’intégrer fpU,V q par rapport à v :

fUpuq “

ż

R
fpU,V qpu, vq dv “

1
?
4π

e´u2

4 .

De même, fV pvq “ 1?
4π
e´ v2

4 . Donc X „ N p0, 2q et Y „ N p0, 2q. En plus, pour tout

pu, vq P R2, fpU,V qpu, vq “ fUpuqfV pvq, et donc U et V sont indépendantes.

Corrigé de l’exercice 9

1. Si f est une densité, alors par le théorème de Fubini-Tonelli

1 “

ż

R2

fpx, yq dxdy

“

ż

R2

ce´x´y
1t0ăxăyă`8upx, yq dxdy

“ c

ż 8

0

e´y

ż y

0

e´x dx dy

“
c

2
.

Donc c “ 2.
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2. La densité fpX,Y q ne peut pas s’écrire comme le produit d’une fonction en x et une
fonction en y, donc X et Y ne sont pas indépendantes.

3. On cherche les dénsité de lois marginales

fXpxq “

ż

R
2e´x´y

1t0ăxăyă`8upx, yq dy

“ 2e´x
1R˚

`
pxq

ż 8

x

e´y dy

“ 2e´2x
1R˚

`
pxq.

et

fY pyq “

ż

R
2e´x´y

1t0ăxăyă`8upx, yq dx

“ 2e´y
1R˚

`
pyq

ż y

0

e´x dx

“ 2e´y
p1 ´ e´y

q1R˚
`

pyq.

En particulier, les deux lois ne sont pas indépendantes, car fpX,Y q ı fXfY .
X suit la loi exponentielle de paramètre 2.

4. On applique le théorème de Fubini-Tonelli à

Ppy ą 2Xq “

ż

R2

2e´x´y
1t0ăxă2xăyă`8upx, yq dxdy

“ 2

ż

R
e´x

ż 8

2x

e´y dy dx

“ 2

ż

R
e´3x dx

“
2

3
.

Corrigé de l’exercice 10

1. Oui, X et Y sont indépendantes, car fpX,Y q peut s’écrire comme produit d’une
fonction de x et d’une fonction de y. En particulier, X „ expp1q et Y „ expp1q.

2. Soient U “ X ` Y et V “ X{Y . On note que U et V sont des variables positives.
Soit φ une fonction continue et bornée,

ErφpU, V qs “ ErφpX ` Y,X{Y qs

“

ż

pR˚
`q2

φpx ` y,
x

y
qe´px`yq dxdy
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On utilise le changement des variables Φ : pR˚
`q2 Ñ pR˚

`q2, Φpx, yq “ pu, vq où
u “ x ` y et v “ x{y. La valeur absolue de son jacobien est |JΦ| “

x`y
y2

et son

inverse est Φpu, vq “
`

uv
1`v

, u
1`v

˘

. Il s’agit bien d’un C1 difféomorphisme. Par le
théorème de changement des variables,

ErφpU, V qs “ ErφpX ` Y,X{Y qs

“

ż

pR˚
`q2

φpx ` y,
x

y
qe´px`yq y2

x ` y

x ` y

y2
dxdy

“

ż

pR˚
`q2

φpu, vqe´u u

p1 ` vq2
dudv

Donc par la méthode des fonctions test, on conclut que

fpU,V qpu, vq “ 1pR˚
`q2pu, vqe´u u

p1 ` vq2
.

3.

fUpuq “ ue´u

ż 8

0

1

p1 ` vq2
dv “ ue´u.

fV pvq “
1

p1 ` vq2

ż 8

0

ue´u du “
1

p1 ` vq2

4.

ErU s “

ż 8

0

u2e´u du “ Γp3q “ 2! “ 2.

ErU2
s “

ż 8

`

u3e´u du “ Γp4q “ 3! “ 6.

Par contre, Er|V |s “
ş8

0
v

p1`vq3
dv n’est pas finie (par critère de Riemann) et donc V

n’admet pas des moments.

Corrigé de l’exercice 11 1. On suppose que X et Y suivent des lois gaussiennes
au sens large : soit des lois gaussiennes classiques, soit des lois presque sûrement

constantes. Dans les deux cas, les fonctions caractéristiques sont de la forme eiξµ´
ξ2σ2

2 .
On regarde la fonction caractéristique de la variable aléatoire aX ` bY :

ΦaX`bY pξq “ ΦaXpξqΦbY pξq “ ΦXpaξqΦpbξq “ eipaµ1`bµ2qξ´
pσ2

1a
2`σ2

2b
2qξ2

2

et donc soit aX ` bY “ N paµ1 ` bµ2, σ
2
1a

2 `σ2
2b

2q (si la variation est non-nulle) soit
aX ` bY est presque sûrement égale à la constante aµ1 ` bµ2.

2. (a) En prennant b “ 0, puis a “ 0, alors on obtient par définition que X et Y suivent
des lois gaussiennes ou p.s. constantes.
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(b) Soit ξ P R2. On note ξ “ pξ1, ξ2q. La fonction caractéristique de pX, Y q est

ΦpX,Y qpξq “ Ereipξ1,ξ2q¨pX,Y q
s

“ Ereipξ1X`ξ2Y q
s

“ Φξ1X`ξ2Y p1q.

On rapelle que ξ1X ` ξ2Y est une loi gaussiènne ou p.s. constantes. Sachant que

Erξ1X ` ξ2Y s “ ξ1ErXs ` ξ2ErY s

V arpξ1X ` ξ2Y q “ ξ21V arpXq ` ξ22V arpY q ´ 2ξ1ξ2CovpX, Y q

alors

ΦpX,Y qpξq “ eipξ1ErXs`ξ2ErY sq´
ξ21V arpXq`ξ22V arpY q´2ξ1ξ2CovpX,Y q

2 .

(c) L’implication directe est toujours vraie.
Lorsque CovpX, Y q “ 0, alors par (b), ΦpX,Y q “ ΦXΦY et donc X et Y sont
indépendantes.

3. La variable aléatoire Y la loi N p0, 1q : pour tout t P R,

FY ptq “ PpY ď tq

“ PpX ď t, B “ 1q ` PpX ě ´t, B “ ´1q

“ PpX ď tqPpB “ 1q ` PpX ě ´tqPpB “ ´1q

“
1

2
FXptq `

1

2
p1 ´ FXp´tqq

“ FXptq

par la parité de fX .
Les lois X et Y ne sont pas indépendantes : P pX P r0, 1s, Y P r3, 4sq “ 0, tant que
PpX P r0, 1sq “ 0 et PpY P r3, 4sq “ 0.
Par contre, sachant que X et B sont indépendantes, on trouve

CovpX, Y q “ ErXY s ´ ErXsErY s “ ErX2Bs “ ErXsErBs “ 0,

où à la fin on a utilisé le fait que ErBs “ 0.
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