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Fiche de TD n°9 : Indépendance

Corrigé de l’exercice 1

1. Par définition, limsup,_,, A, = ﬂle (U,;'O:n Ak). Donc si w € limsup,,_,., A,, alors
pour tout n € N, w € U,;'O:n Ay ; autrement dit, pour tout n € N, il existe m,, € N,
my, = n,tel que 14, (w) = 1. Il existe une sous-suite (my, )nen telle que 14, (w) — 1
lorsque n — 0. Donc soit lim,, o, 14, (w) = 1, soit lim,,_,, 14, n’existe pas.

2. Par définition, w € liminf, ., A, veut dire que pour tout n € N, w e | J"_, (N, Ax;
de manitre équivalente, il existe n € N tel que w € [),_, Ax. On obtient donc
14, (w) =1, pour tout m > n.

Corrigé de I’exercice 2

1. On définit les événements A;, i € [1,n — k + 1], ou

A; = {il y a k tirages de Pile consecutives & partir de iéme tirage}

Comme chaque tirage est indépendent, P(A,,) = &. Comme {R, = k} < [ JI=" A,
alors P(R,, = k) < 1. On en déduit que
S = n—k+1 - 1
P(R, >3logy(n)) = Y PR,=k) < ) — <7 oo
k=[3logs(n)] k=[3logs(n)] k=[3logy(n)]

ou [3logy(n)| est I'arrondi supérieur de 3log,(n) (le plus petit entier supérieur ou
égal a 3logy(n)).

1 1 n=[3loga ()] 4 1 9
P(Rn = 310g2<n)) S nX 23logy(n) x 9[3logy(n)]—3logy(n) kz_o ﬁ S nx ﬁ X2 < ﬁ

2. On définit les événements F,, = {R, = 3log,(n)}. Comme
0 e¢]
2
P(E Bl
(voir 1.), alors P(limsup E,,) = 0 par le lemme de Borel-Cantelli.

Donc p.s. {n € Nw € E,} est fini. Autrement dit, sauf dans un nombre fini de n,
R,, < 3log,(n) presque stirement.



Corrigé de I’exercice 3

1. On rapelle que la fonction génératrice de la variable aléatoire X; qui suit la loi de
Poisson de parametre \; est la suivante : pour tout s € R

Gx,(s) Z e_AZ o sk = e highis = ghils71),

7

On utilise le fait que Gx;y(s) = Gx(s)Gy(s), par indépendence de X et Y. Donc
GX+Y<S) _ Gx(S)Gy(S) _ e/\l(sfl)e)\g(sfl) _ e(/\1+)\2)(871).

Une autre méthode :
Pour tout s € R,

Gxiv(s) =E[s*T] = ZS"IP’X+Y—77, =i (Zn]]P’(sz,an—k)).
n=0  \k=0

n=0

Par l'independence de X et Y et par la formule de binome de Newton, on obtient

Gy (s i s" (i =n— k))

n;O N k)\n k
= 2 X e

n=0 k=0
_ - e" N /\k:)\n k
‘nz_% —ZO

2. Pour tout € € R, par indépendence, on voit que

2 2 _Z i _52(0 to )2
Oxsv(€) = dx()dy (€) = e 2" et = ¢'lmtn2)é ERn

et donc X +Y ~ N(py + po, 02 + 03).

Corrigé de I’exercice 4

1.
]lD (l’ ) y)
s
Effectivement, pour vérifier que cette fonction est bien une densité, on utilise un
changement de variables en coordonnées polaires et le théoreme de Fubini- Tonelli,

1 1 1 r27
f Md:cdy——f f rdrdf = 1.
R2 T 27T 0 0

2

f(X,Y) (.T, y) =



2. La densité de la loi marginale X vérifie

1
f fxav(z,y)dy = f dy
{y,x2+y2<1}

2\/1 2

tant que |z| < 1. Donc fx(z) = 1|—

24/1—y2
ﬂ[fl,l](y) p !

1,11(2)

De méme, fy(y) =

3. Non, car

_JIW gy 122
L= T

pour tout x € R.

pour tout y € R.

1D<xvy)

L 4/

- y2)]1[—1,1]2 (l’, y)

™

Corrigé de I’exercice 5
1. dessin
2. La densité de la variable aléatoire X est gx(x

— Siz <0, alors gx(x ) 0
— Six€]0,1], alors gx(z) = {3 g

= 55 o

— Sixz e [1,00[, alors gx(x

— Siy <0, alors gy(y) = 0.

— Siy e [0,1], alors gy (y) = S;/y Ldx
— Siy =1, alors gy (y) = 0.

Comme g(z,y) # gx(z)gy

Corrigé de I’exercice 6

In(L)-In(y)

T2

= fpo(z,y)dy.

9(z,y dy_gomdy_%

ry)dy =55k dy = 54
La densité de la variable aleatmre Y est gy (y)

= SR g(z,y)dx.

—In(y).

2

(y), X et Y ne sont pas indépendantes.

1. On note que P(X > 1) =1, et donc P(X < 1) =0.
— Siz<1,0<P(X <z) <P(X <1) =0, donc Fx(z)=0.
— Siz=21,P(X<2)=1-P(X >z)=1—2"% donc Fx(z) =1—2"°

finie, il suffit de calculer directement

Elle est finie lorsque o > 1.

. La fonction Fx est continue et C! par morceaux, donc X suit une loi & densité. En
particulier, fx(z) = 0lorsque x < 0 et fx(x) =
tant que densité la fonction fx(z) = az™* "1y o (). On note que {, fx(x)

—7 lorsque o > 0. On peut fixer en
dr = 1.

. X est une variable positive, donc elle admet une esperance. Pour vérifier qu’elle est



4. Par I'indépendance de X et Y, on sait que f(xy) = fxfy. Lorsque t > 1,

P(XY >t) IP’(XY>t Y >1)

—IP’X>—Y>1)

f XY)(xay> dA2(z,y)
{y>1,z>+ }

Ll | IO ) Do),

Par le théoreme de Fubini-Tonellr,

P(XY > 1) = ffy (f fx(a )

=£Pu>?mmm

t ty _ (¢t t £y
On rappelle que pour 5 =1 P(X > 5) = (y) . Pour , <1, ona P(X > ) =1

Donc

PMY>®=f

1

t 0
=at™” f y ' dy + J ay “tdy
t

1
=t *In(t)t +t°.

t w0 t
P(X > —)ay > tdy + J P(X > —)ay > dy
Y t Y

Corrigé de I’exercice 7
— Soit t < 0. Alors P(X,Y) <t =0, car X et Y prennent que des valeurs positives.
— Soit t € [0, 1]. Alors, sachant que Y est une variable aléatoire absolument continue,

t
PXY <1) = B(XY <Y >0) = P(XY <Y > 0) = F(X < -, Y > 0).

Comme X et Y sont indépendantes, f(x, = fx[fy. Par le théoreme de Fubini-

Tonelli,
J Ty (y (J x (7 )dﬂ?> dy
= f Jy 31’21]_[0,1] dl’d’y
o Jo

t
— Siy€]0,t], alors {§ 32%1 1 de = Sé 3r2dr =1, cart/y > 1

4



T
— Siye [t 1], alors {§ 3211y da = ;—z
Donc, par la rélation de Chasles,

1 é t 143 yfz 1
f J 31:211[071] dxdy = f dy+ | —Zdy=t+ t3 [—2]
0o Jo Yy -

0 t t

et

1
P(XY <t) = gt - §t3

— Soit t > 1. Alors P(XY <t) =1, car X et Y sont a valeurs dans [0, 1].

Corrigé de Pexercice 8 Par la prorpiété d’indépendance de X et Y, on sait que fixy) =
fxfy-Ondenote U =X +Y et V=X-Y.
Soit ¢ une fonction bornée continue arbitraire.
Elo(U, V)] = E[p(X +Y, X —Y)]
r

1 z2 2
= oz +y,x—y)—e 3 dxdy
21

JR2
r 1 . 2 o 2
— | ety r—y)—e T dady
JR2 27T
[ 1 u2+

= ) gp(u,v)ﬂe_ £ dudv
par le changement de variables ® : R? — R?, ®(z,y) = (u,v), ot u =z +y, v =z —y. Ici,
|Jo| = 2. .

Donc fwvy(u,v) = ﬁe’x =, Pour trouver la densité de la loi marginale U, il suffit
d’intégrer fy,) par rapport a v :

for(u) = J Fw (s 0) dv — %4?

De méme, fy(v) = %6_%. Donc X ~ N(0,2) et Y ~ N(0,2). En plus, pour tout
(u,v) € R fuv)(u,v) = fu(u)fv(v), et done U et V sont indépendantes.

3

Corrigé de I’exercice 9
1. Si f est une densité, alors par le théoreme de Fubini-Tonelli

1= f(z,y) dxdy

R2

= J Ce_x_y:n-{0<m<y<+oo} (ZE, y) de‘dy
R

2
0 Y
c| e f e “dxdy
0 0
c
5
Donc ¢ = 2.



2. La densité f(xy) ne peut pas s’écrire comme le produit d’'une fonction en x et une
fonction en y, donc X et Y ne sont pas indépendantes.

3. On cherche les dénsité de lois marginales

fx(ﬂf) = J 26_x_y]l{0<x<y<+oo} (Ia y) dy
R
o0

= 2e "lpx (x)J e Ydy

= 26_2“”]1@ (x).

et
fY(y) = f 26_w_y1]-{0<x<y<+oo} ('Ia y) dx
R

v
= 2¢ Y1« (y)J e “dx
’ 0

=2e7(1— e ) 1gx ().

En particulier, les deux lois ne sont pas indépendantes, car fixy) # fx fy.
X suit la loi exponentielle de parametre 2.

4. On applique le théoreme de Fubini-Tonelli a

P(y > QX) = J 2€7x7y]l{0<a:<2a:<y<+oo} (%, y) dl’dy

R2
e}
= QJ e_xf e Ydydx
R 2x

= QJ e 3 dy
R
2

3

Corrigé de I’exercice 10

1. Oui, X et Y sont indépendantes, car f(x,y) peut s’écrire comme produit d'une
fonction de x et d’une fonction de y. En particulier, X ~ exp(1) et Y ~ exp(1).

2. Soient U = X +Y et V = X/Y. On note que U et V sont des variables positives.
Soit ¢ une fonction continue et bornée,

E[p(U, V)] = E[p(X + Y, X/Y)]

= J e+ y, —)e @ dady
(®)? y



On utilise le changement des variables ® : (R*)? — (R*)? ®(z,y) = (u,v) ou

u = x+y et v = x/y La valeur absolue de son jacobien est |Jg| = % et son
inverse est ®(u,v) = (ffv, HLU) Il s’agit bien d'un C' difféfomorphisme. Par le

théoréme de changement des variables,
Elp(U, V)] = E[p(X +Y, X/Y)]

2
= J gp(m + Y, E)ef(fEer)y_
(R* )2 Yy r+y y

T+ vy
2

dxdy

u
= o(u,v)e " ——— dudv
J;R’W (u, ) (1 +v)?

Donc par la méthode des fonctions test, on conclut que

—u u

fow)(u,v) = Lgxyp(u,v)e At op

0
E[U?] = J ule ™ du = T'(4) = 3! = 6.

+

Par contre, E[|[V]] = oy dv n'est pas finie (par critere de Riemann) et donc V/

n’admet pas des moments.

Corrigé de I’exercice 11 1. On suppose que X et Y suivent des lois gaussiennes
au sens large : soit des lois gaussiennes classiques, soit des lois presque stirement

. 2g
constantes. Dans les deux cas, les fonctions caractéristiques sont de la forme eibh—5~
On regarde la fonction caractéristique de la variable aléatoire a X + bY :

_ (o'%a2+0'%b2)§2
2

Doxspy () = Pax (6)Pyy (€) = Dy (al)D(bE) = ellarrFbu2)s

et donc soit aX +bY = N (ap; + bus, oia® + 03b?) (si la variation est non-nulle) soit
aX + bY est presque strement égale a la constante ap; + bus.

2. (a) En prennant b = 0, puis a = 0, alors on obtient par définition que X et Y suivent
des lois gaussiennes ou p.s. constantes.



(b) Soit ¢ € R%. On note & = (&1, &). La fonction caractéristique de (X,Y") est

O(xy) () = B[l &) (V)]
= ]E[ei(flirsz)]

= (I)E1X+52Y(1)'

On rapelle que £&.X + &Y est une loi gaussienne ou p.s. constantes. Sachant que

E[&X + &Y ] = SE[X] + SE[Y]
Var(6,X +&Y) = EVar(X) + &EVar(Y) — 266Cou(X,Y)

alors
B E2Var(X)+£2Var(Y)—2¢1 69 Cov(X,Y)
2

D(xy) (&) = NG EX]+EE[Y])

(¢) L’implication directe est toujours vraie.
Lorsque Cov(X,Y) = 0, alors par (b), ®xy) = ®xPy et donc X et ¥ sont
indépendantes.

3. La variable aléatoire Y la loi A/(0,1) : pour tout ¢ € R,

Fy(t) =P(Y <t)
—P(X<t,B=1)+P(X >—t,B=—1
=PX<t)P(B=1)+P(X = —t)P(B = —1)
SEx(t) + (1~ Fx(~1)
= Fx(t)

par la parité de fx.

Les lois X et Y ne sont pas indépendantes : P(X € [0,1],Y € [3,4]) = 0, tant que
P(X €[0,1]) £ 0et P(Y € [3,4]) £ 0.

Par contre, sachant que X et B sont indépendantes, on trouve

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = E[X2B] = E[X]|E[B] = 0,

ou a la fin on a utilisé le fait que E[B] = 0.



