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Question 1. On considére une application f : U C E — F entre espaces vectoriels normés, un élément a € U et
un élément v € E. Donner la définition de la dérivée de f en a dans la direction v (quand elle existe).

lim ~ (fa + ) - (@)

Question 2. Soient deux applications f : R? - R? et g : R® — R* et soit @ € R%. Déterminer si les affirmations
suivantes sont vraies ou fausses?

. DLapplication f est différentiable en a donc toutes ses dérivées partielles en a existent. VRAI/FABX

. Dapplication f admet en a des dérivées dans toutes les directions donc elle est différentiable en a. ¥RAHFAUX

« Si f et g sont différentiables, on a D,(go f) =DggoDgf . VRAT/FAUX
3 0 3 0

. Sig est de classe €2 alors %}"SBZ = z?z%ﬁ ) VRAI/FAUX

Question 3. On considére l'application f : JM,(R) — J(,(R) définie par f(M) = M?>. Montrer qu’elle est
différentiable sur J(,,(R) et donner sa différentielle.

Pour toute paire M, H € Jil,,(R) de matrices, on a
f(M+H)=(M+H)>=M>+HM?+ MHM + M>H + H*M + HMH + MH? + H® .
Pour toute matrice M € Jl,(R), I'application ¢ : H € J,(R) —» HM? + MHM + M?H € J,(R) est linéaire et

continue (espaces vectoriels de dimension finie). En utilisant la norme d’algébre ||A|| := /tr(*AA), on a
= |H*M + HMH + MH? + H?|| < L (IHIPIMI + W HIMIE] + IMIEIP + HP) = 3IH M|+ 1H?
I H]| IH]| - '
En posant I'application
1
e(H) = THl (H?M + HMH + MH* + H?) ,

on a
f(M + H) = f(M)+ ¢(H) + || Hl|le(H)

avec &(H) tend vers 0 quand ||H|| tend vers 0. Ceci montre que |'application f est différentiable sur tout J(,(R) et

que sa différentielle en M € J(,,(R) est |'application linéaire

Dy f(H)= HM? + MHM + M*H .

Question 4. On considére 'application f : R? — R? définie par f(x,y) = (x%cosy, 3*) .

(1) Calculer la matrice jacobienne J, ,)f de f .

2xcosy —x%siny

Janf = ( 3*yIn3 3%xIn3




(2) Soit g : R?> - R une application de classe 6! sur R2. Calculer les dérivées partielles de g o f de deux
maniéres : d’abord directement puis avec la question précédente.

Le calcul direct donne

6(g o f) 0g 9 g ,
— = 2 — Xy Xy 1 vs xy ¢
Ox (x,y) xcosyax(x cosy,3*) + 3 yn36y (x*cosy,3%) e

4] 9 5

00— i 25 ) 3710328 ).

On peut aussi obtenir ce calcul en multipliant le matrices jacobienne de f et de g.

2 .
_ _( 98 (.2 g (.2 2xcosy —x“siny
T8 0 F) = It conyang X iy f = (55 (1% cosy,3%) 5 (x* cosy, 37) )( 39yIn3  3%xIn3 )

= ( 2x cosyZ—i (x?cosy, 3¥) + 3y 1In 3g—§ (x%cosy,3%)  —x? sinyg—i (x%cosy, 3%) +39x1In 32—5 (x%cosy,3%) . )




