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Exercice 1.

Exercice 2.

. . 20+ 2p1 —p2

Nous avions posé a(p1, p2) = —
P2
Pour calculer la dérivée partielle de v par rapport a po, on fixe la variable p; et on dérive la fonction
en po. Dans ce cas, la fonction « est une fonction de la forme UEpQ; ot u(pz) =20+ 2p; — p2 et
v\p2

v(p2) = 3p2. On a alors

da  vov—uv  (=1) X 3p2—3x (204 2p; — p2) 10+ p1

— = 5 = 5 =1(-2) s— <0].

Op2 v (3p2) 3p3

Comme le signe de cette dérivée partielle est negatif, on sait que si py croit, alors « décroit. Dans
le contexte de ’énoncé cela signifie que si le prix de la lessive augmente, on n’en utilise moins
(dans le cas 1). Etonnant, non ?

Sipr =2et pp =5, onestdans le cas 1 : 2p; =4 < 15 = 10 + po. Dans ce cas, la quantité
d’adoucissant achetée, pour une utilitée maximale, vaut

10-2 11
x{wzipl—’_p? =|— |22
3p1 6

Et la quantité de lessive achetée vaut

oM =202 (V19
2 3p2 15 ’

Ce qui signifie que ’on utilise un peu plus d’adoucissant que de lessive.

Exercice 3.
Le calcul (sans calculatrice!) donne

f(=2)=[=86] , f(0)=[36] et f(1)=[-62].

On conclut I'exercice en utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires :

Comme la fonction f est polyndmiale, elle est continue sur R. Le théoréme des valeurs in-
termédiaires appliqué & la fonction f sur I'intervalle [—-2, 0] permet d’affirmer que toutes les valeurs
entre —86 et 36 sont atteintes (au moins une fois) par f sur [—2,0], en particulier 0. En utilisant
le méme argument sur Uintervalle [0, 1], on montre que la fonction f s’annule au moins une fois
entre 0 et 1. (Faites un dessin, méme grossier, de la fonction f pour vous convaincre qu’elle passe
par 0).

REMARQUE : Sans la calculatrice, on a pu montrer rapidement des résultats sur la localisation des
zéros de la fonction f.

Exercice 4.
Faites un dessin ! Un point fixe de la fonction f est un réel x pour lequel f(z) = z, cela correspond
a un point ou la courbe de f coupe la premiere bissectrice (¢’est-a-dire la droite d’équation y = z).



Posons ¢ la fonction [0, 1] — R définie par g(z) = f(z) — «. Pour conclure l’exercice, nous allons,
encore une fois, utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires & la fonction continue g sur [0, 1].
Comme g(0) = f(0) > 0 et g(1) = f(1) —1 < 0, alors on sait que g s’annule, au moins une fois,
entre 0 et 1. C’est-a-dire, il existe = € [0, 1] tel que g(z) = 0, soit f(z) = z.

ERRATUM : L’hypothese f croissante de I’énonce est inutile ici.

Exercice 5.

Comme, pour tout € R, on a e* > 0, la fonction f est définie sur R.

La fonction f est composée d’applications continues, elle est donc continue.
Soit x < y.

Comme la fonction z + 22 est croissante, on a 23 < y3.

Comme la fonction = +— —4x est décroissante, on a —4y> < —4a3.

. . _ 3 _ 3 N _ 3 _ 3
Comme la fonction z + e est croissante, on a e ¥ < e 4" don 1 —e ™ <14 e 4

. 2 L
Comme la fonction z — — est décroissante, on a
T

2 2

T = f@) <fW) =17 |

Ainsi, la fonction f est strictement croissante.

La constante d’Euler e vaut environ 2,7 donc g = 1,3. Comme f(0) = 1, lirf flx) = 2 et

comme la fonction f est croissante, on comprend pourquoi la fonction f ”passera par” la valeur g.
Pour justifier cela, nous allons utiliser le ... théoréme des valeurs intermédiaires. Pour pouvoir
Pappliquer, il nous faut un intervalle de la forme [a, b]. Prenons a = 0 et comme la fonction f tend
vers 2 en 400, on sait qu’il existe un réel b tel que f(b) > 1,9 par exemple. Le théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué & la fonction f sur [0, b] montre qu’il existe (au moins) un réel x tel que

fl) =%,

Comme la fonction f est strictement croissante, on peut appliquer le corollaire du théoreme des

valeurs intermédiaires pour conclure qu’un tel x est unique.

Exercice 6.
RAPPEL : On rappelle les régles de calcul suivantes :

On a

RAPPEL : On rappelle les régles de calcul suivantes :

In(eX) = e = x | ln(%)zlna—lnb , In(ab)=Ina+Inb , In(a®) =blha.



1 1 1
In(e2) + In (§>+ln(4\/§)—ln2 = 5—1n2+1n4+1n\/§—ln2

1 1

= 5—1n2+1n22+1n22—1n2
1 1

= ——In24+2n2+-In2—-1In2
2 2
1

Exercice 7.

(1) Posons X = e*. Comme e?* = (e*)? = X2, 'équation (1) devient 2X? — 9X + 7 = 0. Ce
polynéme admet une racine simple X = 1 (pas besoin donc d’utiliser le discriminant A). Le
polynéme 2X2—9X +7 se factorise de la maniere suivante : 2X2—9X+7 = (X —1)(2X —7).

Les deux solutions en X sont X =1 et X = %

. . N 7
Dans le premier cas, on a e = 1 d’out z = 0. Et dans le deuxieéme cas, on a e = 3

7
outz=In(-=].
d’ou x n(2)

7
Finalement, les solutions de I’équation (1) forment ’ensemble {0, In <§> }

(2) Comme les deux membres de I’équation (2) sont strictement positifs, on peut les composer
par le logarithme néprien, ce qui donne

x z?2 T z2 2
59 =3" <= In(5")=In(3") <= zln5=2"In3 <= z(xIn3 -1nb) =0.

Inb
Les solutions de I’équation (2) sont {0, 12—3}

(3) Remarquons déja que les deux membres de I’équation (3) n’ont un sens que pour x > 0.
On utilise la méme méthode que précédement. On a

T T 1 T
V=" = @@V =h(/z") < Vzlhz=zlnz=zhz? :§1na:

— lnx(\/——g):O

x
Silnz =0, ce implique £ = 1 et x — 5= 0 est équivalent & \/x = 2 (en divisant par
Vv > 0), soit z = 4.

Les solutions de ’équation (3) sont donc | {1, 4} .



