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Il sera tenu compte dans le baréme du soin et de la rédaction. La clareté du raison-

nement et la concision des arguments seront pris en compte.

L’usage de la calculatrice et du téléphone portable est interdit.



Questions de cours.

Soit A un corps, montrer que anneau A[X] des polynémes & une variable & coefficients dans A

est un anneau principal.

Exercice 1.

Soit A un anneau commutatif, unitaire et intégre. Montrer que si A[X] est un anneau principal

alors A est un corps.

Exercice 2. On considére le sous-ensemble de Q suivant :

Zg::{%;an,k‘EN}.

Montrer que Zsy est un sous-anneau de Q. Est-il integre?

Déterminer 1’ensemble des unités de Zs. Montrer que le groupe des unités (Z5, *) de Zs
est isomorphe au produit cartésien Z/2Z x Z.

Un élément irréductible de Z est-il irréductible dans Zs ? Quels sont les éléments irréductibles
de Zs. En donner une famille de représentants.

Montrer directement a partir de la définition d’anneau factoriel que Zs est un anneau
factoriel.

Montrer que Zso est un anneau principal.

On considere I'inclusion naturelle i : Z — Zs.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Montrer que pour tout morphisme d’anneaux
f : Z — A tel que f(2) soit inversible dans A, il existe un unique morphisme d’anneaux
f: 7y — Atel que f= foi.

Soit p un nombre premier. On considére maintenant le sous-ensemble de Q suivant :

a

Zy ={3:iabeZptb},
ou p ne divise pas le dénominateur b.
Montrer que Z,) est un sous-anneau de Q. Déterminer les unités de Z ).
On considere I'idéal m, engendré par p = I{ dans Z,).
Montrer que m,, est un idéal maximal de Z ).

Montrer que m;, est I'unique idéal maximal de Z ).

Exercice 3.

On considére I'indicatrice d’Euler, ¢ qui définie par ¢(n) = |(Z/nZ)*|, c’est-a-dire le nombre

d’éléments inversibles de Panneau Z/nZ.

(1)
(2)
(3)

Montrer que ¢(n) est égal au nombre de nombres 1 < a < n premiers avec n.
Soit p un nombre premier. Montrer que p(p*) = p*~1(p — 1), pour tout k € N*.
Soit n > 2 un entier. Montrer que tout nombre a premier avec n vérifie

a"! = l[n]

[ V)



