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FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES 7

ARITHMETIQUE DES ENTIERS

Exercice 1.

Déterminer les triplets (a, b, c) € (N*)? tels que
ppem(a,b) =42 | pged(a,¢) =3 et a+b+c=29.
Exercice 2 (Algorithme d’Euclide et Théoreme de Bézout).

(1) Quel est le pged de 47 et 1117

(2) Déterminer deux entiers u et v vérifiant 47u + 111v = 1.
Exercice 3 (Congruences).

(1) Montrer que pour tout entier naturel n, 5 divise 2375 4 3n+1,
(2) Montrer que pour tout entier n, 30 divise n® — n.

(3) Quel est le reste de la division euclidienne de 162" par 77
Exercice 4 (Nombres de Mersenne, nombres de Fermat).

(1) Soient a > 2 et n > 2 deux entiers. Si ™ — 1 est un nombre premier, montrer que a = 2 et

que n est premier. Les nombres premiers de cette forme sont appelés nombres de Mersenne.

(2) Soit n € N*. Si 2" 4 1 est premier, montrer que n est une puissance de 2. Les nombres de

la forme Fj = 922" 11 sont appelés nombres de Fermat.
(3) Montrer que les nombres de Fermat {F} }ren sont premiers entre eux deux & deux.

(4) En déduire une autre démonstration du fait qu’il y a une infinité de nombres premiers.

Exercice 5.
Soit A la somme des chiffres de 44444444, écrit dans le systéme décimal, et soit B la somme des
chiffres de A. Que vaut C, la somme des chiffres de B?

Exercice 6 (Cas particuliers du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet).

(1) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 6n — 1, n € N*.

(2) Soit p > 5 un nombre premier. Montrer que 5 est un carré dans Z/pZ si et seulement si
p = =£1lpg
Indication : Utiliser la loi de réciprocité quadratique.

(3) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 10n — 1, n € N*.
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Probleme 1 (Nombres pseudo-premiers et nombres de Carmichael).

Le théoréme de Fermat affirme que si n est premier et si a An = 1, alors ¢! = () Le but

de ce probleme est de montrer que la réciproque est fausse.

Soit un entier a > 2. Un entier n est dit pseudo-premier en base a si n n’est pas premier et si

an ! = 1[n]

(1)

(2)

Sip > 2 est un nombre premier ne divisant pas a(a?—1), montrer que n = (a??—1)/(a%2—1)
est un nombre pseudo-premier en base a.
En déduire que pour tout entier a > 2, il existe un infinité de nombres pseudo-premiers

en base a.

Un entier n > 2 est appelé nombre de Carmichael si n n’est pas premier et si pour tout
entier ¢ premier avec n, ¢! = I
Sin = pips...pk, ou les p; sont des nombres premiers distincts, et si p; — 1jn — 1 pour
tout ¢, montrer que n est un nombre de Carmichael.

Réciproquement, montrer que tout nombre de Carmichael peut se mettre soous la forme
n = p1p2 ... Pk o les p; sont des nombres premiers distincts et ot p; — 1|n — 1 pour tout ¢
Indication : on pourra utiliser le fait que pour un groupe commutatif fini G, si p premier
divise le cardinal de G, alors il existe dans G au moins un élément d’ordre p.

Montrer qu’'un nombre de Carmichael a au moins 3 facteurs premiers.

Soit m = pgr un nombre de Carmichael & trois facteurs premiers p < ¢ < r. Si p est fixé,

montrer que ¢ et 7 sont bornés.



