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’CORRECTION DE LA FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES 3

Exercice 9 (Dérivés de polynémes).
On note R3[X] ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal & 3. Soit

(1)

Vi={PcRs[X]| (X +1)P —(2—-X*)P" =0}.

Montrer que Pensemble V' est un sous-espace vectoriel de R3[X].

On applique la proposition du cours de la maniére suivante.
e L'ensemble V' n'est pas vide : par exemple, le polynéme nul P = 0, appartient a V.

e L'ensemble V' est stable pour la somme : soient P,QQ € V, montrons que P+ Q € V.
Comme P,Q € V, on a

(X+1D)P —2-XHP"'=0 et (X+1)Q —(2—-X?)Q"=0.
D'ou
(X+1D)(P+Q) - 2-X)(P+Q)" =
(X +DFP +Q) - (2-X)(P"+Q") =
(X+D)P -2-X)P +(X+1)Q —(2—-XH)Q"=0.
Ce qui donne finalement P+ Q € V.

e L'ensemble V' est stable pour la multiplication par les scalaires : soient P € V et A € R,
montrons que AP € V. Comme P € V,ona (X +1)P' — (2— X?)P” =0. D'ou

(X +D)(AP) = (2 - X*)(A\P)" =

(X + AP — (2 XHAP" =

MX+1)P —2-XHP")=0.
Ce qui donne finalement AP € V.

En donner une famille génératrice.

Soit P = ag + a1 X + azX? + a3 X3 un polyndme de R3[X]. Ce polyndme appartient 3 V si
et seulement si

(X+1)P —(2-XHP' =
(X + 1)(a1 + 202X + 3a3X?) — (2 — X?)(2a3 + 6a3X) =
a; — 4a2 =+ (a1 + 20,2 — 12&3)X + (4&2 + 30,3)X2 + 9a3X3 = 0 .

Par identification, ceci est équivalent au systeme linéaire suivant

aq — 4a2 =0
a1 + 2ay — 12a3 =0
4CL2 + 3CL3 =0

9(13 =0

qui admet pour solution a; = as = a3z = 0. Le sous-espace vectoriel V' est donc égal au sous-
espace vectoriel formé des polynémes constants : V = {ag € R3[X] | ag € R}. Par exemple,
{1} en est une famille génératrice. (C'est méme une base.)




