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FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES 3

ESPACES VECTORIELS ET COMBINAISONS LINEAIRES

Exercice 1 (Q vs R).

On considere ’addition et la multiplication usuelles sur Q et R.

(1) Est-ce que Q est un espace vectoriel sur R ?

(2) Est-ce que R est un espace vectoriel sur Q?
Exercice 2 (R?).

(1) A quelle condition une droite du plan (R2) est-elle un sous-espace vectoriel ?

(2) L’union de deux droites distinctes passant par 0 forme-t-elle un sous-espace vectoriel de
R2?

(3) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de R? ?
Exercice* 3 (R?).!
(1) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de R3 ?
(2) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de R3. Donner une condition nécessaire et

suffisante pour que I'union F' UG de F et G soit un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice* 4 (Applications vers un espace vectoriel).
Soit A un ensemble et soit (E,+,.) un espace vectoriel sur R.

Montrer que ’ensemble E4 des applications de A vers E, muni des opérations suivantes

f+9 + A—=FE ot \Nf : A—E
z— f(z) +g() z = A\ f(z)

forme un espace vectoriel.

Exercice 5 (Sous-espaces vectoriels d’applications).

(1) Montrer que l'ensemble C(R) des applications continues de R vers R est un sous-espace

vectoriel de I’espace RF des applications de R vers R, cf. exercice précédent.
(2) Montrer, de deux manieres différentes, que 1’ensemble
{f*R—=R|f(1)=0}

des applications de R vers R qui s’annulent en 1 est un espace vectoriel pour les opérations

usuelles.
(3) L’ensemble des fonctions réelles, c’est-a-dire de R vers R, paires est-il un espace vectoriel

pour les opérations usuelles 7
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Exercice 6 (Systeme linéaire I).

Soit S I'ensemble des solutions du systeme x —y + 2 =0 :
S:={(v,y,2) €R? |z —y+2=0}.
(1) Montrer que 'ensemble S est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) En donner plusieurs familles génératrices.
Exercice* 7 (Systéme linéaire II).

2y=0
Soit S I'ensemble des solutions du systeme T2y ’
2y+2=0
S:={(z,y,2) eER® |z +2y=0et 2y +2 =0} .
(1) Montrer, de deux manieres différentes, que ’ensemble S est un sous-espace vectoriel de
R*.
(2) En donner une famille génératrice.
Exercice 8 (Combinaisons linéaires).

On considere les vecteurs suivants de R*

vy :=(1,2,3,0), wve:=1(0,1,2,3), et wv3:=(2,3,4,—-3)
ainsi que les familles
Fy:={v1}, Fy:={v1,v}, et F3:={vi,v2,v3}.
On considére les vecteurs suivants
wy = (1,1,1,1), wy:=(1,-1,1,-1), w;:=(-3,—4,-5,6) .
(1) Est-ce que le vecteur wy (respectivement wy et ws) est une combinaison linéaire de Fy, Fy
ou F37?
(2) Déterminer les sous-espaces vectoriels Vect(Fy), Vect(Fy) et Vect(F3).
(3) Déterminer toutes les maniéres d’écrire les vecteurs (1, 3,5, 3) et (0,0,0,0) comme combi-
naisons linéaires de F3.
Exercice 9 (Dérivés de polynomes).
On note R3[X] 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal & 3. Soit
Vi={PeR3[X]| (X +1)P' —(2—X*P" =0}.
(1) Montrer que I'ensemble V est un sous-espace vectoriel de R3[X].
(2) En donner une famille génératrice.
Exercice* 10 (Familles génératices de polynomes).

Soit R,,[X] lensemble des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal & n. Donner
plusieurs familles génératrices de R, [X].
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