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FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGÉS 9

FORMES BILINÉAIRES ET PRODUITS SCALAIRES

Exercice 1 (Formes bilinéaires de Rn).

On considère les applications suivantes{
Φ1 : R× R → R

(x, y) 7→ π.xy ,{
Φ2 : R2 × R2 → R(

(x1, x2), (y1, y2)
)
7→ π.x1y1 + 2.x1y2 − x2y1 + 3.x2y2 ,{

Φ3 : R3 × R3 → R(
(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)

)
7→ 2x1y1 + x2y2 + x1y3 + x3y1 + x2y3 + x3y2 + 2x3y3 ,{

Φ4 : R4 × R4 → R(
(x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3, y4)

)
7→ x1y3 + 2.x1y1 − x2y1 − 2.x1y3 + 7x1y4 .

(1) Montrer qu’il s’agit de formes bilinéaires.

(2) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice associée dans la base canonique.

(3) Déterminer si elles sont dégénérées.

(4) Déterminer si elles sont symétriques.

(5) Pour celles qui sont symétiques, déterminer si elles sont définies positives.

(6) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice représentative dans les bases respectives

suivantes

{2}, {(1, 1), (1, 2)}, {(1, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}, {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 0) (0, 1, 1, 1)} .

Exercice 2 (Produit scalaire sur M2(R)).

On travaille dans l’espace vectoriel M2(R) formé des matrices de taille 2 × 2. On considère l’ap-

plication {
〈-, -〉 : M2(R)×M2(R) → R

(A,B) 7→ 〈A,B〉 := tr(tAB) .

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme bilinéaire.

(2) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur M2(R).

(3) Décrire la norme associée à 〈-, -〉.
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Exercice 3 (Produit scalaire sur C([0, 1])).

On travaille dans l’espace vectoriel C([0, 1]) formé des applications continues f : [0, 1] → R de

l’intervalle [0, 1] vers R. On considère l’application
Φ : C([0, 1])× C([0, 1]) → R

(f, g) 7→
∫ 1

0

(1 + t)f(t)g(t)dt .

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme bilinéaire.

(2) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur C([0, 1]).
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