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Exercice 1 (L’espace vectoriel normé des polynômes). Sur l’espace vectoriel R[X] des polynômes à coef-
ficients réels, on considère

‖P‖ B
+∞∑
n=0

�����
P(n)(0)

n!

�����
.

(1) Montrer que ‖ − ‖ est une norme de R[X].
L’application ‖− ‖ : R[X]→ R+ est bien à valeur réelle positive. On remarque que, pour tout polynôme
P(X) = a0 + a1X + · · · + anXn + · · · + amXm, on a

P(n)(0)
n!

= an et donc ‖P‖ =
m∑
i=0

|ai | .

(a) On a l’équivalence suivante

‖P‖ =
m∑
i=0

|ai | = 0 ⇐⇒ ∀i ∈ {0, 1, . . . ,m}, ai = 0 ⇐⇒ P = 0 .

(b) Pour tout polynôme P ∈ R[X] et tout λ ∈ R, on a

‖λP‖ =
+∞∑
n=0

�����
λP(n)(0)

n!

�����
= |λ |

+∞∑
n=0

�����
P(n)(0)

n!

�����
= |λ |‖P‖ .

(c) Pour tout P,Q ∈ R[X], on a

‖P +Q‖ =
+∞∑
n=0

�����
(P +Q)(n)(0)

n!

�����
=

+∞∑
n=0

�����
P(n)(0) +Q(n)(0)

n!

�����
6
+∞∑
n=0

�����
P(n)(0)

n!

�����
+

+∞∑
n=0

�����
Q(n)(0)

n!

�����
= ‖P‖ + ‖Q‖ .

(2) Soit n ∈ N. Est-ce que l’application

un : R[X] → R

P 7→ P(n)(0)
est continue ?

On remarque que, pour tout polynôme P ∈ R[X], on a
�
P(n)(0)�

n!
6 ‖P‖ ⇐⇒ ���P

(n)(0)��� 6 n!‖P‖ .
Comme l’application un est linéaire, cela implique qu’elle est lipschtizienne et donc continue, par
théorème du cours.

(3) Est-ce que l’application dérivée

d : R[X] → R

P 7→ P′

est continue ?

Encore une fois, on remarque de cette application d est linéaire. Supposons par l’absurde qu’elle soit
continue, cela signifierait qu’il existe une constante C > 0 telle que

∀P ∈ R[X], ‖P′‖ 6 C‖P‖ .
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En considérant les monômes Pm B Xm, on voit qu’on aurait alors
�
P′m

�
=
�
mXm−1

�
= m 6 C‖Pm‖ = C ,

pour tout m ∈ N∗. D’où la contradiction et le fait que l’application dérivée d n’est pas continue pour
la norme ‖ − ‖ .
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