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Exercice 1 (Laplacien en coordonnées polaires). Soit f : R? — R une application de classe €2 sur R
L opérateur laplacien est Papplication R? — R suivante

_o%f  0%f
Af = W + W

(1) Montrer que la fonction «coordonnées polaires»

®: R*"XR — R?
(p,0) — (pcosé, psinb)

est de classe B!,

A 0 fixé, les deux fonctions pcos@ et psin@ a variable p sont de classe €', c'est-a-dire dérivables
a dérivées continues. De la m&me maniére, a p fixé, les deux fonctions pcos@ et psin@ a variable 8
sont de classe 6*, c’est-a-dire dérivables & dérivées continues. La fonction ® admet donc des dérivées
partielles, qui sont de plus continues; elle est donc de classe B*.

(2) Calculer la matrice jacobienne de la composée f o @ .

La fonction f est de classe &2 donc elle est différentiable. Comme la fonction @ est elle aussi diffé-
rentiable, c'est encore le cas de la composée f o ®. On sait que la matrice jacobienne de la composée
f o @ est égale au produit des matrices jacobiennes de f et de @ respectivement. On commence par
calculer la matrice jacobienne de @ :

oD, oD,
—(p.0) —(p0
o (p.60)  —(p.6) _(

D, D,
—(p,0) —=(p0
p (p. 0) 50 (p. 0)

cos —psinf
J(p’g)q) = )

sinf pcosé

En utilisant la matrice jacobienne de f

0 0
T f = (é(x, y) a—J;(x, y)) ,
on obtient au final

af . of . cosd —psinf
Jp.0)(f © @) = J(pcos0.0sin0)fJp.0)® = (a(p cos 6, psin 6) 5(1) cos 6, psin 9)) ( P )

sinf pcosf

0 0 0 0
= (cos Ha—f(p cos 6, psin 0) + sin Ga—f(p cos 6, psinf) —psin Ha—f(p cos 6, psin @) + p cos Ga—f(p cos 6, psin@)| .
X y X y

REMARQUE : Si on écrit (f o ®)(p,0) = f(pcos 8, psin ) alors on voit que

d(f o D)

(p,0) = cos Ga—f(p cos 6, psin 0) + sin Ga—f(p cos B, psin ) .
ap ox dy




(3) Calculer le laplacien en coordonnées polaires, c’est-d-dire calculer (Af) o ® en fonction des dérivées
partielles d’ordre 1 et 2 de f o ®.

On commence par remarquer que la fonction @ est de la classe €2 par les mémes arguments qu'a la
question (1). Les dérivées partielles d'ordre 2 de f o @ existent donc et sont égales a

2
m(p, 0) = i m (p,0) = i cos Gﬁ(pcos 0, psin 0) + sin Hg(pcos 0, psin0)| (p, 0)
0 p? 0p 0 dp 0x Oy
2 2 2
= (cos H)Qa—f(p cos 6, psin @) + 2 cos Osin 0 of (pcosb, psinB) + (sin 9)28—f(p cos 6, psin @) ,
0x2 0x0y 0y?
9*(f o @) d(f o ®)

- _ 9 109 (0o osi 00F sh o
390 (p, )_ap( 50 )(p,@)—ap( psmH (pcosG,p51n9)+pcos@ay(pcose,psmﬂ))(p,@)

af 32f 0 O%f :
:—51n9—(p(3059 psin @) — pcos&sm@ 5 (pcos B, psinb) — p(sin 0) 320 (pcosb, psin 0)+
Xoy

of : 2 32f . 9 f :
cos 0 =—(pcos B, psin ) + p(cos H) (pcosb, psin@) + pcos 6 sin 0 —=(p cos b, psin 6)
Oy 0xdy 0y?

0 0 0?
= —sin O—f(p cos 6, psin @) + cos G—f(p cos 6, psin @) + p cos 20 S (pcosb, psin B)
ox ay 0xdy

02 02
pcosBsinf —f(p cos 6, psin @) — —f(p cos 6, psin )
0y? 0x2

0%(f o D)

gz P9 =54 (6(1’ (D))

0 0
(p,0) = —psin H—f(p cos 6, psin @) + p cos G—f(pcos 0, psin )| (p, 6)
a0 0x ay
2

A (pcos b, psin B)

_ of : 2 20 f : 2 L0
= —pcosHa—(pcosé?,psmG)+p (sin 6) —Q(pcose,psmﬁ) +-p cosHsmG(9
X

2
(pcosH psinf) + p (c059)2—f(p0050 psin 6)

0
—pbln@—f(pCObg psinf) — p? 005951119
2

0xdy

0 0
= —pcos H—f(p cos 6, psin 6) — psin G—f(p cos 6, psin @) — 2p% cos @ sin 0 (pcos b, psin )

+p (sm@)z—f(pcose psinf) + p (cos@)2 f(pcos@ psing) .

2 2
(Comme la fonction f est de classe 62, on sait que ;x—gy = % et comme la fonction f o @ est de

2 H2 (fod) _ 62(1"0(1)) . .
classe 672, on sait que 500 = —goap. Par le lemme de Schwarz.) Le laplacien en polaire est donc

égal a
(Af) o @) (p, 0) = zzé(pcosﬁ psin @) + 82];(,00050 psin @)

P(fod) - 1i(fod) L O(fo®)
=| T 0O+ ST )+

,0) | .
02 > op (0, 0)

Bonus : Pour aller plus loin, on pourrait s’amuser a calculer le laplacien
9? f 9? o°f *f
6x2 8y? W 072
d’une application f : R® — R de classe 62 en coordonnées sphériques
Y: R™xR? — R3
(p,60,9) 1+ (pcos@cose, psindcosg, psing) .
2]

Af = —=



