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Avant-propos

L’algèbre linéaire est un langage universel qui sert à décrire de nombreux
phénomènes en mécanique, en électronique, et en économie, par exemple. Il
n’est donc pas étonnant de retrouver cette matière enseignée au début de
nombreux cursus universitaires car elle est nécessaire pour pouvoir exprimer
des concepts plus avancées les années suivantes. Ainsi il est crucial pour un-e
étudiant-e d’en maîtriser son vocabulaire et sa grammaire au plus tôt. Pour-
tant, même si elle est un domaine des mathématiques, il n’est pas nécessaire
d’être un-e mathématicien-ne averti-e pour l’apprendre, fort heureusement.

Ce cours entend essayer d’apprendre cette belle langue qu’est l’algèbre li-
néaire à tout-e étudiant-e sans aucun prérequis (ou presque) en mathématique.
D’ailleurs, un premier chapitre est là pour rappeler certains notions algébriques
élémentaires au besoin. En particulier, il n’est pas nécessaire de connaître le
langage formelle des démonstrations. Ce livre n’est donc pas à proprement
parler un livre de mathématiques; les livres des mathématiciens sont écrits de
manière différente. Ce livre est plus un livre accessible sur les mathématiques
et, surtout, il entend s’adresser à un très large public d’étudiant-es pas forcé-
ment mathématicien-nes !

Par exemple, il n’y a, dans le corps du texte, presque aucune démonstration,
pour ne pas effrayer le lecteur et ralentir la maîtrise des différents objets en
jeu. Ce cours a la forme suivante : les nouvelles notions sont d’abord définies,
elles sont toujours motivées par des exemples, souvent géométriques car on
peut facilement forger son intuition sur des dessins, même élémentaires. Leurs
propriétés sont ensuite énoncées sous forme de théorèmes (on ne se refait pas
complètement). Les démonstrations techniques ne sont pas présentes dans le
corps du texte (mais elles figurent dans un appendice à la fin du livre, pour une
étude plus avancée ou pour des étudiant-es mathématicien-nes). Par contre, on
s’efforce de convaincre le lecteur de ces propriétés, à nouveau sur des exemples.

De nombreux exercices de tous niveaux émaillent le texte. Plutôt que de
présenter aux lecteur-trices une litanie d’exercices souvent similaires, ce livre
propose des exercices bien choisis sur les notions principales. Ces derniers sont
situés à l’endroit où le lecteur ou la lectrice a les armes nécessaires pour en
venir à bout. La lecture de ce cours peut et doit donc se faire en continu sui-
vant le schéma Définition-Propriétés-Exercices. Le lecteur ou la lectrice est très
fortement invité-e à chercher les exercices au moment où ils apparaissent dans
le texte. Ils permettent d’assimiler la notion étudiée. Rappelons que l’on n’ap-
prend des mathématiques qu’en faisant des exercices, c’est-à-dire en triturant
les objets mathématiques dans notre cerveau pour bien en digérer les contours.
Au bout d’un certain temps, non réduit à zéro, on peut consulter la solution
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qui se trouve à la fin du chapitre. Elle peut servir d’aide, si on n’arrive pas
à faire l’exercice, ou de vérification, si on pense avoir trouvé ce dernier. Les
solutions sont toutes rédigées entièrement. Cela vous permettra, étudiant-es,
d’apprendre comment on doit rédiger une copie d’examen, avec les principaux
éléments de réponse soulignés ou encadrés, par exemple.

Puisque l’on parle de choses qui fâchent, les examens, un second appendice
contient les annales entièrement corrigées des contrôles continus et de l’exa-
men final d’un cours donné en L2-MASS à l’université Nice Sophia Antipolis
entre 2011 et 2014. Encore une fois, le but avoué est de vous permettre de vous
préparer au mieux à vos épreuves. (Les mathématiques étant par nature intem-
porelles, il y a fort à parier que vos examens en 2050 ou au-delà ressemblent
fortement à ceux-ci.) L’auteur de ce cours peut maintenant rêver de vous voir,
ami-es lecteur-ctrices, décrocher la note maximale. À vous de jouer !

Enfin, petit partage d’expérience : toute personne qui découvre l’algèbre
linéaire est un peu désarçonnée au début par le côté abstrait et donc nouveau
de ce langage. Accrochez-vous ! Car, au fur et à mesure que vous progresserez
dans ce cours, les notions précédemment vues vous paraîtront de plus en plus
naturelles, un peu comme la méthode Assimil. À la fin, si vous avez bien
travaillé, l’algèbre linéaire deviendra comme une langue étrangère : vous la
parlerez couramment sans vous souvenir comment vous l’avez apprise. (Et ce
n’est pas le cas de tous les domaines des mathématiques ...) Du point de vue
des études, cela présente un gros avantage, vous n’aurez presque pas besoin
de réviser avant l’examen final ! (À l’inverse, si vous n’avez pas travaillé de
manière continue, il sera presque impossible de tout assimiler la veille.) À bon-
ne entendeur-se et bonne lecture.
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Introduction

Le modèle économique de Leontief (prix Nobel d’économie en
1973). Essayons de modéliser mathématiquement l’économie d’un pays, par
exemple, la France. On mesure des quantités qui nous intéressent : le nombre
d’ouvriers, la production de blé, de charbon, d’acier et de bois, par exemple.
Nous avons là 5 paramètres qu’il est facile d’écrire en colonne dans un tableau :

0

BBBB@

ouvriers
blé

charbon
acier
bois

1

CCCCA
=

0

BBBB@

x
y
z
u
t

1

CCCCA
:

D’une année à l’autre, ces quantités varient.
0

BBBB@

x
y
z
u
t

1

CCCCA
7−→

0

BBBB@

x ′

y′

z′
u′

t ′

1

CCCCA

2020 2021

Ce que l’on veut comprendre c’est la fonction de transition qui permet de
calculer les nouvelles quantités en fonction des anciennes. Si on suppose que
cette fonction de transition reste constante au cours du temps, c’est-à-dire
qu’elle ne change pas d’une année sur l’autre, on peut alors l’itérer et faire
de la prospective. Par exemple, en l’itérant 10 fois, on obtiendrait les données
économiques de la France dans 10 ans.

2020 7−→ 2021 7−→ 2022 7−→ 2023 7−→ · · · 7−→ 2030 :

Il se peut, par exemple, que le nombre d’ouvriers évolue de la manière
suivante :

x ′ = 1; 2x + 0; 3xy − 3xu2 ;

où le premier terme 1; 2x représente l’augmentation propre de la population
d’ouvriers par reproduction en fonction du nombre initial (+20%), le deuxième
terme traduit la variation de la population en fonction de la nourriture dispo-
nible et le dernière terme vient de la pollution engendrée par l’acier. Au final,
nous aurons là 5 fonctions, une pour chaque variable, qu’il faudra étudier toutes
ensemble ! Or, cela peut s’avérer très difficile, même pour un-e mathématicien-
ne chevronné-e.
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Faisons alors l’hypothèse que le phénomène que nous étudions est linéaire,
comme c’est parfois le cas dans la nature 1. Cela signifie que si on double (res-
pectivement triple ou, plus généralement, multiplie par un nombre quelconque)
les valeurs initiales, alors les valeurs finales seront elles-aussi doublées (respec-
tivement triplées ou, plus généralement, multiplier par un nombre quelconque).
Dans ce cas la fonction de transition est une application linéaire. Et c’est tout
le but de ce cours d’expliquer ce que cela signifie.

Essayons d’appréhender un peu ce que cela implique. D’abord, il ne peut
y avoir que des termes de la forme 2x + 1; 2y − 3u dans les formules donnant
les quantités x ′; y′; : : :. En effet, les termes comme 0; 3xy ou −3xu2 ne sont pas
linéaires : 0; 3(2×x)(2×y) = 4× (0; 3xy) 6= 2× (0; 3xy). On peut donc ranger
les coefficients définissant la fonction de transition dans un tableau comprenant
5 lignes et 5 colonnes :

0

B@
2 1; 2 0 −3 0
...

. . .

1

CA

C’est ce que l’on appelle une matrice. On peut facilement multiplier les matrices
avec des colonnes de nombres. Si on multiplie la matrice associée à la fonction
de transition par la colonne des valeurs initiales, on trouve les valeurs de l’année
suivante. 0

BBBB@

x ′

y′

z′
u′

t ′

1

CCCCA
=

0

BBBBB@

2 1; 2 0 −3 0
...

. . .

1

CCCCCA

0

BBBB@

x
y
z
u
t

1

CCCCA

Simple non ? On peut aussi multiplier les matrices entre elles. Et si on multiplie
la matrice de transition M avec elle-même, on obtient la loi de transition pour
une période de deux ans. Et ainsi de suite, la puissance 10e de la matrice M ,

M 10 = M × · · · ×M| {z }
10 fois

;

donne la loi de transition sur 10 ans. Un autre but de ce cours sera de fournir
des méthodes algébriques pour calculer les puissances de matrices, notamment
en les réduisant.

1. Mais pas toujours. L’exemple le plus célèbre des problèmes mathématiques non-
linéaires est celui des équations de Navier–Stokes qui régissent les fluides en mouvement.
Problème ô combien important pour ses multiples applications concrètes. Aujourd’hui en-
core, personne ne sait les résoudre complètement ! On arrive juste à décrire des solutions
approchées. D’ailleurs, un prix d’un million de dollars a été créé par l’institut Clay pour qui
arriverait à les résoudre. Alors, motivé-e ?
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Dimension. Le notion de dimension est une des plus profondes des mathé-
matiques. La dimension d’un objet mathématique est le nombre de paramètres
qu’il faut se donner afin de le décrire fidèlement.

Par exemple, il faut et il suffit de 2 coordonnées pour décrire la position
d’un point dans le plan (l’abscisse et l’ordonnée) ou sur la terre (la longitude
et la latitude). Nous disons donc que le plan et la surface de la terre sont des
objets de dimension 2. De même, pour décrire un point de l’espace ambiant,
il nous faut 3 nombres : à l’abscisse et à l’ordonnée, on y ajoute la hauteur.
L’espace est donc de dimension 3. Nous connaissons bien ces objets ; c’est dans
le plan, sur la terre ou dans l’espace que nous faisons de la géométrie depuis
toujours. On sait bien se les représenter et travailler dedans. Par exemple, la
géométrie euclidienne nous fournit un moyen de mesurer les distances ; on peut
ainsi savoir si deux points sont loin l’un de l’autre.

Le modèle économique sus-mentionné est lui de dimension 5. Il pose le pro-
blème de faire la géométrie euclidienne en dimension supérieure à 3. La diffi-
culté conceptuelle, que nous avons ici, tient au fait que nous sommes incapables
de nous représenter mentalement de tels espaces de dimension supérieure. Et
pourtant, ils existent, la preuve. Si nous pouvions définir une notion de dis-
tance entre les points de tels espaces, nous pourrions comparer les économies
de la France et de l’Allemagne par exemple. En effet, la distance entre les deux
points à 5 coordonnées qui décrivent respectivement l’état des l’économies de
la France et de l’Allemagne en 2012 nous renseignerait sur la proximité ou non
de nos deux pays. Le dernier chapitre de ce cours développera donc la notion
d’espace euclidien en toute dimension (finie).

Conventions. Les exercices notés avec le symbole radioactif � sont plus
avancés que les autres ; ils sont donc à faire dans un second temps. Les princi-
paux éléments de réponse des exercices sont soulignés ou encadrés comme ils
devraient l’être dans une copie.

Remerciements. Je tiens à remercier chaleureusement les étudiant-es
suivant-es qui ont contribué à améliorer le contenu de ce livre : Alexis Anciaux,
Zoé Beaudelain, Thomas Bonaut, Lucie Charamond, Pierre-Antoine Coppo,
Sarah Lahlou, Eliot Perin, Roxanne Raibaut, Alexandre Rovira et Charlène
Wojerz. Bravo à vous tous et toutes ! Merci aussi à mes collègues Brahim
Benzegli et Joan Bellier-Millès. Il va sans dire que les fautes restantes sont
uniquement de ma responsabilité. Tout au long de ce projet, j’ai eu la chance
d’être soutenu par Catherine et Victor. Recevez toute ma gratitude et mon
amour ; ce livre est pour vous.





CHAPITRE 1

Algébre élémentaire

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions algébriques «élémentaires»
qui seront utilisées au fur et à mesure du livre. Qu’on se le dise : si vous voulez
commencer votre voyage à travers l’algèbre linéaire, n’hésitez pas à passer ce
chapitre et à aller directement au chapitre 2, quitte à y revenir au besoin. 1

Les propriétés des applications ensemblistes seront utilisées au niveau des
applications linéaires au chapitre 3. Les fonctions trigonométriques serviront
au chapitre 4 dans le contexte des espaces euclidiens. Les nombres complexes
et les polynômes joueront le double rôle d’exemples d’espaces vectoriels au
chapitre 2 et d’outils pour la réduction des endomorphismes au chapitre 3.
Enfin, les matrices, c’est-à-dire les tableaux de nombres, seront le moyen le
plus simple et le plus puissant pour représenter quantité d’objets différents en
algèbre linéaire.

On profite néanmoins de ce chapitre «de rappel» pour bien établir le vo-
cabulaire et les notations utilisés en mathématiques, pour décrire les formes
de raisonnement les plus fréquents et pour former à la rigueur et à l’esprit
critique, par exemple au niveau des définitions des différentes notions.

1. Applications ensemblistes

Cette section a pour but de rappeler les notions algébriques élémentaires
couramment utilisées en mathématique.

1.1. Le langage ensembliste.

Définition (Ensemble). Un ensemble est une «collection» d’«objets», ap-
pelés éléments.

Exemples. L’ensemble des pièces d’un porte-monnaie, l’ensemble des villes
de France, l’ensemble des étudiant-es en L2-MASS à l’université Nice Sophia
Antipolis, l’ensemble des nombres entiers naturels {0; 1; 2; 3; : : :}. (Notez que
les trois premiers exemples sont des ensembles avec un nombre fini d’éléments.
Alors que le dernier comporte une infinité d’éléments.)

1. Jusqu’au XXe siècle, on lisait les livres linéairement. Depuis l’avènement d’internet,
on surfe même dans les livres.
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En mathématique, on écrit un ensemble par des accolades {0; 1; 2; 3; : : :}
entre lesquelles chaque élément est séparé par une virgule. (L’ordre dans le-
quel les éléments apparaissent ne compte pas.) Graphiquement, on représente
souvent un ensemble par un «patate» avec un point ou une croix pour ses
éléments.

•Amina
•Lucie

•Thomas
•Seydou

Notations. On utilise les notations suivantes, qui se lisent en français
comme indiqué.

notation se lit représentation

a ∈ A a|{z}
l’élément a

∈|{z}
appartient à

A|{z}
l’ensemble A

A

• a

a =∈ A a|{z}
l’élément a

=∈|{z}
n’appartient pas à

A|{z}
l’ensemble A

A

• a

A ⊂ B A|{z}
l’ensemble A

⊂|{z}
est inclus dans

B|{z}
l’ensemble B

A

B

A 6⊂ B A|{z}
l’ensemble A

6⊂|{z}
n’est pas inclus dans

B|{z}
l’ensemble B

A

B

Exemples.
� «La ville de Lyon est une ville française» s’écrit en mathématique :

Lyon ∈ {villes de France} :

� «Le nombre 9 n’est pas pair» s’écrit en mathématique :

9 =∈ {nombres pairs} :
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� «L’ensemble des footballeurs fait partie de l’ensemble des sportifs»
s’écrit en mathématique :

{footballeurs} ⊂ {sportifs} :

� «L’ensemble des nombres entiers relatifs {: : : ;−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3; : : :}
n’est pas inclus dans l’ensemble des nombres réels positifs» s’écrit en
mathématique :

{: : : ;−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3; : : :} 6⊂ {x ∈ R | x ≥ 0} :

Ces derniers symboles se lisent

{
|{z}

l’ensemble des

x ∈ R| {z }
nombres réels x

|
|{z}

tels que

x ≥ 0| {z }
x soit positif

} :

Efficace, non ?
Il existe un ensemble étonnant qui est obtenu en ne mettant rien dedans !

(Imaginez une boite ou un tiroir vide.)

Définition (Ensemble vide). L’ensemble vide est l’ensemble sans aucun
élément. On le note { } ou ∅.

Exemple. L’ensemble des footballeurs ayant quelque chose d’intelligent à
dire pendant une interview après un match ...

Opérations. À partir de deux ensembles (ou plus), on peut en créer un
nouveau grâce aux opérations suivantes. Ici, les ensembles B et C sont des
sous-ensembles d’un ensemble A, c’est-à-dire B ⊂ A et C ⊂ A. 2

2. Le symbole := n’est pas le signe «égal» habituel ; il signifie «égal par définition». On
l’utilise donc lorsque l’on définit un objet nouveau. (Il traduit une dissymétrie : le membre
de gauche est le nouvel objet que l’on cherche à définir, alors que le membre de droite est
quelque chose qui existe déjà.)
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terminologie notation représentation

Intersection B ∩ C := {a ∈ A | a ∈ B et a ∈ C}

A

B

A ∩ B

Union B ∪ C := {a ∈ A | a ∈ B ou a ∈ C}

C

B

B ∪ C

Différence B− C (ou B\C) := {b∈ B | b =∈ C}

C

BB− C

Complémentaire Bc := A− B = {a ∈ A | a =∈ B}

A

B

Bc

Attention
�

. Le «ou» mathématique définissant l’union de deux en-
sembles n’est pas le «ou» du restaurant. En effet, au restaurant, on peut avoir
soit du fromage, soit du dessert, mais jamais les deux. En mathématique, nous
sommes bien plus généreux : un élément a peut soit appartenir à l’ensemble
B , soit à l’ensemble C, soit au deux en même temps.

Remarque

���. Le complémentaire d’un ensemble dépend de l’en-
semble qui le contient.

�

Exercice 1 (Opérations ensemblistes I).
On considère les ensembles suivants :
A : l’ensemble des entiers relatifs pairs {: : : ;−4;−2; 0; 2; 4; : : :},
B : l’ensemble des entiers relatifs impairs {: : : ;−5;−3;−1; 1; 3; 5; : : :},
C : l’ensemble des entiers naturels de 1 à 10,
D : l’ensemble des nombres réels positifs.

Décrire les ensembles C ∪A, C ∪ B, C− B, A ∩D, B ∪D, A ∪ B et A ∩ B.
(Ne pas hésiter à utiliser une représentation graphique, comme l’axe des

réels, par exemple).
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Exercice � 2 (Opérations ensemblistes II).
Soient A; B; C trois sous-ensembles d’un l’ensemble E . Démontrer les éga-

lités présentes ci-dessous :

(1) (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc,
(2) (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc,
(3) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

�

1.2. Les applications ensemblistes.

Définition (Application). Une application f : A→ B est un procédé qui
associe à tout élément a de A un unique élément f (a) de B. L’ensemble A est
appelé l’ensemble source et l’ensemble B est appelé l’ensemble but.

Exemple. Considérons l’application suivante : à chaque étudiant-e du L2-
MASS, on associe son âge. L’ensemble de départ (source) est l’ensemble des
étudiant-e-s du L2-MASS et l’ensemble d’arrivée (but) est l’ensemble des nom-
bres entiers positifs {0; 1; 2; 3; 4; : : :}.

8
>>>><

>>>>:

âge : {étudiant-e-s de L2-MASS} → {0; 1; 2; 3; 4; : : :}
Amina 7→ 17
Lucie 7→ 18

Thomas 7→ 18
Seydou 7→ 20

•Amina
•Lucie

•Thomas
•Seydou

•
•
•
•

•
•
•
•

•

19
20
21

18
17

À tout-e étudiant-e a, on associe

âge(a) := l’âge de a ;

par exemple âge(Lucie) = 18.

Attention
�

. Les notations sont très précises. La flèche → indique de
quel ensemble on part et dans quel ensemble on arrive. Alors que la flèche 7→
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avec une barre à gauche se réfère aux éléments ; elle représente l’image d’un
élément.

Définition (Image). L’élement f (a) de l’ensemble but est appelé l’image
de a. L’ensemble image d’une application f : A → B est le sous-ensemble
du but formé de tous les éléments«atteints» par l’application f , c’est-à-dire les
éléments de B qui sont l’image d’au moins un élément de A :

Imf := {b∈ B | ∃a ∈ A; f (a) = b} :

La dernière ligne de symboles mathématiques se lit en français de la manière
suivante :

{
|{z}

l’ensemble des

b∈ B| {z }
éléments b de B

|
|{z}

tels que

∃|{z}
il existe au moins un

a ∈ A| {z }
élement a de A

;|{z}
tel que

f (a) = b
| {z }
f(a)=b

}:

Exemple. L’image de Lucie par l’application âge est le nombre 18. L’image
de l’application âge est l’ensemble

Im(âge) = {17; 18; 20} :

Définition (Antécédent). Réciproquement, l’élément a de la source est un
antécédent de l’élément f (a).

Attention
�

. Il faut faire très attention à la dissymétrie des définitions
relatives aux applications. Un élement de la source a une unique image. (Une
seule flèche part de chaque élément de gauche). Par contre, tout élément du
but peut avoir un nombre quelconque d’antécédents. (Il peut y avoir un nombre
quelconque de flèches qui aboutissent sur un même élément à droite.) Dans
l’exemple donné ci-dessus, 18 a 2 antécédents : Lucie et Thomas; par contre
21 n’en a aucun.

Pour mesurer ce phénomène, on considère les ensembles suivants.

Définition (Ensemble des antécédents). On considère l’ensemble des an-
técédents d’un élément b∈ B donné :

f −1({b}) := {a ∈ A | f (a) = b} :

Plus généralement, on considère aussi l’image réciproque d’un sous-ensemble
C ⊂ B de l’ensemble but B :

f −1(C) := {a ∈ A | f (a) ∈ C} :
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Le premier ensemble est donc formé de tous les éléments a de la source A
qui sont envoyés sur b; le second ensemble est formée de tous les éléments a
de la source A qui sont envoyés dans le sous-ensemble C. Remarquez que le
premier ensemble est un cas particulier du second lorsque le sous-ensemble C
est réduit à un élément.

Exemple. Dans l’exemple précédent, l’ensemble des antécédents de 18 est
l’ensemble formé de Lucie et Thomas :

âge−1({18}) := {Lucie, Thomas} :

Conseil

���. Pour ne pas faire d’erreur en mathématique, il suffit
souvent de bien connaitre la nature des objets avec lesquels on travaille. Ici,
par exemple, l’image d’une application est un sous-ensemble du but, Imf ⊂ B,
alors que chaque ensemble d’antécédents est un sous-ensemble de la source,
f −1({b}) ⊂ A.

Le cardinal de f −1({b}), c’est-à-dire le nombre d’antécédents de b, est un
nombre intéressant. Il donne des informations sur l’application f . Les trois
grands cas suivants nous intéresseront tout particulièrement.

Définition (Injectivité, surjectivité, bijectivité).
� Si pour tout b ∈ B, le nombre de ses antécédents est inférieur à 1,

c’est-à-dire

|f −1({b})| = 0 ou 1 ;

alors on dit que la fonction f est injective.

•

•

•

•

•

•

•

•
A B

f

� Si pour tout b ∈ B, le nombre de ses antécédents est supérieur à 1,
c’est-à-dire

|f −1({b})| = 1 ou 2 ou 3 : : : ;

alors on dit que la fonction f est surjective.
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•

•

•

•

•

•

•

•
A B

f

� Si pour tout b∈ B, le nombre de ses antécédents est égal à 1, c’est-à-dire

|f −1({b})| = 1 ;

alors on dit que la fonction f est bijective.

•

•

•

•

•

•
A B

f

Attention
�

. Voici une erreur que l’on voit trop souvent, donc faites
très attention. La notion d’injectivité n’est pas le contraire de la notion de
surjectivité et vice-versa : le contraire de «tout élément de l’ensemble but ad-
met au plus 1 antécédent» est «il existe au moins un élément de l’ensemble
but qui admet au moins 2 antécédents». Dit autrement, pour faire capoter une
propriété basée sur «tous les éléments vérifient quelque chose», il suffit d’en
trouver un qui ne convienne pas. Donc, n’écrivez jamais «comme la fonction est injec-

tive, alors elle ne peut pas être surjective» ! Ceci est très faux. (Entre nous, dans ce cas,
il n’y aurait pas de fonction bijective.)

Les deux propriétés d’injectivité et de surjectivité sont en fait indépen-
dantes. Donc tout peut arriver; tous les cas de figures existent. L’application
âge définie précédemment n’est ni injective, car |âge−1({18})| = 2 > 1, ni
surjective, car |âge−1({23})| = 0 < 1. L’exemple d’application injective ci-
dessus n’est pas surjective et l’exemple d’application surjective ci-dessus n’est
pas injective. Enfin, l’exemple d’application bijective est bien sûr injective et
surjective.

Remarques

���.
� Lorsqu’une application est injective, il n’y a pas de «perte d’informa-

tion». En effet, l’ensemble source «se plonge» dans l’ensemble but. Les
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éléments de l’image de f correspondent un-à-un aux éléments de la
source.
� Une application est surjective lorsque tous les éléments du but sont

atteints. Cela correspond au cas où Imf = B.
� S’il existe une application bijective entre deux ensembles, alors ces der-

niers sont «les mêmes». En effet, chaque élément de la source correspond
à un et à un seul élément du but.

Proposition 1. Soit f : A → B une application entre deux ensembles
finis.

� Si f est injective, alors |A| 6 |B|.
� Si f est surjective, alors |A| > |B|.
� Si f est bijective, alors |A| = |B|.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est simple et
aide à en comprendre le sens.

� Si une application f est injective, alors les éléments de l’ensemble source
A sont tous envoyés sur des éléments différents du but B. Il y a donc
autant d’éléments dans l’ensemble A que dans l’ensemble image de f ,
qui lui a moins d’éléments que l’ensemble B. Ceci donne au final

|A| = |Im(f )| 6 |B| :

� Si une application f est surjective, en effectuant la somme pour chaque
élément de l’ensemble B du nombre de ses antécédents, on trouve le car-
dinal de A. Et comme à chaque fois, le nombre en question est supérieur
à 1, on trouve que |A| > |B|.
� Lorsqu’une application est bijective, on a, des deux points précédents,

que |A| 6 |B| et |A| > |B| donc |A| = |B|.
�

Logique
���. Nous avons l’implication logique «f injective ⇒ |A| 6

|B|». On peut se demander si la réciproque «|A| 6 |B| ⇒ f injective» est
vraie. Non, elle ne l’est pas ! Par exemple l’application {1; 2; 3} → {a; b; c; d}
qui envoie 1, 2, et 3 sur a donne un contre-exemple. Par contre, ce qui est
toujours vrai, c’est sa contraposée :

|A| > |B| ⇒ f non injective:

Tout ceci se passe comme la pluie et les nuages : on sait que s’il pleut, il y a
des nuages. Mais la réciproque est fausse : s’il y a des nuages, il y a des chances
pour qu’il pleuve, mais cela n’arrive pas toujours. Par contre, la contraposée
est toujours vraie, à savoir : si le ciel est bleu (pas de nuage), alors il ne pleut
pas. Facile, la logique.
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Définition (Application identité). À tout ensemble A, on peut associer
l’application identité qui envoie tout élément a sur lui-même. On la note

�
idA : A → A

a 7→ a = idA(a) :

Lorsque l’on a deux applications f : A → B et g : B → C dont le but
B de la première correspond à la source de la seconde, on peut les composer.
Pour tout élément a de A, on peut commencer par considérer son image f (a)
par f , puis on peut considérer l’image g(f (a)) de f (a) par g. Ceci définit une
nouvelle application.

Définition (Composition). La composée de deux applications f : A→ B
et g : B→ C est l’application

�
g ◦ f : A → C

a 7→ g(f (a)) :

Notez l’inversion des symboles : la composée de f avec g se note g ◦ f ,
c’est-à-dire en «écrivant de droite à gauche», comme en arabe. 3

Exemple. Considérons l’application f qui au numéro d’étudiant-e associe
l’étudiant-e correspondant-e en L2-MASS :

8
>>>><

>>>>:

f : {numéros d’étudiant-e} → {étudiant-e-s de L2-MASS}
L2-MASS-1 7→ Amina
L2-MASS-2 7→ Lucie
L2-MASS-3 7→ Seydou
L2-MASS-4 7→ Thomas :

Sa composée avec la fonction âge donne
8
>>>><

>>>>:

âge ◦ f : {numéro d’étudiants} → {0; 1; 2; 3; 4; : : :}
L2-MASS-1 7→ 17
L2-MASS-2 7→ 18
L2-MASS-3 7→ 20
L2-MASS-4 7→ 18

Si on compose une application f : A→ B avec l’identité à gauche idB ◦ f =
f ou à droite f ◦ idA = f , cela ne change rien 4 : on trouve encore l’application
f . On dit que l’identité est une unité pour la composition.

3. Remarquez que si on avait écrit l’image d’un élément par une application de la manière
suivante (a)f , alors la composée de deux applications se noterait alors f ◦ g car dans ce cas
((a)f)g = (a)(f ◦ g) !

4. Notez que l’on utilise l’identité de l’ensemble A dans un cas et l’identité de l’ensemble
B dans l’autre.



1. APPLICATIONS ENSEMBLISTES 21

Lorsque f : A → B est une application bijective, il y a une et une seule
flèche qui part de chaque élément de A (définition d’une application) et il y a
une et une seule flèche qui arrive sur chaque élément de B (bijectivité). On a
donc une parfaite symétrie entre ce qui se passe à gauche et à droite. On peut
donc inverser le sens des flèches ! Cela définit bien une application de B vers
A.

Définition (Application réciproque). Pour toute application bijective f :
A→ B, on définit l’application réciproque par

�
f −1 : B → A

b 7→ f −1(b) := l’unique antécédent de b par l’application f :

Exemple. L’application f susmentionnée, qui au numéro d’étudiant asso-
cie l’étudiant-e correspondant-e est clairement bijective. Elle admet donc une
réciproque qui est l’application «dans l’autre sens» associant à un-e étudiant-e
son numéro :8

>>>><

>>>>:

f −1 : {étudiant-e-s de L2-MASS} → {numéros d’étudiant}
Amina 7→ L2-MASS-1
Lucie 7→ L2-MASS-2

Seydou 7→ L2-MASS-3
Thomas 7→ L2-MASS-4 :

Attention
�

. Prenez bien garde que l’application réciproque n’est bien
définie que lorsque l’application f de départ est bijective. Dans le cas contraire,
il est impossible d’inverser le sens des flèches. Par exemple, si un élément de B
n’est atteint par aucune flèche, comment faire pour lui associer canoniquement
un élément à gauche ? ? ?

Esprit critique
���. Avez-vous bien remarqué que nous avons utilisé

deux notations certes proches mais différentes f −1({b}) et f −1(b) ? La première
représente un ensemble, celui des antécédents de b, et la seconde représente
l’image de b par la fonction réciproque. Elles décrivent donc des objets de
nature différente, ce qui devrait vous permettre de ne pas vous tromper. Le
langage mathématique requiert de la précision.

Proposition 2. Pour toute application bijective f : A → B, les deux
composées avec son application réciproque f −1 : B→ A sont égales à l’identité :

f ◦ f −1 = idB; et f −1 ◦ f = idA :
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Attention
�

. La notation avec l’exposant −1 ne doit pas vous laisser
croire que l’on parle ici de l’application inverse qui à un nombre non nul x lui
associe son inverse 1

x , aussi noté x−1 ... Dit autrement, l’application réciproque
f −1 n’est pas l’application définie par 1

f(b) . Un bon moyen pour s’en souvenir
est de remarquer que l’application 1

f(b) n’a aucun sens ! En effet, si on prend
un élément b de B, il est impossible de regarder son image par f , car f est une
application définie de A dans B.

Remarque

���. Vous avez surement entendu parler de la notion de
fonction. Qu’elle est la différence avec la notion d’application traitée ici ? C’est
simple ; pour un-e mathématicien-ne, une fonction f : A → B est une appli-
cation qui n’est pas nécessairement définie sur tout l’ensemble A. C’est-à-dire
qu’il se peut que certains éléments de A n’aient pas d’image bien définie. Par
exemple, c’est le cas de la fonction inverse x 7→ 1

x qui n’est pas définie en 0.

Dans ce cas, la première chose à faire lorsque l’on étudie une fonction, c’est
de déterminer son domaine de définition. (Vous avez de la chance, dans ce cours,
toutes les fonctions seront bien définies partout. Nous aurons donc toujours à
faire à des applications même si nous utiliserons parfois la terminologie de
fonction, par habitude.)

�

Exercice 3 (Application ensembliste).
Nous allons modéliser par une application les chaînes de télévision que j’ai

regardées pendant la semaine dernière. Chaque soir, j’ai regardé un film ou une
émission proposé par une de ces chaînes. Appelons les chaînes 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
Lundi, mercredi et jeudi, j’ai regardé la première chaîne. Mardi et vendredi, j’ai
regardé la deuxième chaîne. Samedi, j’ai suivi le programme de la cinquième
chaîne et dimanche celui de la sixième.

Posons f la fonction de l’ensemble {lundi; mardi; : : : ; dimanche} à l’en-
semble {1; 2; : : : ; 6} qui associe à un jour la chaîne regardée.

(1) Représenter cette application (avec des ensembles et des flèches).
(2) Quelle est l’image Imf de f ? À quoi correspond cet ensemble en terme

de chaîne de télévision ?
(3) Décrire les ensembles d’antécédents f −1({1}), f −1({2}) et f −1({4}) de

1, 2 et 4. À quoi correspondent ces ensembles dans la réalité ?
(4) Cette fonction est-elle surjective et qu’est-ce-que cela signifie-t-il ici ?

Est-il possible, en faisant un autre choix de chaînes chaque jour, d’avoir
une fonction surjective ?
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(5) Cette fonction est-elle injective et qu’est-ce-que cela signifie-t-il ici ?
Est-il possible, en faisant un autre choix de chaînes chaque jour, d’avoir
une fonction injective ?

(6) Cette fonction est-elle bijective ? Est-il possible, en faisant un autre
choix de chaînes chaque jour, d’avoir une fonction bijective ?

Exercice 4 (Fonction bijective).
On considère la fonction f : R→ R définie par x 7→ f (x) := 5x + 17.

(1) Représenter graphiquement cette fonction.

(2) Fixons un y ∈ R. On considère l’équation f (x) = 5x + 17 = y où x est
l’inconnue. Posons f −1({y}) := {x ∈ R | 5x + 17 = y} l’ensemble des
solutions de cette équation. Déterminer f −1({2}) puis f −1({y}).

(3) Montrer que f est bijective en utilisant deux méthodes différentes (celle
que vous avez apprise les années passées et en appliquant directement
la définition du cours).

(4) Déterminer la fonction réciproque f −1. Vérifier par le calcul que f −1 ◦
f = idR et que f ◦ f −1 = idR.

Exercice � 5 (Valeur absolue).
On rappelle que la fonction valeur absolue | | est définie de la manière

suivante : �
pour x > 0; on pose |x| := x;
pour x 6 0; on pose |x| := −x:

(1) Représenter graphiquement la fonction valeur absolue
�

R→ R
x 7→ |x| :

(2) Pour tout y ∈ R, déterminer le nombre d’antécédents de y par la fonc-
tion valeur absolue. Distinguer 3 cas, les représenter sur le graphe de
la question précédente. Cette fonction est-elle injective ? Est-elle surjec-
tive ? Est-elle bijective ?

(3) On restreint l’ensemble d’arrivée à R+ et on considère la fonction f
définie par

�
f : R→ R+

x 7→ |x| :

Pour tout y ∈ R+, déterminer le nombre d’antécédents de y par la
fonction f . (Distinguer plusieurs cas.) La fonction f est-elle injective ?
Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?
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(4) On restreint l’ensemble de départ à R+ et on considère la fonction g
définie par �

g : R+ → R+

x 7→ |x| :
Pour tout y ∈ R+, combien y-a-t-il d’antécédents de y par la fonction g?
La fonction g est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?
À quelle fonction usuelle la fonction g est-elle égale ?

�

2. Fonctions trigonométriques

Dans cette section, nous définissons les fonctions trigonométriques (cosinus,
sinus et tangente) et nous rappelons leurs propriétés, notamment vis-à-vis du
cercle de rayon unité.

2.1. Cosinus, sinus et tangente. Les fonctions trigonométriques s’ap-
pliquent à des angles orientés, notion que nous commençons donc par définir.

Définition (Angle orienté). Un angle orienté Θ est défini par deux demi-
droites D1 (demi-droite initiale) et D2 (demi-droite finale) partant d’un même
point A .

D1

D2

∆

Côté opposé

A
C

B

Côté adjacent

Hypothénuse

Θ

+

On choisit le sens inverse de parcourt des aiguilles d’une montre comme
orientation positive du plan.

Considérons un point C de la demi-droite D1 et traçons la perpendiculaire
∆ à D1 passant par C. Elle coupe la demi-droite D2 en un point B . On obtient
ainsi un triangle rectangle ABC .

Définition (Cosinus, sinus, tangente).
� Le cosinus de l’angle Θ est défini par

cosΘ :=
||AC ||
||AB ||

=
longueur du côté adjacent
longueur de l’hypoténuse

:
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� Le sinus de l’angle Θ est défini par

sinΘ :=
||BC ||
||AB ||

=
longueur du côté opposé
longueur de l’hypoténuse

:

� La tangente de l’angle Θ est définie par

tanΘ :=
||BC ||
||AC ||

=
longueur du côté opposé

longueur du côté adjacent
:

On remarque immédiatement la relation :

tanΘ =
sinΘ

cosΘ
:

Esprit critique
���. Est-ce que le cosinus, le sinus et la tangente

sont bien définis ? Il y a en effet un problème potentiel : nous avons choisi un
point C quelconque. Or, si on considère un autre point C ′ de la demi-droite
D1, la longueur ||AC ′||, par exemple, est différente de la longueur ||AC || ...

Dans ce cas, à partir du nouveau point C ′, effectuons les mêmes construc-
tions que précédement avec C. On considère donc la perpendiculaire ∆′ à la
demi-droite D1 passant par C ′. Cette dernière coupe la demi-droite D2 en
B ′. On peut alors utiliser le théorème attribué à Thalès pour conclure que les
rapports suivants sont égaux :

||AC ||
||AB ||

=
||AC ′||
||AB ′||

;
||BC ||
||AB ||

=
||B ′C ′||
||AB ′||

; et
||BC ||
||AC ||

=
||B ′C ′||
||AC ′||

:

Les fonctions cosinus, sinus et tangente sont donc bien définies. On peut les
calculer en utilisant n’importe quel point C de D1. (Ouf !)

2.2. Le cercle trigonométrique. Pour tout angle aigu Θ, on choisit le
point C tel que le segment AB soit de longueur 1. Le point B se trouve alors
sur le cercle de centre A et de rayon 1. De plus, on place le point A au centre
du repère canonique du plan avec la demi-droite D1 sur l’axe des abscisses.
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D1

D2

A
C

B

Θ

1

cosΘ = x

sinΘ = y
tanΘ =

y
x

Dans ce cas, les coordonnées du point B sont

(x; y) = (cosΘ; sinΘ) :

En effet, on a

cosΘ =
||AC ||
||AB ||

=
x
1
= x; et sinΘ =

||BC ||
||AB ||

=
y
1
= y :

De plus, on a

tanΘ =
y
x

:

On peut utiliser cette construction pour définir les fonctions trigonomé-
triques pour tout angle Θ par les coordonnées du point B sur le cercle unité,
appelé aussi cercle trigonométrique. 5

Mesure
���. On peut mesurer un angle Θ, c’est-à-dire associer un

nombre réel � à la partie située entre les deux demi-droites D1 et D2. Il existe
pour cela (au moins) deux unités, les degrés et les radians. La correspondance
entre les deux peut se lire sur le tableau suivant.

5. En effet, remarquez que la construction donnée en 2.1 ne produit un point B que si
l’angle Θ est aigu.
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Angle Degrés Radians
Nul 0 0
Droit 90 π

2

Plat 180 �
En mathématiques, on préfère généralement utiliser les radians pour la

bonne raison que, dans cette unité, la mesure de l’angle est égale à la longueur
de l’arc correspondant sur le cercle unité. Par exemple, la mesure de l’angle
plat vaut � ≈ 3; 14 : : : qui est la longueur du demi-cercle trigonométrique.

Θ

�

�

Attention
�

. Tout angle se mesure, par exemple en radian. Mais cette
mesure n’est pas unique, elle n’est bien définie que modulo l’ajout d’un multiple
de 2� , ce qui correspond à faire plusieurs tours sur le cercle trigonométrique.

Prenez bien soin à ne pas confondre un angle Θ (défini par deux demi-
droites) et une mesure � de l’angle (un nombre); c’est d’ailleurs pour cela
que nous avons représenté le premier par une majuscule et le second par une
minuscule.

Cette remarque étant faite, on peut maintenant identifier un angle avec
une de ses mesures et considérer les fonctions trigonométriques comme des
fonctions depuis l’ensemble des nombres réels. Ainsi, cos � , sin � et tan � sont
définis respectivement par cosΘ, sinΘ et tanΘ où Θ est un angle de mesure
� . 6

�

Exercice � 6 (Relations cosinus-sinus).

(1) Montrer que cos � = sin
�
π
2 − �

�
et que sin � = cos

�
π
2 − �

�
.

6. Voyez ce que la rigueur mathématique pousse à faire.
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(2) Montrer que cos � = sin
�
π
2 + �

�
et que sin � = − cos

�
π
2 + �

�
.

(3) Montrer que cos � = − cos(� − � ) et que sin � = sin(� − � ).
(4) Montrer que cos � = − cos(� + � ) et que sin � = − sin(� + � ).

�

Les valeurs suivantes des fonctions trigonométriques aux angles remarqua-
bles sont à connaître.

Fonction trigonométrique\Angle 0 π
6

π
4

π
3

π
2

Cosinus 1
√
3
2

√
2
2

1
2 0

Sinus 0 1
2

√
2
2

√
3
2 1

Tangente 0
√
3
3 1

√
3 non défini

Pour s’en souvenir, on peut utiliser le moyen mnémotechnique suivant :

1 =

√
4
2

;
√

3
2

;
√

2
2

;
1

2
=

√
1
2

; 0 =

√
0
2

:

On peut aussi tracer le cercle trigonométrique.

π
6

π
4

π
3

π
2

1
2

√
2
2

√
3
2

1

1

0

Remarque. Tout comme la donnée d’une seule des deux coordonnées d’un
point du plan n’est pas suffisante pour déterminer ce dernier, la seule donnée
du cosinus ou du sinus d’un angle ne permet pas de déterminer l’angle lui
même. Par exemple, les deux angles de mesure π

2 et 3π
2 ont le même cosinus

qui vaut 0. Donc, si on sait que le cosinus d’un angle de mesure � vaut 0, il est
impossible de dire si � vaut π

2 ou 3π
2 , par exemple.

Par contre, les deux données du cosinus et du sinus d’un angle permettent
de le déterminer. Par exemple, le seul angle ayant pour cosinus 0 et pour sinus
1 est l’angle dont une mesure est � = π

2 (modulo 2� ).
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2.3. Propriétés. Voici le graphe de la fonction cosinus.

�

cos �

π
2

� 3π
2

−π
2

−�−3π
2

2�−2�

−1

1

Proposition 3. La fonction cosinus est paire :

cos(−� ) = cos �; pour tout angle � :

Le graphe de la fonction sinus est le suivant.

�

sin �

π
2

� 3π
2

−π
2−�−3π

2
2�−2�

−1

1

Proposition 4. La fonction sinus est impaire :

sin(−� ) = − sin �; pour tout angle � :

Les fonctions dérivées respectives sont

cos′ � = − sin � et sin′ � = cos � :

Enfin, voici le graphe de la fonction tangente.
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�

tan �

π
2

� 3π
2

−π
2

−�−3π
2

0

Proposition 5. La fonction tangente est impaire :

tan(−� ) = − tan �; pour tout angle � :

Proposition 6. Les trois fonctions trigonométriques sont 2� -périodiques :

cos � = cos(� + 2� ); sin � = sin(� + 2� ); et tan � = tan(� + 2� ) ;

pour tout angle � .

En appliquant le théorème attribué à Pythagore au triangle rectangle ABC ,
on obtient la relation

cos2 � + sin2 � = 1 :

Théorème 7 (Formules de de Moivre).

cos(� + � ) = cos � cos � − sin � sin � ;
cos(� − � ) = cos � cos � + sin � sin � ;
sin(� + � ) = sin � cos � + cos � sin � ;
sin(� − � ) = sin � cos � − cos � sin � ;

cos 2� = cos2 � − sin2 � ;
sin 2� = 2 sin � cos � :

�
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Exercice 6 bis (Relations cosinus-sinus).
Faire l’exercice 6 en utilisant les formules de de Moivre.

Exercice 7 (Valeurs des fonctions trigonométriques II).
Calculer les valeurs des fonctions trigonométriques cos, sin et tan pour les

angles suivants :

� =
2�
3
;
5�
6
;

�
12

:

�

3. Nombres complexes

Dans cette section, on introduit une nouvelle famille de «nombres», appelés
nombres complexes, et qui généralisent les nombres réels. Leur introduction est
motivée par la recherche des racines des polynômes à coefficients réels, comme
nous le verrons à la section suivante.

3.1. Ensembles de nombres connus.

Ensembles N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C
+ + + + +
× × × × ×

Opérations − − − −
licites ÷ ÷ ÷√

> 0
√

Définition (Entiers naturels). Le premier ensemble de nombres est l’en-
semble des entiers naturels

N := {0; 1; 2; 3; 4; : : :}

qui nous sert à compter les objets de la vie courante. On peut les sommer +
et les multiplier ×.

Que se passe-t-il si on a 5 euros sur son compte en banque et que l’on veut
en retirer 7 ? Ceci équivaut à faire algébriquement

5− 7 = x ⇐⇒ 5 = 7 + x

Or, on sait qu’il faut retirer 2 à 7 pour arriver à 5. Nous sommes alors amenés
à considérer des nombres entiers mais négatifs, x = −2 dans cet exemple.

Définition (Entiers relatifs). L’ensemble des entiers relatifs

Z := {: : : ;−4;−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3; 4; : : :}

est l’union de l’ensemble des entiers positifs avec l’ensemble des entiers négatifs.
On peut toujours les sommer + et les multiplier ×. Mais on peut aussi les
soustraire −.
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De la même manière, comment faire pour diviser 5 par 2 ? ? ? Ceci équivaut
à considérer les équations algébriques

5÷ 2 = x ⇐⇒ 5 = 2× x

Or, on sait qu’il y a 2; 5 fois 2 dans 5. Pour pouvoir effectuer la division, il
nous faut ajouter les nombres rationnels, x = 2; 5 = 5

2 dans cet exemple.

Définition (Nombres rationnels). L’ensemble des nombres rationnels

Q :=
n a

b
; a ∈ Z; b∈ Z− {0}

o

est l’ensemble des fractions de nombres entiers. On peut toujours les sommer
+, les multiplier × et les soustraire −. Mais on peut aussi les diviser ÷.

Grâce à la multiplication, tous les nombres rationnels ont un carré x2 =
x × x. On peut se poser la question dans l’autre sens : soit un nombre, 2
par exemple, existe-t-il un nombre x dont le carré vaut 2, i.e. x2 = 2 ? Une
solution 7 est fournie par la racine carré x =

√
2. Même si 2 est entier, sa

racine n’est même pas un nombre rationnel, voir la démonstration ci-dessous.
Pourtant c’est un nombre parfaitement défini, par exemple comme la mesure
de l’hypoténuse d’un triangle rectangle isocèle de côté 1 !

Définition (Nombres réels). L’ensemble des nombres réels est l’ensemble
des nombres que «l’on connait», des «quantités mesurables». Même un lecteur
non-mathématicien professionnel aura reconnu là une définition bancale. En
réalité, les mathématiciens définissent les nombre réels comme l’ensemble des
limites de suites convergentes de nombres rationnels, que l’on note

R := {limites de suites convergentes de suites de nombres rationnels} :

On peut toujours les sommer +, les multiplier ×, les soustraire −, les diviser
÷. De plus, tous les nombres réels positifs admettent une racine carrée

√
> 0.

Les nombres réels qui ne sont pas rationnels sont appelés les nombres irra-
tionnels et leur ensemble est noté R−Q.

Théorème 8. La racine carrée de 2 est un nombre irrationnel,
√
2 ∈

R− Q.

Remarque. Une fois n’est pas coutume, nous allons en donner la démons-
tration, pour la bonne raison qu’elle utilise et illustre un mode de raisonnement
fréquent en mathématique : le raisonnement par l’absurde . N’hésitez surtout
pas à l’utiliser dans les exercices.

7. Il y a en fait deux solutions :
√
2 et −

√
2.
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Démonstration. Il y a exactement deux possibilités : soit
√
2 est ration-

nel, soit
√
2 est irrationnel. Supposons, par l’absurde, que

√
2 soit rationnel.

(Comme nous allons trouver une contradiction à ce choix plus loin, cela mon-
trera que ceci est impossible et donc que

√
2 est irrationnel.)

Dans ce cas,
√
2 s’écrit sous la forme

√
2 =

a
b

avec a ∈ Z et b∈ Z − {0}.
Si a et b sont tous les deux pairs, alors on les divise par une puissance de 2
suffisante pour qu’au moins l’un des deux devienne impair. Ceci montre que
l’on peut supposer que l’on peut écrire

√
2 =

a
b

tel que a et b ne soient pas
tous les deux pairs.

En élevant l’égalité
√
2b= a au carré, on trouve 2b2 = a2. Ceci impose que

2 divise a2 et donc a. Écrivons a = 2� avec � ∈ Z. Dans l’égalité précédente,
cela donne 2b2 = (2� )2 = 4� 2. En simplifiant par 2, on obtient b2 = 2� 2. Donc,
2 divise b2 et aussi b. Nous venons donc de montrer que a et b sont pairs, ce
qui est en contradiction avec l’hypothèse de départ.

La racine carrée de 2 est donc un nombre irrationnel. 8 �

Instant culture

���. Ce résultat a beaucoup étonné et émerveillé
les grecs : ils avaient là un nombre d’un type nouveau, inconnu auparavant car
ils ne connaissaient que les nombres rationnels.

3.2. Définition des nombres complexes. Grâce aux nombres réels,
nous avons réussi à définir les racines carrées de nombres positifs. Qu’en est-
il des nombres négatifs, par exemple que vaudrait la racine carrée de −1 :
«
√
−1» ? Dit autrement, quelles sont les solutions de l’équation x2 = −1 ?

Aucun nombre réel ne convient. Alors on crée un nombre que l’on note i , pour
«imaginaire», dont le carré vaut −1 :

i 2 = −1 :

Définition (Nombres complexes). Les nombres complexes sont les
nombres de la forme z = x + iy avec x et y réels. L’ensemble des nombres
complexes est noté

C := {z = x + iy | x; y ∈ R} :
Pour un nombre complexe z = x + iy , on note Re z := x la partie réelle de z
et Im z := y la partie imaginaire de z.

L’ensemble des nombres complexes z = x + i × 0 de partie imaginaire nulle
s’identifie avec l’ensemble des nombres réels R = {z = x (+ i × 0) | x ∈ R}.
Les nombres complexes z = 0 + iy de partie réelle nulle sont appelés nombres

8. Le symbole � qui conclut les démonstrations signifie «Ce Qu’il Fallait Démontrer».
Quatre mots, quatre côtés.
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imaginaires purs ; leur ensemble est noté iR := {z = 0 + iy | y ∈ R}.

Règles de calcul. On définit la somme, le produit et la différence de
deux nombres complexes en utilisant les mêmes règles de calcul (associativité
et distributivité) que pour les nombres réels et la règle i 2 = −1. Ceci donne
par exemple :

(2 + 3i ) + (4 + 5i ) = 2 + 3i + 4 + 5i = 2 + 4 + 3i + 5i = 6 + (3 + 5)i
= 6 + 8i ;

(2 + 3i )× (4 + 5i ) = 2× 4 + 2× 5i + 3i × 4 + 3i × 5i
= 8 + 10i + 12i + 15× (i 2) = 8 + 22i − 15 = −7 + 22i :

Les règles plus avancées sont toujours vraies. Par exemple, la formule du
binôme de Newton est encore valide :

(1 + 2i )3 = 13 + 3× 12 × 2i + 3× 1× (2i )2 + (2i )3

= 1 + 6i − 12− 8i = −11− 2i :

Les nombres complexes formant un ensemble plus vaste que les nombres
réels, on a plus de liberté pour inventer des opérations nouvelles. Par exemple,
on peut s’amuser à changer le signe de la partie imaginaire d’un nombre com-
plexe.

Définition (Conjugaison). Le complexe conjugué z̄ d’un nombre complexe
z = x + iy est défini par

z̄ := x − iy :

Par exemple, on a 2− 3i = 2 + 3i .

�

Exercice 8 (Opérations élémentaires).
Soient les nombres complexes

z1 := 2− 3i; z2 := 3 + 4i et z3 := 1 + i:

Calculer les nombres complexes suivants

z1 + z2; z1 − z3; z1:z2; z1:z3;
z1
z3

; z1:z̄1; z31 et z1:z̄3 :

�
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Proposition 9. Pour tout nombre complexe z, les égalités suivantes sont
vérifiées.

¯̄z = z ;
z + z̄ = 2Re z ;
z− z̄ = 2i Im z ;
z ∈ R ⇔ z = z̄ ;
z ∈ iR ⇔ z = −z̄ :

Ici, la démonstration est utile pour comprendre le sens de ces relations.

Démonstration. Soit z = x + iy , on a respectivement

¯̄z = x + iy = x − iy = x − (−iy ) = x + iy ;
z + z̄ = x + iy + x − iy = 2x = 2Re z ;
z− z̄ = x + iy − (x − iy ) = 2iy = 2i Im z ;
z ∈ R ⇐⇒ y = 0 ⇐⇒ x + iy = x − iy ;
z ∈ iR ⇐⇒ x = 0 ⇐⇒ x + iy = −x + iy :

�

Regardons maintenant comment on peut effectuer la division de deux nom-
bres complexes. On sait que diviser des nombres est équivalent à multiplier le
premier par l’inverse du second z′

z = z′ × z−1. On va donc chercher à calculer
l’inverse d’un nombre complexe z = x + iy , lorsque ce dernier n’est pas nul.

La multiplication de z par son conjugué z̄ donne

zz̄ = (x + iy )(x − iy ) = x2 + y2 ∈ R+ ;

qui est un nombre réel positif. Or, le nombre complexe z n’est pas nul équivaut
à dire que ses deux coordonnées x et y ne sont pas toutes les deux nulles,
c’est-à-dire x2+y2 6= 0. En divisant l’égalité précédente par x2+y2, on obtient

(x + iy )× x − iy
x2 + y2
| {z }

inverse de x+iy

= 1 :

On a donc trouvé l’inverse de z :

z−1 =
x

x2 + y2
− i

y
x2 + y2

:

Définition (Module). Le module d’un nombre complexe z est défini par
le nombre réel positif

|z| :=
√

zz̄ :
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Avec la notion de module, on peut écrire la formule de l’inverse de z de
manière plus compacte

z−1 =
z̄
|z|2

:

En pratique
���. Pour calculer le quotient de deux nombres com-

plexes, la seule idée à retenir est : «on multiple le numérateur et le dénomina-
teur par le conjugué du dénominateur». Cela donne, par exemple,

1 + 2i
2− 3i

=
(1 + 2i )(2 + 3i )
(2− 3i )(2 + 3i )

=
−4 + 7i

13
= − 4

13
+ i

7

13
:

Ceci permet de transformer le nombre complexe au dénominateur en un nombre
réel !

�

Exercice 9 (Calcul algébrique).
Calculer, sous la forme x + iy , les nombre complexes suivants

(1+2i )2; (1+ i )3;
1

1 + 3i
;

1 + i
2 + i

; i 33;
(2 + i )2

(2− i )2
; (1+ i )−3 et i−11 :

Exercice � 10 (Conjugaison).
Simplifier l’expression

1 + cos x − i sin x
1 + cos x + i sin x

:

�

3.3. Représentation géométrique. Tout nombre complexe z = x + iy
est défini par deux nombres réels, tout comme les points du plan sont définis
par leurs deux coordonnées dans un repère. On considère le plan P muni de son
repère canonique. On définit l’application qui à tout nombre complexe associe
le point du plan de mêmes coordonnées :

�
C → P

z = x + iy 7→ M (z) := point du plan de coordonnées (x; y):

M (z)

x

y

1

i
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Cette application est une bijection 9. Cela signifie que l’on peut identifier
l’ensemble des nombres complexes et l’ensemble des points du plan.

Définition (Image et affixe). Le point M (z) associé à un nombre complexe
z est appelé l’image de z. Réciproquement, le nombre complexe z correspon-
dant au point M (z) du plan est appelé l’affixe de M .

Grâce à cette correspondance bijective, on peut interpréter géométrique-
ment les propriétés algébriques des nombres complexes. (Et parfois, c’est plus
simple !). Par exemple, la somme de deux nombres complexes correspond à la
somme des deux vecteurs qu’ils définissent :

z + z′ ←→
−−→
OM (z) +

−−→
OM (z′) :

O

M (z)

M (z′)

M (z + z′)

De la même manière, le point correspondant au conjugué d’un nombre com-
plexe est le symétrique de l’image du nombre complexe par rapport à l’axe des
abscisses :

z̄←→ symétrieaxe des abscisses(M (z)) :

M (z)

x

y

−y
M (z̄)

�

9. D’où l’utilité d’avoir défini cette notion précédemment. On vous laisse cette propriété
à démontrer en guise de bon exercice.
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Exercice 11 (Plan complexe).
Interpréter graphiquement dans le plan complexe les relations de la propo-

sition 9

(1) ¯̄z = z,

(2) z + z̄ = 2Rez,

(3) z− z̄ = 2i Imz,

(4) z ∈ R⇐⇒ z = z̄,

(5) z ∈ iR⇐⇒ z = −z̄.

�

Par contre, il est difficile de représenter géométriquement la multiplication
des nombres complexes. Pour cela, on va les écrire d’une autre manière.

3.4. Forme trigonométrique. Revenons à la représentation géométrique
des nombres complexes. La longueur ||OM (z)|| est égale au module |z|. Notons
cette quantité

� := ||OM (z)|| = |z| :

M (z)

� cos � = x

� sin � = y

M (z=� )

cos �

sin �

�

1

Le nombre complexe z
ρ est alors de module 1 et son image se trouve donc

sur le cercle trigonométrique. Il s’écrit donc cos � + i sin � , où � est une mesure
de l’angle formé. Nous avons ainsi montré que tout nombre s’écrit sous la forme

z = x + iy| {z }
forme algébrique

= � (cos � + i sin � )
| {z }

forme trigonométrique

:
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Définition (Argument). La mesure � de l’angle est appelée l’argument du
nombre complexe z et notée

Arg(z) := � :

On rappelle qu’une mesure d’angle est un nombre réel, mais que seule sa valeur
modulo 2� , c’est-à-dire modulo la somme avec un multiple de 2� près, est
importante. Ce qui implique que l’on peut choisir la mesure de l’angle dans
l’intervalle [0; 2� [ ou dans l’intervalle ]− �; � ], par exemple.

Un nombre complexe z est caractérisé, soit par deux nombres réels (x; y),
soit par un nombre réel positif et un nombre compris entre −� et � , par
exemple.

z↔ (x; y)
| {z }

coordonnées cartésiennes

↔ (�; � )
| {z }

coordonnées trigonométriques

Les formules permettant de passer des coordonnées cartésiennes aux co-
ordonnées trigonométriques, et vice-versa, sont données dans la proposition
suivante.

Proposition 10. Pour tout nombre complexe, les formules suivantes sont
vérifiées

x = � cos �
y = � sin � et

� =
p

x2 + y2

cos � =
x

p
x2 + y2

; sin � =
y

p
x2 + y2

:

Remarque

���. Vous remarquerez que nous n’avons pas donné de
formule donnant une mesure � de l’angle. Et pour cause, il n’en existe pas. Alors
comment trouver � ? La remarque de la section précédente disant que seule la
valeur du cosinus ou celle du sinus d’un angle ne permet pas de déterminer � ,
mais les deux valeurs ensemble oui, prend tout son sens. En effet, les formules
ci-dessus donnent le cosinus et le sinus de � . Avec ces deux valeurs, on peut
retrouver � .

Exemple. Mettons z = 1 + i sous forme trigonométrique. On commence
par calculer son module

|z| =
√
1 + 1 =

√
2 :

On factorise ensuite z par son module pour faire apparaître cos � et sin � :

z =
√
2

�
1√
2
+ i

1√
2

�
=
√
2

0

BB@

√
2

2|{z}
=cos θ

+i
√
2

2|{z}
=sin θ

1

CCA :
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Du tableau des valeurs des fonctions trigonométriques donné à la section 2.2,
on sait que seul l’angle de mesure � = π

4 vérifie cos π
4 =

√
2
2 et sin π

4 =
√
2
2 . Au

final, la forme trigonométrique de z est

z = 1 + i =
√
2

�
cos

�
4
+ i sin

�
4

�
:

La forme trigonométrique se prête bien à la multiplication des nombres
complexes et ce grâce aux formules de de Moivre données au théorème 7. En
effet, le produit des deux nombres complexes z = � (cos � + i sin � ) et z′ =
� ′(cos � ′ + i sin � ′) vaut

zz′ = � (cos � + i sin � )� ′(cos � ′ + i sin � ′)
= �� ′� (cos � cos � ′ − sin � sin � ′)

+i (cos � sin � ′ + sin � cos � ′)
�

=|{z}
formules de de Moivre

�� ′� cos(� + � ′) + i sin(� + � ′)
�

:

Avec les coordonnées trigonométriques, la multiplication de deux nombres com-
plexes revient juste à multiplier les modules et à sommer les arguments. Facile,
non ?

Graphiquement, cela donne

•M (z)�
�

•M (z′)

� ′

� ′

•M (zz′)

�� ′

� + � ′

De la même manière, on peut calculer les puissances d’un nombre complexe.

Théorème 11 (de de Moivre). La puissance ne d’un nombre complexe
z = � (cos � + i sin � ) vaut

zn = � n
�
cos(n� ) + i sin(n� )

�
;

pour tout entier n ∈ N.
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Démonstration. On prend le temps de faire la démonstration de cette
formule car elle permet de rappeler le raisonnement par récurrence qui est
l’autre grande méthode, après le raisonnement par l’absurde.

On commence par initier la récurrence, c’est-à-dire par montrer la formule
pour le premier cas à considérer. Ici, pour n = 0, on a bien

z0 = 1 = � 0
�
cos 0 + i sin 0

�
:

(Remarquez que pour n = 1, le résultat n’est rien d’autre que la forme trigo-
nométrique du nombre complexe : z = � (cos � + i sin � ).)

On suppose ensuite le résultat vrai au rang n (ou jusqu’au rang n, ce qui
revient au même du point de vue de la logique) et on montre qu’il reste vrai
au rang n + 1 :

zn+1 = z:zn

=|{z}
hypothèse de récurrence

� (cos � + i sin � ):� n
�
cos(n� ) + i sin(n� )

�

=|{z}
formules de de Moivre

� n+1
�
cos((n + 1)� ) + i sin((n + 1)� )

�
:

Ceci montre que la formule de l’énonce est vraie pour tout entier n. �

Exemple. Mettons à la puissance 12 le nombre complexe z = 1 + i . On
utilise bien sûr la forme trigonométrique précédemment calculée ainsi que le
théorème de de Moivre :

z12 = (
√
2)12

�
cos

�
12π
4

�
+ i sin

�
12π
4

��
= 26

�
cos(3� ) + i sin(3� )

�

= 64
�
cos(� ) + i sin(� )

�
= −64 :

�

Exercice 12 (Formule de de Moivre).
En utilisant le théorème de de Moivre et la formule du binôme de Newton,

exprimer cos(4� ) et sin(4� ) en fonction de cos � et sin � .

�

3.5. Exponentielle complexe. L’exponentielle est une fonction réelle
R→ R qui vérifie la relation fondamentale

ea+b = eaeb ;

c’est-à-dire qu’elle transforme les sommes en produits 10. Dans cette section,
on va chercher à l’étendre aux nombres complexes C→ C, en s’assurant qu’elle
vérifie toujours la même propriété.

10. C’est un peu la pierre philosophale des matheux.
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Pour cela, on commence par définir l’exponentielle complexe pour les ima-
ginaires purs : pour tout nombre � ∈ R, on pose

eiθ := cos � + i sin � :

Remarque. Il s’agit du nombre complexe correspondant au point du cercle
trigonométrique d’angle � .

Instant culture

���. Notez que pour � = � , on a la formule

eiπ = −1

qui a l’élégance de réunir trois des nombres les plus célèbres en mathématiques :
la constante d’Euler e, le nombre imaginaire canonique i et le nombre � .

�

Exercice 13 (Exponentielle complexe).
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants

4e
2�i
3 ; 6e3πi; e−

3�i
4 ; e−

6�i
4 et 3e−

5�i
3 :

�

La propriété fondamentale de l’exponentielle est bien vérifiée par les nombres
imaginaires purs :

eiθ+iθ′ = ei(θ+θ′) = cos(� + � ′) + i sin(� + � ′)

= (cos � + i sin � )(cos � ′ + i sin � ′) = eiθeiθ
′

:

Avec cette définition, la forme trigonométrique devient la forme suivante.

Définition (Forme polaire). La forme polaire d’un nombre complexe est
définie par

z = �e iθ :

De la même manière que la forme trigométrique, la forme polaire se prête
bien à la multiplication des nombres complexes :

zz′ = �e iθ� ′eiθ
′
= �� ′ei(θ+θ′) :

�

Exercice 14 (Forme polaire).
Mettre sous forme polaire �e iθ, c’est-à-dire déterminer le module et l’argu-

ment, chacun des nombres complexes suivants

1− i;
√
3 + 3i;

√
3 + 3i
1− i

; 1 + i; −9 et −
√
2− i

√
2 :
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Exercice 15 (Puissance de nombre complexe).
Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes

suivants

(1− i )5; (
√
3 + 3i )7; (1 + i )−14; (−

√
2− i

√
2)13 :

On pourra utiliser l’exercice précédent.

Exercice 16 (Formule trigonométrique).
On pose

z1 :=
√
6− i

√
2

2
et z2 := 1− i :

(1) Écrire les nombres z1 et z2 sous forme polaire.

(2) Écrire le quotient Z :=
z1
z2

sous forme polaire.

(3) En conclure les valeurs de cos
�
12

et de sin
�
12

.

Exercice � 17 (Racine de l’unité).

(1) Pour n entier compris entre 2 et 6, déterminer tous les nombres com-
plexes z qui vérifient l’équation

zn = 1 :

On exprimera chacun d’eux sous forme polaire et sous forme algébrique.

(2) Représenter graphiquement l’image dans le plan complexe de chacune
de ces solutions.

�

Définition (Exponentielle complexe). Pour tout nombre complexe z =
x + iy , on définit son image par l’exponentielle complexe C→ C par 11

ez = ex+iy := exeiy = ex(cos y + i sin y) :

Avec cette définition, l’exponentielle complexe vérifie la même relation fon-
damentale que l’exponentielle réelle.

Proposition 12. Pour toute paire (z; z′) de nombres complexes, la relation
suivante est vérifiée

ez+z′ = ezez
′

:

11. Remarquez que l’on définit l’exponentielle complexe par un cas particulier de la relation

que l’on souhaite la voir vérifier : ex +iy := ex eiy . Malin, non ?

���
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Démonstration. La démonstration aide ici à comprendre le bien-fondé
de la définition. En écrivant z = x + iy et z′ = x ′ + iy ′, on a

ez+z′ = ex+iy+x′+iy′ = ex+x′+i(y+y′)

= ex+x′ei(y+y′) (par définition)
= exex′eiyeiy′ (par la relation pour les réels
= exeiyex′eiy′ et les imaginaires purs)
= ex+iyex′+iy′ = ezez′ (par définition) :

�

Théorème 13 (Formules d’Euler). Pour tout nombre réel � , les relations
suivantes sont vérifiées

cos � =
eiθ + e−iθ

2

sin � =
eiθ − e−iθ

2i

:

Application
���. Les formules d’Euler permettent de linéariser les

puissances cosn � et sinn � des fonctions trigonométriques. Par exemple, grâce
à la formule du binôme de Newton, on a

cos4 � =

�
eiθ + e−iθ

2

� 4

=
1

16

�
e4iθ + 4e2iθ + 6 + 4e−2iθ + e−4iθ

�

=
1

8

�
e4iθ + e−4iθ

2
+

4e2iθ + 4e−2iθ

2
+ 3

�

=
1

8

�
cos(4� ) + 2 cos(2� ) + 3

�
:

La grande utilité de cette méthode est de permettre le calcul d’intégrales de
puissances de fonctions trigonométriques. En effet, si on veut calculer

Rπ
0 cos4 �

d� , il faudrait pouvoir trouver une primitive à cos4 � : bon courage ... Par contre,
les primitives des fonctions cos(4� ), cos(2� ) et 3 sont faciles à calculer.

�

Exercice 18 (Linéarisation).
Linéariser les expressions trigonométriques suivantes, c’est-à-dire les expri-

mer en fonction de cos(n� ) et sin(n� ),

sin3 �; sin � cos3 � et cos5 � :

Exercice 19 (Racine carrée).
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Calculer, sous forme polaire ou sous forme algébrique, les «racines carrés»,
c’est-à-dire les solutions y de l’équation y2 = z, des nombres complexes suivants

z1 := i; z2 := 9; z3 := −9; z4 := −3− 4i;
z5 := −1 + i

√
3; z6 := 3 + 2i; et z7 := −5− 12i :

�

4. Polynômes

Dans cette section, on donne les principales propriétés des polynômes, no-
tamment celles qui concernent leurs racines.

4.1. Définition.

Définition (Polynôme). Un polynôme à coefficients réels est une expres-
sion de la forme

P = anX n + an−1X n−1 + · · ·+ a2X 2 + a1X + a0 ;

où tous les ai sont des nombres réels. L’élément X est appelé variable formelle.
L’ensemble des polynômes est noté R[X ]. Un élément simple de la forme aiX i

est appelé un monôme.

Exemple. Le polynôme 7X 3 −
√
2X + 1 est à coefficients réels. On peut

aussi considérer des polynômes dont les coefficients appartiennent à d’autres
ensembles de nombres. Par exemple, 32+2X +9 est un polynôme à coefficients
entiers.

Remarque. Chaque polynôme P induit une fonction dite polynomiale
�

R → R
x 7→ P(x) = anxn + · · ·+ a1x + a0

définie en évaluant le polynôme aux valeurs réelles x. C’est probablement sous
cette forme que vous avez rencontré les polynômes pour la première fois.

Attention
�

. Notez bien la différence : un polynôme P = anX n+ · · ·+
a1X + a0 est une expression formelle, pas une fonction. Il n’est pas égale à
un «nombre» alors que la fonction polynomiale x 7→ P(x) associée consiste
justement à faire un calcul et fournit un nombre pour toute valeur de x.

Définition (Degré). Pour tout polynôme P = anX n + · · · + a1X + a0,
le plus grand entier n tel que an soit différent de 0 est appelé le degré du
polynôme P . On le note degP = n.
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Exemple. Le degré du polynôme P = 7X 3 −
√
2X + 1 est degP = 3.

Proposition 14. Pour toute paire de polynômes P; Q ∈ R[X ], le degré
vérifie la relation suivante

deg (P Q) = degP + degQ :

Tout comme les nombres, on peut sommer, soustraite et multiplier les poly-
nômes. L’addition et la soustraction se font terme à terme, c’est-à-dire monôme
par monôme :

(2X 3 − 3X 2 + 5) + (X 2 + 5X − 2) = (2 + 0)X 3 + (−3 + 1)X 2 + (0 + 5)X
+(5− 2)

= 2X 3 − 2X 2 + 5X + 3 ;
(2X 3 − 3X 2 + 5)− (X 2 + 5X − 2) = (2− 0)X 3 + (−3− 1)X 2 + (0− 5)X

+(5 + 2)

= 2X 3 − 4X 2 − 5X + 7 :

La multiplication est donnée par la règle de distributivité de la somme et du
produit :

(2X 3 − 3X 2 + 5)(X 2 + 5X − 2) = 2X 3 × X 2 + 2X 3 × 5X − 2X 3 × 2

−3X 2 × X 2 − 3X 2 × 5X + 3X 2 × 2

+5× X 2 + 5× 5X − 5× 2

= 2X 5 + (10− 3)X 4 + (−4− 15)X 3

+(6 + 5)X 2 + 25X − 10

= 2X 5 + X 4 − 19X 3 + 11X 2 + 25X − 10 :

Existe-t-il une opération «inverse» à la multiplication, c’est-à-dire une di-
vision, comme pour les nombres ? La section suivante répond à cette question.

4.2. Division euclidienne. On rappelle la division euclidienne classique
des nombres entiers : pour toute paire de nombres entiers a; b ∈ Z tel que b
soit non nul, b 6= 0, il existe une paire de nombres entiers q; r ∈ Z tels que

a = bq+ r ;

où la valeur absolue de r vérifie |r | < |b|. Par exemple,

7|{z}
a

= 3|{z}
b

× 2|{z}
q

+ 1|{z}
r

:

Dans 7, il y a 3 fois 2 plus 1.
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Mutatis mutandis 12, on peut faire exactement la même chose avec les poly-
nômes ! Ici, il suffit de considérer le degré des polynômes à la place de la valeur
absolue.

Théorème 15 (Division euclidienne des polynômes). Pour toute paire de
polynômes A; B ∈ R[X ] tel que B soit non nul, B 6= 0, il existe une paire de
polynômes Q; R ∈ R[X ] tels que

A = BQ + R ;

où le degré de R vérifie degR < degB .

Exemple. La division euclidienne de A := 3X 3 + 2X − 7 par B := X − 1
donne

3X 3 + 2X − 7| {z }
A

= (X − 1)
| {z }

B

(3X 2 + 3X + 5)
| {z }

Q

+(−2)
| {z }

R

:

En pratique
���. La question que vous devez être en train de vous

poser est : «mais comment fait-on en pratique pour effectuer la division eucli-
dienne de deux polynômes » ? Voyons cela sur l’exemple proposé.

A = 3X 3 +2X −7 X − 1 = B
−3X 3 +3X 2 3X 2 + 3X + 5 = Q

0 +3X 2 +2X −7
−3X 2 +3X

0 5X −7
−5X +5

0 −2
= R

On pose la division euclidienne comme pour les nombres en plaçant le
polynôme A à diviser en haut à gauche et le polynôme B , par lequel on divise,
en haut à droite. On commence par chercher le terme de plus haut degré de
Q ; il est égal au monôme par lequel il faut multiplier le monôme de plus haut
degré de B pour obtenir le monôme de plus haut degré de A . Ici il vaut 3X 2.
On multiplie ensuite B = X − 1 par ce monôme, ce qui donne 3X 3 − 3X 2, et
on écrit son opposé, à savoir −3X 3+3X 2, de l’autre côté de la barre verticale,
soit à gauche, sous A . Après, on calcule la somme de A avec ce polynôme, ce
qui donne ici 3X 2 + 2X − 7.

On itére ce processus avec ce dernier polynôme 3X 2+2X − 7 à la place de
A . On s’arrête lorsque le degré du polynôme obtenu à gauche est strictement
inférieur au degré de B , ici lorsque l’on arrive à la constante −2. (De toute
façon, on ne peut pas aller plus loin.)

12. «Une fois effectués les changements nécessaires» en latin.
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Au final, le polynôme obtenu à droite et sous la barre est le quotient Q =
3X 2 + 3X + 5. Et le polynôme obtenu en bas à gauche est le reste R = −2.

�

Exercice 20 (Division euclidienne).
Calculer la division euclidienne du polynôme 4X 5+X 3−2 par le polynôme

X 2 + X + 1.

�

Définition (B divise A). On dit qu’un polynôme B divise un polynôme
A s’il existe un polynôme Q tel que

A = BQ :

Il est équivalent de dire que le reste de la division euclidienne du polynôme A
par B est nulle.

4.3. Racines de polynômes.

Définition (Racine). Une racine d’un polynôme P est un nombre a tel
que

P(a) = 0 :

Remarque. On peut s’intéresser aux racines entières, rationnelles, réelles
ou complexes, i.e. a ∈ Z;Q;R;C.

Proposition 16. Un nombre a est racine d’un polynôme P si et seulement
s’il existe un polynôme Q tel que P = (X − a)Q.

Démonstration. Encore une fois, on donne la démonstration car elle
peut aider à comprendre et à retenir ce résultat.

(⇐) Si le polynôme se factorise sous la forme P = (X − a)Q, sa valeur en
a vaut P(a) = 0×Q(a) = 0. Donc a est racine de P .

(⇒) Dans l’autre sens, effectuons la division euclidienne de P par X −
a. Cela donne P = (X − a)Q + R, où R est un polynôme de degré
strictement inférieur à celui de X − a, c’est-à-dire 1. Il est donc de
degré 0, ce qui équivaut à dire que le polynôme R est une constante
R = r . Comme a est racine de P , on obtient : P(a) = 0×Q(a)+ r = 0,
en évaluant l’égalité précédente de polynômes en a. Ce qui implique que
r = P(a) = 0 et conclut la démonstration.

�

Le nombre a est racine du polynôme P si est seulement si le polynôme
X −a divise P . Dans ce cas, le degré du polynôme Q vérifie degQ = degP−1.
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Exemple. Considérons le polynôme P := X 3 − X 2 + X − 1. Cherchons
rapidement une racine simple : on teste de tête si −2;−1; 0; 1; 2, par exemple,
sont racines. Ici comme la somme des coefficients de P est nulle, on sait que 1
est racine. Donc le polynôme X − 1 divise P et la division euclidienne donne
effectivement P = X 3 − X 2 + X − 1 = (X − 1)(X 2 + 1).

Il arrive parfois que certaines racines soient racines «plus que d’autres». En
effet, dans le polynôme (X − 3)2(X − 5) = (X − 3)(X − 3)(X − 5), le nombre
5 est une fois racine et le nombre 3 est «deux fois» racine.

Définition (Multiplicité des racines). Une racine a d’un polynôme P est
de multiplicité k si P s’écrit sous la forme P = (X − a)kQ mais pas sous la
forme (X − a)k+1R.

Dans l’exemple précédent, 5 est racine simple (de multiplicité 1) et 3 est
racine double (de multiplicité 2).

Proposition 17. Tout polynôme de degré n a au plus n racines comptées
avec multiplicité.

Exemples. Les deux exemples précédents illustrent ce résultat.
� Le polynôme réel X 3−X 2+X −1 = (X −1)(X 2+1) de degré 3 admet

une seule racine réelle simple, soit ici 1 ≤ 3. (Le polynôme X 2 + 1
n’a aucune racine réelle, et pour cause, il prend toujours des valeurs
strictement positives.)
� Le polynôme réel (X −3)2(X −5) admet une racine simple et une racine

double, soit ici 1 + 2 ≤ 3.

Lorsque le polyôme est de grand degré (typiquement ≥ 3), nous n’avons
pas d’autre choix que de chercher les racines à la main, puis de factoriser le po-
lynôme et ainsi de suite. (Le problème de déterminer les racines des polynômes
de degré supérieur à 5 est un problème plus que difficile en mathématique ...)
Mais pour les polynômes de bas degré, nous avons les formules suivantes.

Degré 1. L’unique racine du polynôme P = aX + b de degré 1 est −b
a

.

Degré 2. Soit P = aX 2+bX+c un polynôme réel de degré 2. On considère
son discriminant

∆ := b2 − 4ac :
Il y a alors 3 cas de figure.

� Soit ∆ < 0, alors le polynôme P n’admet aucune racine réelle.

� Soit ∆ = 0, alors le polynôme P admet une racine double − b
2a

, c’est-

à-dire que le polynôme P s’écrit P = a
�

X +
b
2a

� 2

.
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� Soit ∆ > 0, alors le polynôme P admet deux racines réelles distinctes,
qui sont

−b+
√
∆

2a
et

−b−
√
∆

2a
:

Le polynôme P vaut donc P = a
�

X − −b+
√
∆

2a

� �
X − −b−

√
∆

2a

�
. (Re-

marquez que si ∆ = 0, on retrouve la formule précédente.)

4.4. Racines complexes. Le premier cas de figure ∆ < 0 montre qu’il
existe des polynômes réels n’ayant aucune racine réelle. C’est par exemple le
cas de X 2+1. La proposition 17 nous donne un maximum pour le nombre des
racines d’un polynôme qui n’est pas toujours atteint lorsque l’on considère les
racines dans les nombres réels.

Or, il se trouve que nous avons introduit, avec les nombres complexes, un
plus grand ensemble de nombres que les nombres réels, R ⊂ C. Il y a donc là
plus de chance de trouver des racines de polynômes réels. D’ailleurs, si on écrit
la relation fondamentale i 2 = −1, définissant les nombres complexes, sous la
forme i 2 + 1 = 0, on remarquera que l’on a là une racine complexe i du poly-
nôme X 2 + 1. L’autre racine étant −i : X 2 + 1 = (X − i )(X + i ).

Considérons à nouveau les formules −b±
√
∆

2a donnant les racines des poly-
nômes réels de degré 2. Elles ne s’appliquent pas si ∆ < 0 car il faudrait en
prendre la racine carrée ... Or, grâce aux nombres complexes, on sait mainte-
nant résoudre ce problème : on peut trouver des nombres complexes dont le
carré est négatif. Ici, cela donne symboliquement

«
√
∆» = «

p
(−1)(−∆)» = «

√
−1»
√
−∆ = i

√
−∆ :

Proposition 18. Tout polynôme réel P = aX 2 + bX + c de degré 2 et de
discriminant strictement négatif ∆ < 0 admet deux racines complexes conju-
guées, données par

−b+ i
√
−∆

2a
et

−b− i
√
−∆

2a
:

Remarque

���. Lorsque P = aX 2 + bX + c est un polynôme à co-
efficients complexes, i.e. a; b; c∈ C, ses racines sont toujours données par la
formule du type −b±

√
∆

2a . Comme le discriminant ∆ est un nombre complexe,
le symbole

√
∆ signifie que l’on considère les deux nombres complexes dont le

carré vaut ∆. Ils se calculent en considérant la forme polaire de ∆, cf. exer-
cice 19.

Le fait d’avoir trouvé, dans ce cas précis, deux racines complexes conjuguées
n’est pas un hasard. C’est un phénomène vrai pour tout polynôme réel.
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Proposition 19. Soit P ∈ R[X ] un polynôme à coefficients réels. Si un
nombre complexe z ∈ C est racine de P , alors son conjugué z̄ est encore racine
de P .

Démonstration. Encore une fois, la démonstration permet de comprendre
ce qui se passe. Donnons un nom aux coefficients de P : P = anX n+· · ·+a1X +
a0, avec ai ∈ R. Dire que z est racine signifie P(z) = anzn+ · · ·+a1z+a0 = 0.
On considère le conjugué de toute cette expression :

P(z) = anzn + · · ·+ a1z + a0 = anz̄n + · · ·+ a1z̄ + a0 = P(z̄) = 0 ;

car le conjugué d’une somme est égal à la somme des conjugués et que le
conjugué d’un produit est égal au produit des conjugués. Ceci montre que le
conjugué z̄ est racine de P . �

Astuce
���. Ce résultat va vous faire économiser la moitié de vos

calculs. En effet, si vous parvenez à trouver une racine complexe (et non réelle)
d’un polynôme réel, alors, automatiquement et sans calcul, vous en avez une
autre : le nombre complexe conjugué.

Nous venons de voir que pour avoir toutes les racines d’un polynôme réel
de degré 2, il fallait considérer l’ensemble plus gros des nombres complexes.
Passons maintenant aux polynômes réels de degré 3, puis 4, etc. Avons-nous
besoin de créer un ensemble de nombres encore plus grand que les complexes
pour en trouver toutes les racines ? Et bien non ! Quelque part, nous avons de
la chance. Les nombres complexes fournissent toutes les racines des polynômes
réels et même des polynômes complexes.

Théorème 20 (de d’Alembert–Gauss, dit théorème fondamental de l’al-
gèbre 13). Tout polynôme réel ou complexe de degré n admet n racines comptées
avec multiplicité.

Cela signifie que tout polynôme réel ou complexe se factorise complètement
sous la forme

P = anX n + · · ·+ a1X + a0 = an(X − x1)(X − x2) · · · (X − xn) ;

où les x1; x2; : : : ; xn ∈ C sont les racines complexes de P . Dans ce cas, on dit
que P est scindé sur C.

Exemple. Dans le cas du polynôme P = X 3−X 2+X −1 = (X −1)(X 2+1)
de degré 3, on a 3 racines : 1, i et −i . Il se factorise complètement sous la forme
P = (X − 1)(X − i )(X + i ).

�

13. Le niveau de difficulté de la démonstration dépasse largement le niveau de ce cours.
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Exercice 21 (Équation polynômiale).
Résoudre dans C les équations polynômiales suivantes. On écrira les solu-

tions sous forme algébrique ou sous forme polaire.

(1) 3z2 + 3z + 2 = 0,
(2) z2 − 4iz − 2 = 0,
(3) z3 = −1,
(4) z4 = i

16 ,

(5)� z5 = 32 + 32i .

�

Exercice 22 (Factorisation).
Factoriser complétement les polynômes suivants dans R et dans C, c’est-à-

dire trouver toutes les racines réelles et complexes.

(1) X 3 − 5X 2 + 7X − 3,
(2) X 3 − 11X 2 + 39X − 45,
(3) X 3 − 3X 2 + 9X + 13.

�

5. Matrices

Le but de cette section est de rappeler la notion simple de matrice, qui
est juste un tableau rectangulaire rempli de nombres, et ses propriétés élé-
mentaires. Une matrice est un moyen efficace de stocker un grand nombre de
valeurs ; il n’est donc pas étonnant de constater que cette notion est utilisée
dans un grand nombre de domaines dans et hors des mathématiques 14.

5.1. Opérations sur les matrices.

Définition (Matrice). Une matrice est un tableau rectangulaire de nom-
bres. L’ensemble des matrices à coefficients réels à n lignes et m colonnes est
noté Mn,m . L’ensemble des matrices carrées à n lignes et n colonnes est noté
simplement Mn .

Exemple. La matrice 0

BB@

1 0 −2
� 1

3 0
0 −7 3; 5
7
2 1 −3

1

CCA

a 4 lignes et 3 colonnes ; elle appartient à M4,3 .

14. Cette terminologie, en anglais «matrix», a même été utilisée pour une série de films
célébres !
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Remarque

���. On peut faire des matrices avec des nombres entiers,
des nombres complexes, etc. Dans ce cas-là, on précise le type des coefficients
dans la notation : Mn,m(R), Mn,m(Z), Mn,m(C), par exemple. Dans le soucis
de conserver une présentation simple, nous rédigeons cette section uniquement
avec des nombres réels, mais tous les résultats présentés ici sont vrais pour
d’autres types de nombres.

Notation
���. De manière générique, on note les coefficients d’une

matrice en mettant en indice les numéros de la ligne et de la colonne :

A =

0

BBB@

a1,1 a1,2 · · · a1,m

a2,1 a2,2 · · · a2,m
...

...
. . .

...
an,1 an,2 · · · an,m

1

CCCA
;

le coefficient situé à l’intersection de la i e ligne et la j e colonne est ai,j .

Les opérations sur les nombres induisent naturellement des opérations sur
les matrices.

Définition (Addition et soustraction de matrices). L’addition et la sous-
traction des matrices de même taille se fait terme à terme. Plus précisément, le
coefficient de la i e ligne et la j e colonne de la somme A +B est égal à ai,j +bi,j
et celui de la différence A − B est égal à ai,j − bi,j .

Exemples.
�

1 0 −2
7 −1 3

�
+

�
0 10 2
−8 5 1

�
=

�
1 10 0
−1 4 4

�

�
1 0 −2
7 −1 3

�
−

�
0 10 2
−8 5 1

�
=

�
1 −10 −4
15 −6 2

�

On pourrait définir la multiplication des matrices de manière similaire, à
savoir terme à terme, mais cette définition serait un peu trop «naïve» et ne
permettrait pas de coder ce que nous voulons avec les matrices plus tard.

Définition (Produit de matrices). Le coefficient de la i e ligne et la j e

colonne du produit AB d’une matrice A ∈ Mn,l à n lignes et l colonnes et
d’une matrice B ∈ Ml,m à l lignes et m colonnes est donné par la formule

lX

k=1

ai,kbk,j :
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Illustration
���. Cette formule se comprend graphiquement de la

manière suivante : on commence par effectuer le produit du premier terme de
la i e ligne de la matrice de gauche avec le premier terme de la j e colonne de la
matrice de droite. On additionne ensuite le résultat obtenu avec le produit du
deuxième terme de la i e ligne de la matrice de gauche avec le deuxième terme
de la j e colonne de la matrice de droite, et ainsi de suite.

ai,1 ai,2 · · · ai,l

b1,j

b2,j

...

bl,j

ai,1b1,j + ai,2b2,j + · · ·+ ai,lbl,j

×
+
×

+

×
+

En pratique
���. Pour calculer le produit AB de deux matrices, on

écrit la première matrice A en bas à gauche et la seconde matrice B en haut à
droite. Il est alors facile de procéder au calcul du produit AB en bas à droite.
Par exemple, avec les matrices

A =

�
1 0 −2
7 −1 3

�
et B =

0

@
0 −8
10 5
2 1

1

A ;

cela donne 0

@
0 −8
10 5
2 1

1

A

�
1 0 −2
7 −1 3

��
−4 −10
−4 −58

�
;
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c’est-à-dire

AB =

�
−4 −10
−4 −58

�
:

Cette manière de poser les calculs permet d’itérer facilement les multiplications
de matrices. Par exemple, on calcule le produit (AB )C des trois matrices avec

C =

�
1 −4
−1 2

�

en posant
0

@
0 −8
10 5
2 1

1

A
�

1 −4
−1 2

�

�
1 0 −2
7 −1 3

��
−4 −10
−4 −58

��
6 −4
54 −100

�
;

d’où
0

@
�

1 0 −2
7 −1 3

� 0

@
0 −8
10 5
2 1

1

A

1

A
�

1 −4
−1 2

�
=

�
6 −4
54 −100

�
:

�

Exercice 23 (Opérations entre matrices).
On considère les trois matrices

A =

0

@
3 1
7 0
−2 1

2

1

A ; B =

0

@
0 11
−3 −2
8 3

2

1

A et C =

�
1 3
2 4

�
:

(1) Effecter les opérations matricielles suivantes :

A + B ; AC ; BC ; AC + BC et (A + B )C :

(2) Comparer les deux derniers résultats.

�

Attention
�

. Notez la différence fondamentale entre les définitions de
l’addition-soustraction et de la multiplication des matrices : on ne peut sommer
ou soustraire que des matrices de même taille et on ne peut faire le produit
de deux matrices que lorsque le nombre de colonnes de la première est égal au
nombre de lignes de la seconde. (Dans le cas contraire, la formule qui donne
les coefficients du produit ne serait pas bien définie !)
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Application
���. Le principal intérêt de cette définition, un poil alam-

biquée, de la multiplication des matrices est qu’elle permet de coder efficace-
ment les systèmes d’équations linéaires : tout système de n équations linéaires
à m inconnues

8
>>><

>>>:

a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,mxm = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,mxm = b2

...
an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,mxm = bn

s’écrit matriciellement
AX = B

avec

A =

0

BBB@

a1,1 a1,2 · · · a1,m

a2,1 a2,2 · · · a2,m
...

...
. . .

...
an,1 an,2 · · · an,m

1

CCCA
; X =

0

BBB@

x1

x2
...

xm

1

CCCA
et B =

0

BBB@

b1
b2
...

bn

1

CCCA
:

On a donc ainsi remplacé n équations par une seule ! Puissant, non ?

Les opérations ainsi définies sur les matrices vérifient (presque) toutes les
propriétés des opérations sur les nombres.

Proposition 21.
� L’addition des matrices est associative et commutative :

(A + B ) + C = A + (B + C) et A + B = B + A :

� L’addition et la multiplication des matrices sont distributives :

A(B + C) = AB + AC et (A + B )C = AC + BC :

� La multiplication des matrices est associative : (AB )C = A(BC ) .

Démonstration. Il n’est pas nécessaire de lire cette démonstration pour
pouvoir appliquer les propriétés de cette proposition. Néanmoins, elle illustre
bien comment les propriétés des opérations des nombres induisent directement
celles des matrices.

� Le premier point vient directement de l’associativité et de la commuta-
tivité de l’addition des nombres :

(ai,j + bi,j) + ci,j = ai,j + (bi,j + ci,j) et ai,j + bi,j = bi,j + ai,j :
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� Le coefficient situé à la confluence de la i e ligne et de la j e colonne de
la matrice A(B + C) est égal à

lX

k=1

ai,k(bk,j + ck,j) =
lX

k=1

ai,kbk,j +
lX

k=1

ai,kck,j ;

qui est le coefficient situé à la même position de la matrice AB + AC .
L’autre cas se traite de manière similaire.
� Supposons que les tailles des trois matrices soient respectivement

A ∈ Mn,h ; B ∈ Mh,l et C ∈ Ml,m :

Le coefficient situé à la confluence de la i e ligne et de la j e colonne de
la matrice (AB )C est égal à

lX

k=1

0

@
hX

g=1

ai,gbg,k

1

A ck,j :

Celui situé à la confluence de la i e ligne et de la j e colonne de la matrice
A(BC ) est égal à

hX

g=1

ai,g

 
lX

k=1

bg,kck,j

!

:

La distributivité de la multiplication des nombres par rapport à l’addi-
tion induit que, dans le deux cas, le résultat est égal à

hX

g=1

lX

k=1

ai,gbg,kck,j :

�

Attention
�

. Une exception notable à la règle vient du fait que la mul-
tiplication des matrices n’est pas commutative en général. Un contre-exemple
est donné par les deux matrices suivantes

A =

�
1 1
0 1

�
et B =

�
1 0
1 1

�

où

AB =

�
2 1
1 1

�
6=

�
1 1
1 2

�
= BA :

Il existe néanmoins une «multiplication» simple : c’est celle d’une matrice
par un nombre.
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Définition (Multiplication d’une matrice par un nombre). La multipli-
cation d’une matrice A par un nombre � donne une matrice de même taille
obtenue en multipliant tous les coefficients de A par � :

�A :=

0

B@
�a 1,1 · · · �a 1,m

...
. . .

...
�a n,1 · · · �a n,m

1

CA :

La mutliplication des matrices par des nombres vérifient les propriétés im-
médiates suivantes :

� (A + B ) = �A + �B et (�A )(�B ) = (�� )AB :

La dernière opération simple mais qui joue un rôle fondamental dans la
théorie des matrices est la transposition.

Définition (Matrice transposée). La transposée d’une matrice

A =

0

BBB@

a1,1 a1,2 · · · a1,n · · · a1,m

a2,1 a2,2 · · · a2,n · · · a2,m
...

...
. . .

...
...

an,1 an,2 · · · an,n · · · an,m

1

CCCA
∈ Mn,m

est la matrice obtenue en effectuant la symétrie par rapport à la diagonale :

tA :=

0

BBBBBBB@

a1,1 a2,2 · · · an,1

a1,2 a2,2 · · · an,2
...

...
. . .

...
a1,n a2,n · · · an,n

...
...

...
a1,m a2,m · · · am,n

1

CCCCCCCA

∈ Mm,n :

Exemple.
t
�

1 0 −2
7 −1 3

�
=

0

@
1 7
0 −1
−2 3

1

A

Un des intérêts de la transposition des matrices est qu’elle permet d’échan-
ger les lignes en colonnes et vice-versa. Au chapitre 4, nous rencontrerons
beaucoup de matrices du type suivant.

Définition (Matrices symétriques). Une matrice carrée A ∈ Mn égale à
sa transposée tA = A est dite symétrique. L’ensemble des matrices symétriques
de taille n × n est noté Sn .
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Exemple. 0

@
1 7 −2
7 −1 3
−2 3 0

1

A ∈ S3 :

La transposition se comporte de la manière suivante avec les autres opéra-
tions des matrices :

t(�A ) = � tA ; t(A + B ) = tA + tB et t(AB ) = tB tA :

5.2. Matrices inversibles. On peut maintenant se demander s’il existe
des matrices qui jouent respectivement le rôle de neutre pour l’addition et la
multiplication.

Définition (Matrice nulle et matrice identité).
� La matrice nulle de taille n × m est la matrice composée uniquement

de zéros :

0n,m :=

0

B@
0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0

1

CA ∈ Mn,m :

� La matrice identité est la matrice carrée de taille n × n composée de
uns sur la diagonale et de zéros partout ailleurs :

I n :=

0

BBBBBB@

1 0 · · · · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . 1 0

0 · · · · · · 0 1

1

CCCCCCA
∈ Mn :

Remarque

���. Lorsque la taille est évidente, on simplifiera la nota-
tion en omettant les indices.

Par un calcul immédiat, on peut voir que la matrice nulle est le neutre
pour l’addition

0 + A = A + 0 = A
et que la matrice identité est le neutre pour la multiplication

IA = AI = A :

Toute matrice A ∈ Mn,m admet une matrice opposée −A , qui est l’unique
matrice solution des équations

A + X = X + A = 0 ;
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ses coefficients sont les nombres opposés −ai,j . On peut se poser la même
question pour la multiplication à la place de la somme.

Définition (Inverse d’une matrice).
� On appelle inverse d’une matrice carré A ∈ Mn, toute matrice carrée

X ∈ Mn vérifiant les deux équations

AX = I n = XA :

� Une matrice carrée A ∈ Mn est dite inversible lorsqu’elle admet une
matrice inverse.
� L’ensemble des matrices inversibles de taille n × n est appelé le groupe

linéaire ; il est noté GLn .

�

Exercice 24 (Inverse de matrices).

(1) Est-ce que les matrices suivantes

A =

�
2 4
1 3

�
et B =

�
3 2
6 4

�

admettent des inverses ?

(2) Si oui, combien en admettent-elles ?

�

Proposition 22. Lorsqu’une matrice carrée A ∈ Mn est inversible, elle
admet une unique matrice inverse notée A−1 ∈ Mn .

Démonstration. Supposons qu’une matrice inversible A admettent deux
matrices inverses X et Y ; cela signifie que l’on a

AX = XA = AY = Y A = I :

On en déduit
AX − AY = A(X − Y ) = 0 ;

ce qui donne en multipliant à gauche par X :

XA (X − Y ) = 0 = X − Y :

On en conclut donc que X = Y , c’est-à-dire que la matrice inverse est unique.
�

Proposition 23. Soit A ∈ Mn une matrice carrée. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes.

� La matrice A est inversible : ∃X ∈ Mn ; AX = I n = XA .
� La matrice A est inversible à droite : ∃X ∈ Mn ; AX = I n .
� La matrice A est inversible à gauche : ∃X ∈ Mn ; XA = I n .
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Démonstration. Dans l’état actuel de nos connaissances, cette démons-
tration serait assez fastidieuse. Nous la rédigerons à la section 3 de l’appen-
dice A, une fois armé des notions et résultats de l’algèbre linéaire. �

Application
���. Lorsque la matrice A définissant un système de n

équations linéaires à n inconnues est inversible, le système admet une unique
solution donnée explicitement par

X = A−1B :

�

Exercice � 25 (Inverse de matrices de taille 2× 2).

(1) Montrer qu’une matrice carrée

A =

�
a b
c d

�
∈ M2

est inversible si et seulement si ad− bc 6= 0 .
Conseil. On pourra considérer le produit de la matrice A par la matrice�

d −b
−c a

�
.

(2) Dans ce cas, donner une formule pour la matrice inverse A−1 .

(3) Déterminer l’ensemble des solutions du système d’équations linéaires
�

3x − 7y = 11
−2x + y = −8 :

�

5.3. Algorithme du pivot de Gauss. L’enjeu est maintenant de trou-
ver une méthode effective qui permette de déterminer si une matrice carrée
est inversible ou non, puis de calculer son inverse, le cas échéant. La première
de ces méthodes repose sur la technique du pivot de Gauss ; elle utilise les
opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice.

Définition (Opérations élémentaires sur une matrice). Les opérations élé-
mentaires sur les lignes d’une matrice sont les suivantes.

� Interversion de deux lignes : L i ↔ L j .
� Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul : L i → �L i .
� Ajout à une ligne � fois une autre : L i → L i + �L j .

On utilise la notation A ∼ B pour deux matrices dont l’une est obtenue à
partir de l’autre par une succession d’opération élementaires sur les lignes.
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Remarque. On peut aussi considérer les opérations élémentaires simi-
laires sur les colonnes d’une matrice, chose que nous ferons à la section 6 du
chapitre 2.

L’algorithme du pivot de Gauss appliqué à une matrice A ∈ Mn consiste à
itérer les étapes suivantes.

� Si la première colonne de A est nulle. Alors on considère la
sous-matrice A ′ ∈ Mn−1 obtenue en supprimant la première ligne et la
première colonne de la matrice A :

A =

0

BBBB@

0 ∗ · · · ∗
...
... A ′

0

1

CCCCA
:

On itére alors l’algorithme avec la matrice A ′.

� Si la première colonne de A n’est pas nulle. Alors il existe
une ligne, disons la i e, où son coefficient � := ai,1 6= 0 est non nul.
On permute la i e ligne avec la première ligne (L i ↔ L 1) pour placer le
coefficient � en haut à gauche de la matrice. Ensuite, on multiplie la
première ligne par le coefficient inverse � −1, c’est-à-dire qu’on effectue
l’opération élémentaire L 1 → � −1L 1, pour faire apparaître un 1 en haut
à gauche de la matrice. On se sert enfin de ce 1, appelé «pivot», pour
faire apparaître des zéros à toutes les autres entrées de la première
colonne : pour tout j > 1, on soustrait à la j e ligne aj,1 fois la première
(L j → L j − aj,1L 1). Enfin on considère la sous-matrice A ′ obtenue en
supprimant la première ligne et la première colonne de la matrice ainsi
obtenue et on itère l’algorithme avec la matrice A ′.

0

BBB@

1 ∗ · · · ∗
0
... A ′

0

1

CCCA
:

L’algorithme s’arrête lorsque la matrice A ′ est vide ; le nombre d’étapes est
donc au maximum égal à n. En pratique, on garde les sous-matrices A ′ dans A
car les opérations sur les lignes de A ′ ne changent ni la première ligne de A ni les
0 présents sur sa première colonne. Au final, on obtient donc une matrice carrée
de taille n × n composées de tous les coefficients successivement «oubliés».
L’algorithme du pivot de Gauss produit donc une matrice échelonnée, c’est-à-
dire une matrice composée uniquement de zéros sous sa diagonale. De plus, la
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diagonale de cette matrice échelonnée n’est composée ici que de 0 et de 1 :
0

BBBBBB@

0 ∗ · · · · · · ∗

0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . 1 ∗

0 · · · · · · 0 0

1

CCCCCCA
:

Exemple. On considère la matrice

A :=

0

@
0 0 1
2 4 6
3 6 7

1

A :

(1) On remarque que la première colonne n’est pas nulle car, par exemple,
son deuxième coefficient n’est pas égal à 0. On permute la première et
la deuxième ligne pour placer ce coefficient en première position :

0

@
0 0 1
2 4 6
3 6 7

1

A ∼
L2↔L1

0

@
2 4 6
0 0 1
3 6 7

1

A :

Pour faire apparaître un 1, on divise la première ligne par 2 :
0

@
2 4 6
0 0 1
3 6 7

1

A
∼

L1→ 1
2
L1

0

@
1 2 3
0 0 1
3 6 7

1

A :

On se sert de ce pivot pour annuler le coefficient 3 de la troisième ligne ;
pour cela on soustrait 3 fois la première ligne à la troisième :

0

@
1 2 3
0 0 1
3 6 7

1

A ∼
L3→L3−3L1

0

@
1 2 3
0 0 1
0 0 −2

1

A :

Nous en avons alors fini avec la première étape de l’algorithme.
(2) À la deuxième étape, on itère l’algorithme à la sous-matrice de taille

2× 2

A ′ :=

�
0 1
0 −2

�

située en bas à droite de la matrice 3× 3 précédente
0

@
1 2 3
0 0 1
0 0 −2

1

A :

Comme la première colonne de la matrice A ′ est nulle, on itére directe-
ment l’algorithme du pivot de Gauss à la sous-matrice

A ′′ := (−2)
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de taille 1× 1 située en bas à droite de la matrice précédente
0

@
1 2 3
0 0 1
0 0 −2

1

A :

(3) Pour la troisième et dernière étape de l’algorithme du pivot de Gauss,
on divise la troisième ligne de la dernière matrice de taille 3×3 obtenue :

0

@
1 2 3
0 0 1
0 0 −2

1

A
∼

L3→− 1
2
L3

0

@
1 2 3
0 0 1
0 0 1

1

A :

Au final, l’algorithme du pivot de Gauss renvoie ici la matrice échelonnée
0

@
1 2 3
0 0 1
0 0 1

1

A :

Proposition 24. Une matrice carrée est inversible si et seulement si la
matrice échelonnée issue du pivot de Gauss n’est composée que de 1 sur sa
diagonale.

Démonstration. Une fois encore, on peut en donner une démonstration
plus rapide avec les outils de l’algèbre linéaire ; on revoie le-la lecteur-trice à la
section 2 de l’appendice A pour les détails. �

Exemple. La matrice A =

0

@
0 0 1
2 4 6
3 6 7

1

A n’est pas inversible.

Pour l’instant l’algorithme du pivot de Gauss ne permet que de décider si
une matrice carrée est inversible ou non. Nous allons maintenant voir comment
poursuivre, avec les mêmes idées, pour calculer l’inverse de la matrice.

Soit A ∈ Mn une matrice carrée. On considère la matrice de taille n × 2n
formée à gauche de la matrice A et à droite de la matrice identité I n :

0

BBB@

a1,1 a1,2 · · · a1,n 1 0 · · · 0

a2,1 a2,2 · · · a2,n 0 1
. . .

...
...

...
. . .

...
...

. . . . . . 0
an,1 an,2 · · · an,n 0 · · · 0 1

1

CCCA
:

On applique à cette nouvelle matrice l’algorithme du pivot de Gauss.

Attention
�

. Cela signifie qu’on applique les opérations élémentaires
sur les lignes aussi à la matrice identité à droite !
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Lorsque la matrice A est inversible, on obtient une matrice de la forme
suivante

0

BBB@

1 ∗ · · · ∗ ∗ · · · · · · ∗

0 1
. . .

...
...

. . .
...

...
. . . . . . ∗

...
. . .

...
0 · · · 0 1 ∗ · · · · · · ∗

1

CCCA
:

On itére alors l’algorithme du pivot de Gauss «dans l’autre sens», à savoir en
remontant, dans le but de faire apparaître la matrice identité à gauche. Plus
précisément, on commence par utiliser le 1 situé en bas de la dernière colonne
de la matrice de gauche pour faire apparaître des 0 au-dessus. Pour cela, on
soustrait à la i e ligne, pour i < n , un certain nombre de fois la dernière ligne.
Ensuite, on procède de la même manière avec la (n − 1)e colonne, et ainsi de
suite jusqu’à la deuxième colonne.

Proposition 25. Pour toute matrice inversible A, la matrice carrée, située
à droite de la matrice finale de l’algorithme du pivot de Gauss est la matrice
inverse A−1.

Démonstration. À nouveau, avec nos connaissances limitées actuelles,
une telle démonstration serait longue et peu illuminante. On renvoit le-la
lecteur-trice intéressé-e à la section 2 de l’appendice A. �

Exemple. Si on considère la matrice

A :=

0

@
1 2 3
0 1 1
2 −1 2

1

A

alors les premières étapes de l’algorithme complet du pivot de Gauss sont les
suivantes0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 1 0 1 0
2 −1 2 0 0 1

1

A ∼
L3→L3−2L1

0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 −5 −4 −2 0 1

1

A

∼
L3→L3+5L2

0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 −2 5 1

1

A :

Comme la matrice échelonnée de gauche ne contient que des nombres 1, on
en conclut que la matrice initiale A est inversible. À partir de maintenant,
on procède dans l’autre sens, en remontant. On commence par soustraire la
troisième ligne à la deuxième pour supprimer le 1 présent en deuxième position
dans la troisième colonne0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 −2 5 1

1

A ∼
L2→L2−L3

0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 0 2 −4 −1
0 0 1 −2 5 1

1

A ;



66 CHAPITRE 1. ALGÉBRE ÉLÉMENTAIRE

puis on retire 3 fois la troisième ligne à la première pour faire apparaître un 0
en haut de la troisième colonne0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 0 2 −4 −1
0 0 1 −2 5 1

1

A ∼
L1→L1−3L3

0

@
1 2 0 7 −15 −3
0 1 0 2 −4 −1
0 0 1 −2 5 1

1

A :

Il ne reste plus qu’à utiliser le 1 situé à la deuxième ligne et deuxième colonne
pour supprimer le 2 présent à la première ligne et deuxième colonne ; pour cela,
on retire 2 fois la deuxième ligne à la première
0

@
1 2 0 7 −15 −3
0 1 0 2 −4 −1
0 0 1 −2 5 1

1

A ∼
L1→L1−2L2

0

@
1 0 0 3 −7 −1
0 1 0 2 −4 −1
0 0 1 −2 5 1

1

A :

La matrice de droite est donc l’inverse de la matrice A :

A−1 =

0

@
3 −7 −1
2 −4 −1
−2 5 1

1

A :

Comme toujours, le danger des erreurs de calculs ou d’inattention nous guette ;
on vérifie donc le résultat obtenu. Ici on prend une minute pour calculer le
produit AA −1 :

0

@
1 2 3
0 1 1
2 −1 2

1

A

0

@
3 −7 −1
2 −4 −1
−2 5 1

1

A =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ; ouf !

���
�

Exercice 26. On considère la matrice

A :=

0

@
1 0 2
0 1 1
−1 2 1

1

A :

(1) Est-ce que la matrice A est inversible ?
(2) Si oui, calculer son inverse.
(3) Déterminer l’ensemble des solutions du système d’équations linéaires

8
<

:

x + 2z = 7
y + z = −3

−x + 2y + z = 1 :

�

Méthode
���. Vous avez surement déjà rencontré un algorithme ap-

pelé «pivot de Gauss» qui vous a permis de résoudre les systèmes d’équations
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linéaires en éliminant progressivement des inconnues des équations afin d’ob-
tenir uniquement des équations à une seule inconnue. L’algorithme présenté
ici est exactement le même mais sans les inconnues ni les valeurs à droites des
équations. L’exemple de la matrice précédente

A =

0

@
1 2 3
0 1 1
2 −1 2

1

A

correspond au système d’équations linéaires
8
<

:

x + 2y + 3z = a
y + z = b

2x − y + 2z = c

qu’on résout avec la méthode du pivot de Gauss de la manière suivante
8
<

:

x + 2y + 3z = a
y + z = b

2x − y + 2z = c

⇐⇒
L3→L3−2L1

8
<

:

x + 2y + 3z = a
y + z = b

−5y − 4z = −2a + c

⇐⇒
L3→L3+5L2

8
<

:

x + 2y + 3z = a
y + z = b

z = −2a + 5b+ c

⇐⇒
L2→L2−L3

8
<

:

x + 2y + 3z = a
y = 2a− 4b− c

z = −2a + 5b+ c

⇐⇒
L1→L1−3L3

8
<

:

x + 2y = 7a− 15b− 3c
y = 2a− 4b− c

z = −2a + 5b+ c

⇐⇒
L1→L1−2L2

8
<

:

x = 3a− 7b− c
y = 2a− 4b− c

z = −2a + 5b+ c :

Vous noterez qu’on a effectué exactement les mêmes étapes que l’algorithme du
pivot de Gauss «matriciel» donné à l’exemple précédent. Autre fait notable : les
formules à droite des équations du dernier système et qui donnent les valeurs
des inconnues correspondent exactement à l’inverse de la matrice A .

Instant culture

���. Le mot français «algorithme» vient du nom du
génial mathématicien perse Al-Khwârizmî (780-850) qui a été traduit en latin
en «algoritmi». Il est notoirement connu comme le père de l’algèbre moderne,
dont il a notamment trouvé le nom : «algèbre» venant de l’arabe «al jabr»
qui signifie «la réduction». En effet, dans les différentes étapes de la résolution
des équations, on réduit les expressions de part et d’autres du signe égal. (En
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espagnol, un algébriste désigne aussi un rebouteux, qui réduit les douleurs en
remettant en place les membres démis !)
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6. Corrections des exercices

�

Exercice 1 (Opérations ensemblistes I). On considère les ensembles
suivants

A : l’ensemble des entiers relatifs pairs {: : : ;−4;−2; 0; 2; 4; : : :},
B : l’ensemble des entiers relatifs impairs {: : : ;−5;−3;−1; 1; 3; 5; : : :},
C : l’ensemble des entiers naturels de 1 à 10,
D : l’ensemble des nombres réels positifs.

Décrire les ensembles C ∪A, C ∪B, C−B, A ∩D, B ∪D, A ∪B et A ∩B.
(Ne pas hésiter à utiliser une représentation graphique, comme l’axe des

réels, par exemple).

Correction.
� L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e C∪A `e˙sfi˚t ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl `d`e˙s `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e˙sC `eˇt A. I˜l `c´o“n˚tˇi`e›n˚t
˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `qfi˚u˚iffl `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n‹n`e›n˚t `àfflC `eˇt `c´eˇu‹x `qfi˚u˚iffl `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n‹n`e›n˚t
`àffl A. L’˚u‹nffl˚i`o“nffl C∪A `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `e›n˚tˇi`eˇr¯s ˚r`e¨l´a˚tˇi˜f˙s
¯p`a˚i˚r¯s `eˇt `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `e›n˚tˇr`e 1 `eˇt 10 :
C ∪A = {: : : ;−4;−2; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 12; 14; : : :} :

� D`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e, ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl C ∪ B `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s
`e›n˚tˇi`eˇr¯s ˚r`e¨l´a˚tˇi˜f˙s ˚i‹m¯p`a˚i˚r¯s `eˇt `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `e›n˚tˇr`e 1 `eˇt 10 :

C ∪ B = {: : : ;−3;−1; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 13; : : :} :

� L`affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e C − B `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eC `a˚u‹x´qfi˚u`e¨l˙s`o“nffl
˚r`eˇtˇi˚r`e `c´eˇu‹x `d`e B, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s ¯p`a˚i˚r¯s `e›n˚tˇr`e 1 `eˇt 10 :

C− B = {2; 4; 6; 8; 10} :

� L’˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl A ∩D `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s`c´o“m‹m˚u‹n¯s `àffl A `eˇt `àffl
D, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi˜f˙s ¯p`a˚i˚r¯s :

A ∩D = {0; 2; 4; 6; : : :} :

� ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl B ∪ D `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `e›n˚tˇi`eˇr¯s ˚r`e¨l´a˚tˇi˜f˙s ˚i‹m¯p`a˚i˚r¯s
`eˇt `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi˜f˙s :

−5 −3 −1 0
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� L’˚u‹n˚i`o“nffl A∪B `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `e›n˚tˇi`eˇr¯s ˚r`e¨l´a˚tˇi˜f˙s :
A ∪ B = Z{: : : ;−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3; : : :} :

� C`o“m‹m`e `a˚u`cˇu‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ”n`e ¯p`eˇu˚t `êˇtˇr`e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘i¯s ¯p`a˚i˚rffl `eˇt ˚i‹m¯p`a˚i˚rffl,
˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl A ∩ B `e˙sfi˚t ”v˘i`d`e :

A ∩ B = ∅ :

�

Exercice � 2 (Opérations ensemblistes II).
Soient A;B;C trois sous-ensembles d’un l’ensemble E. Démontrer les éga-

lités présentes ci-dessous :

(1) (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc,

(2) (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc,

(3) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

Correction.

(1) C`o“m‹m`e›n`ç´o“n¯s ¯p`a˚rffl `é´cˇr˚i˚r`e «sfi`a‹n¯s ˚r`é¨f¨l´é´c‚h˚i˚r» ˜l´e˙s `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“n¯s `d`e `c´e˙s
`d`eˇu‹x `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e˙s :

(A∩B)c = {x ∈ E | x =∈ A∩B} `eˇt Ac∪Bc = {x ∈ E | x =∈ A `o˘uffl x =∈ B}:

B˚r`a‹n`c‚h`o“n¯s ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ˜l´e `c´eˇr‹vfle´a˚uffl `eˇt `e˙sfi¯sfi`a‹y´o“n¯s `d`e `c´o“m¯p˚r`e›n`d˚r`e
`c´e `qfi˚u`e ”vfleˇu˚t `d˚i˚r`e «x =∈ A ∩ B». E”nffl ˜fˇr`a‹n`ç´a˚i¯s, `c´e¨l´affl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e x

”nffl’`a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `àffl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e A `eˇt `d`e B, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `qfi˚uffl’˚i˜l
”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”v˘r`a˚iffl `qfi˚u`ex `e˙sfi˚t `d`a‹n¯sA `eˇt `d`a‹n¯s B `e›nffl ”m`ê›m`e ˚t´e›m¯p¯s.
D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s, x ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s `d`a‹n¯sA `o˘uffl x ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s `d`a‹n¯sB (˚i˜l ¯p`eˇu˚t
˜b˘i`e›nffl ¯sfi˚u˚rffl ”nffl’`êˇtˇr`e ”n˚iffl `d`a‹n¯s A ”n˚iffl `d`a‹n¯s B). M`a˚t‚h`é›m`a˚tˇi`qfi˚u`e›m`e›n˚t, `c´e¨l´affl
¯s’`é´cˇr˚i˚t «x =∈ A `o˘uffl x =∈ B». O”nffl `affl `d`o“n`c ˜b˘i`e›nffl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e

(A ∩ B)c = Ac ∪ Bc :

(2) O”nffl ¯p`eˇu˚t ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ”m`éˇt‚h`oˆd`e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s.
� O”nffl ¯p`eˇu˚t ¯p˚r`oˆc´é´d`eˇrffl `c´o“m‹m`e ¯p˚r`é´c´é´d`e›m‹m`e›n˚t : `o“nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl
`é´cˇr˚i˚r`e ˜l´e˙s `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“n¯s `d`e `c´e˙s `d`eˇu‹x `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e˙s

(A∪B)c = {x ∈ E | x =∈ A∪B} `eˇt Ac∩Bc = {x ∈ E | x =∈ A `eˇt x =∈ B}:
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O”nffl ˚tˇr`a`d˚u˚i˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `e›nffl ˜fˇr`a‹n`ç´a˚i¯s «x =∈ A∪B», `qfi˚u˚iffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e x

”nffl’`a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `àffl ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl `d`e A `eˇt `d`e B. D`o“n`c, ˜l„`é¨l´é›m`e›n˚t x

”nffl’`e˙sfi˚t ”n˚iffl `d`a‹n¯sA, ”n˚iffl `d`a‹n¯s B, ¯sfi`o˘i˚t «x =∈ A `eˇt x =∈ B» `e›nffl ˜l´a‹n`g´a`g´e
”m`a˚t‚h`é›m`a˚tˇi`qfi˚u`e. O”nffl `affl `a˚i‹n¯sfi˚iffl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e

(A ∪ B)c = Ac ∩ Bc :

� O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `d`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e
˚r˚u¯sfi`é´e : `o“nffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e `a˚u‹x `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e˙sAc `a˚uffl ˜lˇi`eˇuffl `d`e A `eˇt `àffl Bc

`a˚uffl ˜lˇi`eˇuffl `d`e B. (E”nffl `e¨f¨f´eˇt, ˜l´affl ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl `d`é›m`o“n˚tˇr`é´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›m‹m`e›n˚t
`e˙sfi˚t ”v˘r`a˚i`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e `dffl’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ; `o“nffl `c‚h`o˘i¯sfi˚i˚t `c´eˇu‹x `qfi˚u`e
˜l„`o“nffl ”vfleˇu˚t !) C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e

(Ac ∩ Bc)c = (Ac)c ∪ (Bc)c :

E”n˜fˇi‹nffl, `o“nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´affl ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl (Ac)c = A, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `qfi˚u`e ˜l´e
`c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e `d˚uffl `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e ˜lˇu˚iffl ”m`ê›m`e.
(L`e ”n`é´g´a˚tˇi˜f `d˚uffl ”n`é´g´a˚tˇi˜f `dffl’˚u‹n`e ¯p˛h`o˘t´oˆgˇr`a¯p˛h˚i`e `e˙sfi˚t ˜l´affl ¯p˛h`o˘t´oˆgˇr`a¯p˛h˚i`e
`e¨l¨l´e-”m`ê›m`e.) O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t `d`é˙j´àffl

(Ac ∩ Bc)c = A ∪ B :

E”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`a‹n˚t ˜l´e `c´o“m¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e `d`e ¯p`a˚r˚t `eˇt `dffl’`a˚u˚tˇr`e `d`e `c´eˇtˇt´e
`é´g´a˜lˇi˚t´é, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

((Ac ∩ Bc)c)c = Ac ∩ Bc = (A ∪ B)c :

(É˜l´é´g´a‹n˚t, ”n`o“nffl?
���)

(3) C`o“m‹m`e›n`ç´o“n¯s ¯p`a˚rffl `é´cˇr˚i˚r`e ˜l´e˙s `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“n¯s `d`e `c´e˙s `d`eˇu‹x `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e˙s :
A ∩ (B ∪ C) = {x ∈ E | x ∈ A `eˇt x ∈ B ∪ C} `eˇt
(A ∩ B) ∪ (A ∩ C) = {x ∈ E | x ∈ A ∩ B `o˘uffl x ∈ A ∩ C} :

L’`a¯sfi¯sfi`eˇr˚tˇi`o“nffl «x ∈ A `eˇt x ∈ B ∪ C» ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e x `e˙sfi˚t `d`a‹n¯sA `eˇt
`qfi˚u`e x `e˙sfi˚t `d`a‹n¯sB `o˘uffl C. D`o“n`c ˜l„`é¨l´é›m`e›n˚t x `e˙sfi˚t `e›nffl ”m`ê›m`e ˚t´e›m¯p¯s
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`d`a‹n¯s A `eˇt B `o˘uffl x `e˙sfi˚t `e›nffl ”m`ê›m`e ˚t´e›m¯p¯s `d`a‹n¯sA `eˇt C, `c´e `qfi˚u˚iffl ¯sfi`e
˚tˇr`a`d˚u˚i˚t ¯p`a˚rffl «x ∈ A ∩ B `o˘uffl x ∈ A ∩ C». O”nffl `affl ˜b˘i`e›nffl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) :

�

Exercice 3 (Application ensembliste).
Nous allons modéliser par une application les chaînes de télévision que j’ai

regardées pendant la semaine dernière. Chaque soir, j’ai regardé un film ou une
émission proposé par une de ces chaînes. Appelons les chaînes 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
Lundi, mercredi et jeudi, j’ai regardé la première chaîne. Mardi et vendredi, j’ai
regardé la deuxième chaîne. Samedi, j’ai suivi le programme de la cinquième
chaîne et dimanche celui de la sixième.

Posons f la fonction de l’ensemble {lundi; mardi; : : : ; dimanche} à l’en-
semble {1; 2; : : : ; 6} qui associe à un jour la chaîne regardée.

(1) Représenter cette application (avec des ensembles et des flèches).

(2) Quelle est l’image Imf de f ? À quoi correspond cet ensemble en terme
de chaîne de télévision ?

(3) Décrire les ensembles d’antécédents f −1({1}), f −1({2}) et f −1({4}) de
1, 2 et 4. À quoi correspondent ces ensembles dans la réalité ?

(4) Cette fonction est-elle surjective et qu’est-ce-que cela signifie-t-il ici ?
Est-il possible, en faisant un autre choix de chaînes chaque jour, d’avoir
une fonction surjective ?

(5) Cette fonction est-elle injective et qu’est-ce-que cela signifie-t-il ici ?
Est-il possible, en faisant un autre choix de chaînes chaque jour, d’avoir
une fonction injective ?

(6) Cette fonction est-elle bijective ? Est-il possible, en faisant un autre
choix de chaînes chaque jour, d’avoir une fonction bijective ?
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Correction.

(1)

L˚u‹n`d˚iffl // 1

M`a˚r`d˚iffl // 2

M`eˇr`cˇr`e´d˚iffl

;;

3

J´eˇu`d˚iffl

AA

4

V`e›n`d˚r`e´d˚iffl

AA

5

S̀a‹m`e´d˚iffl

77

6

D˚i‹m`a‹n`c‚h`e

77

(2) L’˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d˚uffl ˜b˘u˚t˜f´o˘r‹m`é
`d`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `qfi˚u˚iffl ¯sfi`o“n˚t `a˚tˇt´eˇi‹n˚t˙s¯p`a˚rffl f . C`e¨l´affl `d`o“n‹n`e ˚i`cˇiffl

Imf = {1; 2; 5; 6} :

D`a‹n¯s ˜l´e `c´o“n˚t´e›xˇt´e `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e Imf `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`dffl `àffl
˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s `c‚h`a˚î‹n`e˙s ˚r`e´g´a˚r`d`é´e˙s ¯p`e›n`d`a‹n˚t ˜l´affl ¯sfi`e›m`a˚i‹n`e.

(3) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t˙s
f −1({1}) `d`e 1 ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s
`d`e ˜l´affl ¯sfi`o˘u˚r`c´e `qfi˚u˚iffl ¯sfi`o“n˚t `e›n‹vˆo“y´é˙s ¯sfi˚u˚rffl1. L`affl ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `d`ef
”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e

f −1({1}) =
n
L˚u‹n`d˚iffl;M`eˇr`cˇr`e´d˚iffl; J´eˇu`d˚iffl

o
:

D`a‹n¯s ˜l´e `c´o“n˚t´e›xˇt´e `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e, `c´eˇt `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`dffl `a˚u‹x
¯j´o˘u˚r¯s `d`e ˜l´affl ¯sfi`e›m`a˚i‹n`e ¯p`e›n`d`a‹n˚t ˜l´e˙sfi`qfi˚u`e¨l˙s ¯j’`a˚iffl ˚r`e´g´a˚r`d`é ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e
`c‚h`a˚î‹n`e `d`e ˚t´é˜l´é”v˘iffl¯sfi˚iffl`o“nffl.
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D`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e, `o“nffl `affl
f −1({2}) =

n
M`a˚r`d˚iffl;V`e›n`d˚r`e´d˚iffl

o
`eˇt f −1({4}) = ∅ :

C`e˙s `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e˙s `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`e›n˚t ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t `a˚u‹x ¯j´o˘u˚r¯s `d`e ˜l´affl
¯sfi`e›m`a˚i‹n`e ¯p`e›n`d`a‹n˚t ˜l´e˙sfi`qfi˚u`e¨l˙s ¯j’`a˚iffl ˚r`e´g´a˚r`d`é ˜l´e˙s `c‚h`a˚î‹n`e˙s 2 `eˇt 4.

(4) U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `e˙sfi˚t¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d˚uffl ˜b˘u˚t
`o“n˚t `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹nffl `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `qfi˚uffl’˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t `a˚tˇt´eˇi‹n˚t˙s
`a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s. C`e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl, `c´a˚rffl ˜l„`é¨l´é›m`e›n˚t4

”nffl’`e˙sfi˚t ¯j´a‹m`a˚i¯s `a˚tˇt´eˇi‹n˚t, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflf ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c
¯p`a¯s ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
D`a‹n¯s ˜l´e `c´o“n˚t´e›xˇt´e `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e, ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle
˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s `c‚h`a˚î‹n`e˙s `d`e ˚t´é¨l´é›v˘i¯sfi˚i`o“nffl ¯sfi`o“n˚t ˚r`e´g´a˚r`d`é´e˙s `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s
˚u‹nffl ¯sfi`o˘i˚rffl `d`e ˜l´affl ¯sfi`e›m`a˚i‹n`e. C`e ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl ; ¯j´e ”nffl’`a˚iffl
¯j´a‹m`a˚i¯s ˚r`e´g´a˚r`d`é ˜l´affl `qfi˚u`a˚tˇr˚i`è›m`e `c‚h`a˚i‹n`e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e.
I˜l `e˙sfi˚t ¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e `c‚h`a‹n`g´eˇrffl ˜l´affl ¯p˚r`oˆgˇr`a‹m‹m`a˚tˇi`o“nffl ¯p`o˘u˚rffl ˚r`e´g´a˚r`d`eˇrffl
˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s `c‚h`a˚î‹n`e˙s `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚u`e ˜l´affl
˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ¯sfi`o˘i˚t ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle. O”nffl ¯p`eˇu˚t, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ˚r`e´g´a˚r`d`eˇrffl ˜l´affl
`c‚h`a˚î‹n`e 1 ˜l´e ˜lˇu‹n`d˚iffl, ˜l´affl `c‚h`a˚î‹n`e 2 ˜l´e ”m`a˚r`d˚iffl, ˜l´affl `c‚h`a˚î‹n`e 3 ˜l´e ”m`eˇr`cˇr`e´d˚iffl,
˜l´affl `c‚h`a˚î‹n`e 4 ˜l´e ¯j´eˇu`d˚iffl, ˜l´affl `c‚h`a˚î‹n`e 5 ˜l´e ”vfle›n`d˚r`e´d˚iffl, ˜l´affl `c‚h`a˚î‹n`e 6 ˜l´e
¯sfi`a‹m`e´d˚iffl, `eˇt `àffl ”n`o˘u‹vfle´a˚uffl ˜l´affl `c‚h`a˚î‹n`e 6 ˜l´e `d˚i‹m`a‹n`c‚h`e.

(5) U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `e˙sfi˚t˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d˚uffl ˜b˘u˚t
`o“n˚t `a˚uffl ¯p˜lˇu¯s ˚u‹nffl `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `qfi˚uffl’˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t, ¯sfi`o˘i˚t ¯j´affl-
”m`a˚i¯s `a˚tˇt´eˇi‹n˚t˙s, ¯sfi`o˘i˚t `a˚tˇt´eˇi‹n˚t˙s ˚u‹n`e `eˇt ˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e ˜f´o˘i¯s. C`e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s
˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl, `c´a˚rffl ˜l„`é¨l´é›m`e›n˚t 1 `e˙sfi˚t `a˚tˇt´eˇi‹n˚t 3 ˜f´o˘i¯s, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e.
L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
D`a‹n¯s ˜l´e `c´o“n˚t´e›xˇt´e `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e, ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e
˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s `c‚h`a˚î‹n`e˙s `d`e ˚t´é¨l´é›v˘i¯sfi˚i`o“nffl ¯sfi`o“n˚t ˚r`e´g´a˚r`d`é´e˙s `a˚uffl ”m`a‹xˇi‹m˚u‹mffl ˚u‹nffl
¯sfi`o˘i˚rffl `d`e ˜l´affl ¯sfi`e›m`a˚i‹n`e. C`e ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl ; ¯j’`a˚iffl ˚r`e´g´a˚r`d`é



6. CORRECTIONS DES EXERCICES 75

˚tˇr`o˘i¯s ˜f´o˘i¯s ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `c‚h`a˚î‹n`e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e.

S̊iffl `o“nffl `e˙sfi¯sfi`a˚i`e `d`e `c‚h`a‹n`g´eˇrffl ˜l´affl ¯p˚r`oˆgˇr`a‹m‹m`a˚tˇi`o“nffl ¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˚u‹n`e
˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `o“nffl ¯sfi`e ˚r`e›n`dffl `c´o“m¯p˚t´e `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `affl ˚u‹nffl ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e.
E”nffl `e¨f¨f´eˇt, ¯sfi˚iffl `d˚uffl ˜lˇu‹n`d˚iffl `a˚uffl ¯sfi`a‹m`e´d˚iffl ”n`o˘u¯s `c‚h`o˘i¯sfi˚i¯sfi¯sfi`o“n¯s ˚u‹n`e `c‚h`a˚î‹n`e
`d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e `àffl `c‚h`a`qfi˚u`e ˜f´o˘i¯s, ˚i˜l ”n`e ˚r`e˙sfi˚t´e ¯p˜lˇu¯s `d`e `c‚h`a˚î‹n`e ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e `àffl
˚r`e´g´a˚r`d`eˇrffl ˜l´e `d˚i‹m`a‹n`c‚h`e ... M`a˚t‚h`é›m`a˚tˇi`qfi˚u`e›m`e›n˚t, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl
˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 1 : `c´o“m‹m`e ˜l´e `c´a˚r`d˚i‹n`a˜l `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e `d`é˙p`a˚r˚t `e˙sfi˚t
¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚rffl `a˚uffl `c´a˚r`d˚i‹n`a˜l `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `dffl’`a˚r˚r˚i‹vflé´e 7 >

6, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `e˙sfi˚t ˚i‹m¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflf ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle
`e›n˚tˇr`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x.

(6) U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `e˙sfi˚t˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle `eˇt ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
L`e˙s `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“n¯s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e˙s ”m`o“n˚tˇr`e›n˚t `qfi˚u`e `c´e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl.
L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle.

C`o“m‹m`e ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚uffl’˚i˜l `e˙sfi˚t ˚i‹m¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e `dffl’`a‹vˆo˘i˚rffl ˚u‹n`e
¯p˚r`oˆgˇr`a‹m‹m`a˚tˇi`o“nffl `qfi˚u˚iffl `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`e `àffl ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle,
˚i˜l `e˙sfi˚t ˚i‹m¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹n`e ¯p˚r`oˆgˇr`a‹m‹m`e `qfi˚u˚iffl `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`e
`àffl ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle.

�

Exercice 4 (Fonction bijective).
On considère la fonction f : R→ R définie par x 7→ f (x) := 5x + 17.

(1) Représenter graphiquement cette fonction.

(2) Fixons un y ∈ R. On considère l’équation f (x) = 5x + 17 = y où x est
l’inconnue. Posons f −1({y}) = {x ∈ R | 5x + 17 = y} l’ensemble des
solutions de cette équation. Déterminer f −1({2}) puis f −1({y}).

(3) Montrer que f est bijective en utilisant deux méthodes différentes (celle
que vous avez apprise les années passées et en appliquant directement
la définition du cours).

(4) Déterminer la fonction réciproque f −1. Vérifier par le calcul que f −1 ◦
f = idR et que f ◦ f −1 = idR.
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Correction.

(1)

x

y y = f (x)

•

•

−3
2

17

(2) R`é˙sfi`o˝l›vˆo“n¯s ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl5x + 17 = 2 `d`o“n˚t x `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹n`c´o“n‹n˚u`e :
5x + 17 = 2 ⇐⇒ 5x = 2− 17 = −15 ⇐⇒ x = −15

5
= −3 :

C`eˇtˇt´e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `a`d‹m`eˇt `d`o“n`c ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl
f −1({2}) = {−3} :

(Ǹe ¯p`a¯s `o˘u˜b˝lˇi`eˇrffl `d`e ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl `c´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t ; `o“nffl ˜f´a˚i˚t ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l5 ×

(−3) + 17 = −15 + 17 = 2. O˚u˜f !)
S̊iffl `o“nffl ¯p`a˚r˚t `dffl’˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e `qfi˚u`e¨l´c´o“n`qfi˚u`e y, ¯p`o˘u˚rffl ˚r`é˙sfi`o˘u`d˚r`e ˜l„`é´qfi˚u`affl-

˚tˇi`o“nffl 5x + 17 = y, `o“nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e :
5x + 17 = y ⇐⇒ 5x = y − 17 = −15 ⇐⇒ x =

y − 17

5
:

(I˜l ”n`e ˜f´a˚u˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s `a‹vˆo˘i˚rffl ¯p`eˇu˚rffl `eˇt ˜b˘i`e›nffl ˜f´a˚i˚r`e ˜l´affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e
`e›n˚tˇr`e ˜l´e «x» ˚i‹n`c´o“n‹n˚uffl `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e `eˇt ˜l´e «y» `c´o“n‹n˚uffl `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl
¯s’`e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é.) C`eˇtˇt´e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `a`d‹m`eˇt `d`o“n`c ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl

f −1({y}) =
�

y − 17

5

�
:

(3) � P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle ¯sfi˚iffl ˚t´o˘u˚t `é¨l´é-
”m`e›n˚t `d˚uffl ˜b˘u˚t `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t. I`cˇiffl, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
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”n`o“m˜b˘r`e y `d˚uffl ˜b˘u˚t, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e ¯sfi`e˙s `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t˙sf −1({y}) `e˙sfi˚t
˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s `d`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `e›nffl5x+17 = y. O˚rffl, ”n`o˘u¯s
`a‹vˆo“n¯s ”v˘uffl `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `a`dffl-
”m`eˇt ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl. L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t `d`o“n`c
˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
� C`o“m‹m`e ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `a˜f¨f´a˚i˚r`e `àffl ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”n˚u‹m`éˇr˚i`qfi˚u`e, ”n`o˘u¯s
¯p`o˘u‹vˆo“n¯s ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚tˇi`e¨l ”v˘uffl ˜l´e˙s `a‹n‹n`é´e˙s ¯p˚r`é-
`c´é´d`e›n˚t´e˙s : ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflf `e˙sfi˚t `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, `d`e `d`éˇr˚i‹vflé´ef ′(x) = 5

¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle. I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`o“n`c `dffl’˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚tˇr˚i`c-
˚t´e›m`e›n˚t `cˇr`o˘i¯sfi¯sfi`a‹n˚t´e. C`o“m‹m`e ¯sfi`affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `e›nffl −∞ `e˙sfi˚t−∞ `eˇt `qfi˚u`e
¯sfi`affl ˜lˇi‹m˚i˚t´e `e›nffl +∞ `e˙sfi˚t+∞, `e¨l¨l´e `d`é´cˇr˚i˚t ˚u‹n`e ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi`o“nffl `d`e R ”vfleˇr¯s
R.

(4) C`o“m‹m`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `e¨l¨l´e `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e,
`qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t ¯p`a˚rffl f `d`e `c‚h`a`cˇu‹nffl `d`e˙s
`é¨l´é›m`e›n˚t˙sy ∈ R :

(
f −1 : R → R

y 7→ y − 17

5
:

V`éˇr˚i˜fˇi`o“n¯s `c´eˇtˇt´e `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `e›nffl `c´a˜l´cˇu˜l´a‹n˚t ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s `d`eˇu‹x `c´o“mffl-
¯p`o¸sfi`é´e˙s. P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚tx ∈ R, `o“nffl `affl

(f −1 ◦ f )(x) = f −1(f (x)) = f −1(5x+17) =
(5x + 17)− 17

5
=

5x
5

= x :

E˚t ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t y ∈ R, `o“nffl `affl

(f ◦ f −1)(y) = f (f −1(y)) = f
�

y − 17

5

�
= 5

y − 17

5
+17 = (y−17)+17 = y :

�
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Exercice � 5 (Valeur absolue).
On rappelle que la fonction valeur absolue | | est définie de la manière

suivante : �
pour x > 0; on pose |x| := x;
pour x 6 0; on pose |x| := −x:

(1) Représenter graphiquement la fonction valeur absolue
�

R→ R
x 7→ |x| :

(2) Pour tout y ∈ R, déterminer le nombre d’antécédents de y par la fonc-
tion valeur absolue. Distinguer 3 cas, les représenter sur le graphe de
la question précédente. Cette fonction est-elle injective ? Est-elle surjec-
tive ? Est-elle bijective ?

(3) On restreint l’ensemble d’arrivée à R+ et on considère la fonction f
définie par �

f : R→ R+

x 7→ |x| :

Pour tout y ∈ R+, déterminer le nombre d’antécédents de y par la
fonction f . (Distinguer plusieurs cas.) La fonction f est-elle injective ?
Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?

(4) On restreint l’ensemble de départ à R+ et on considère la fonction g
définie par �

g : R+ → R+

x 7→ |x| :

Pour tout y ∈ R+, combien y-a-t-il d’antécédents de y par la fonction g.
La fonction g est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?
À quelle fonction usuelle la fonction g est-elle égale ?

Correction.

(1)

x

y

y = |x|
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(2) S̊iffl `o“nffl ¯sfi`e ˜fˇi‹x´e ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`é´e¨l y `eˇt `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s
`e›nffl x `d`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl |x| = y, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙sx `d`o“n˚t ˜l´affl
”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e ”vˆa˚u˚ty, ˚i˜l ”y `affl 3 `c´a¯s ¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e˙s `c´a˚rffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl
`a˜b¸sfi`o˝lˇu`e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `qfi˚u˚iffl ”n`e ¯p˚r`e›n`dffl `qfi˚u`e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle˙s.
� S̊iffl y > 0 (¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e y = 2), ˚i˜l ”y `affl `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙sx =

y `eˇt x = −y `d`o“n˚t ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e ”vˆa˚u˚ty (`d`a‹n¯s ˜l„`e›x´e›m¯p˜l´e
x = 2 `o˘uffl x = −2).
� S̊iffl y = 0, ˚i˜l ”nffl’”y `affl `qfi˚uffl’˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`é´e¨l x = 0 `d`o“n˚t ˜l´affl ”vˆaffl-
˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e ”vˆa˚u˚t0.
� S̊iffl y < 0 (¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e y = −2), ˚i˜l ”nffl’”y `affl ¯p`a¯s `d`e ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`é´e¨l

x `d`o“n˚t ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e ”vˆa˚u˚ty.

Gˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t, `o“nffl ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´e ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`ey ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`a‹x´e `d`e˙s `o˘rffl-
`d`o“n‹n`é´e˙s. (C’`e˙sfi˚t ˜l„`a‹x´e ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e´qfi˚u`e¨l `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜lˇi˚r`e ˜l´e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e˙s
¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f .) O”nffl ˚tˇr`a`c´e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l´e ¯p`a¯s-
¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl y. L`e˙s ¯p`o˘i‹n˚t˙s `dffl’˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e `c´eˇtˇt´e `d˚r`o˘i˚t´e `a‹vfle´c ˜l´e
`gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`e›n˚t `a˚u‹x `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e˙s ˜f´o˘i¯s `o˘ùffl
˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ¯p˚r`e›n`dffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl y.

x

y = |x|

x

|x|

−y y

f −1({y})

2 `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t˙s

0 `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t

1 `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t

� S̊iffl y > 0, ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l´e `dffl’`o˘r`d`o“n‹n`é´e y ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e ˜l´e
`gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e `e›nffl `d`eˇu‹x ¯p`o˘i‹n˚t˙s `d˚i¯s-
˚tˇi‹nffl`cˇt˙s.
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� S̊iffl y = 0, ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l´e `dffl’`o˘r`d`o“n‹n`é´e y ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e ˜l´e
`gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e `e›nffl ˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l ¯p`o˘i‹n˚t.
� S̊iffl y < 0, ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l´e `dffl’`o˘r`d`o“n‹n`é´e y ”nffl’˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e ¯p`a¯s
˜l´e `gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e.

U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `e˙sfi˚t˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d˚uffl ˜b˘u˚t`o“n˚t
`a˚uffl ¯p˜lˇu¯s ˚u‹nffl `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `qfi˚uffl’˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t, ¯sfi`o˘i˚t ¯j´a‹m`a˚i¯s `a˚t-
˚t´eˇi‹n˚t˙s, ¯sfi`o˘i˚t `a˚tˇt´eˇi‹n˚t˙s ˚u‹n`e `eˇt ˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e ˜f´o˘i¯s. C`e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl,
`c´a˚rffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl 2 `e˙sfi˚t `a˚tˇt´eˇi‹n˚t´e 2 ˜f´o˘i¯s, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `e˙sfi˚t¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d˚uffl ˜b˘u˚t
`o“n˚t `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹nffl `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `qfi˚uffl’˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t `a˚tˇt´eˇi‹n˚t˙s `a˚uffl
”m`o˘i‹n¯s ˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s. C`e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl, `c´a˚rffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl−2 ”nffl’`e˙sfi˚t ¯j´affl-
”m`a˚i¯s `a˚tˇt´eˇi‹n˚t´e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e ”nffl’`e˙sfi˚t
`d`o“n`c ¯p`a¯s ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
U”n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `e˙sfi˚t˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle `eˇt ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
L`e˙s ˚r`é˙p`o“n¯sfi`e˙s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e˙s ”m`o“n˚tˇr`e›n˚t `qfi˚u`e `c´e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl.
L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `a˜b¸sfi`o˝lˇu`e ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle.

(3) F̀a˚i¯sfi`o“n¯s ˜l´affl ”m`ê›m`e `éˇtˇu`d`e `qfi˚u`e ¯p˚r`é´c´é´d`e›m‹m`e›n˚t ”m`a˚i¯s ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
f .
� S̊iffl y > 0, ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l´e `dffl’`o˘r`d`o“n‹n`é´e y ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e ˜l´e
`gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `e›nffl `d`eˇu‹x ¯p`o˘i‹n˚t˙s `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇt˙s.
� S̊iffl y = 0, ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l´e `dffl’`o˘r`d`o“n‹n`é´e y ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e ˜l´e
`gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f `e›nffl ˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l ¯p`o˘i‹n˚t.

Ǹo˘t´eˇz `qfi˚u`e ˜l´e `c´a¯s y < 0 ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ”n`é´g´a˚tˇi˜f ”nffl’`e›xˇi¯sfi˚t´e ¯p˜lˇu¯s ˚i`cˇiffl `c´a˚rffl
˜l´e ˜b˘u˚t `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é `d`e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi˜f˙s!

D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s, ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d˚uffl ˜b˘u˚t `o“n˚t ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t
2 `o˘uffl 1 `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t˙s. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflf `e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle, ”m`a˚i¯s
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¯p`a¯s ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle ”n˚iffl ˜b˘iffl¯j´e`cˇt˚i‹vfle. (R`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇz `qfi˚uffl’`e›nffl ˚r`e˙sfi˚tˇr`eˇi`g›n`a‹n˚t ˜l„`e›nffl-
¯sfi`e›m˜b˝l´e `dffl’`a˚r˚r˚i‹vflé´e, `o“nffl `affl ¯sfi˚u¯p¯p˚r˚i‹m`é ˜l´e `c´a¯s `qfi˚u˚iffl `e›m¯p`ê´c‚h`a˚i˚t ˜l´affl ˜f´o“n`c-
˚tˇi`o“nffl `dffl’`êˇtˇr`e ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle.)

(4) F̀a˚i¯sfi`o“n¯s ˜l´affl ”m`ê›m`e ˜l„`éˇtˇu`d`e `qfi˚u`e ¯p˚r`é´c´é´d`e›m‹m`e›n˚t ”m`a˚i¯s ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜f´o“n`c-
˚tˇi`o“nffl g.
� S̊iffl y > 0, ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l´e `dffl’`o˘r`d`o“n‹n`é´e y ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e ˜l´e
`gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g `e›nffl ˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l ¯p`o˘i‹n˚t.
� S̊iffl y = 0, ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l´e `dffl’`o˘r`d`o“n‹n`é´e y ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇt´e ˜l´e
`gˇr`a¯p˛h`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g `e›nffl ˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l ¯p`o˘i‹n˚t.

Ǹo˘t´eˇz `qfi˚uffl’`e›nffl ˚r`e˙sfi˚tˇr`eˇi`g›n`a‹n˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e `d`é˙p`a˚r˚t, `o“nffl `affl ¯sfi˚u¯p¯p˚r˚i‹m`é
`d`e˙s `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t˙s : `e›nffl `e¨f¨f´eˇt, ˚t´o˘u˚t ”n`o“m˜b˘r`ey > 0 ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi˜f
”nffl’`a`d‹m`eˇt ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `qfi˚uffl’˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t.
D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s, ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d˚uffl ˜b˘u˚t `o“n˚t ˚u‹nffl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e `a‹n˚t´é´c´é-
`d`e›n˚t. L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g `e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle `eˇt ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
C`e´cˇiffl ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚tˇr`è˙s `éˇt´o“n‹n`a‹n˚t `c´a˚rffl ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflg ”nffl’`e˙sfi˚t `a˚u˚tˇr`e `qfi˚u`e
˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e R+.

�

Exercice � 6 (Relations cosinus-sinus).

(1) Montrer que cos � = sin
�
π
2 − �

�
et que sin � = cos

�
π
2 − �

�
.

(2) Montrer que cos � = sin
�
π
2 + �

�
et que sin � = − cos

�
π
2 + �

�
.

(3) Montrer que cos � = − cos(� − � ) et que sin � = sin(� − � ).

(4) Montrer que cos � = − cos(� + � ) et que sin � = − sin(� + � ).

Correction.

(1) C`o“m‹m`e ¯sfi`o˘u‹vfle›n˚t, ¯p`o˘u˚rffl ¯sfi`e ¯sfi`o˘u‹vfle›n˚i˚rffl `o˘uffl `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r˚i`é-
˚t´é˙s `d`e˙s ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˚tˇr˚i`g´o“n`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e˙s, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˚tˇr`a`c´eˇrffl ˜l´e `c´eˇr`c¨l´e
˚tˇr˚i`g´o“n`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e :
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�

π
2 − �

cos �

sin
�
π
2 − �

�

cos
�
π
2 − �

�

sin �

L`e ¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl ˜l„`a‹n`g¨l´e� `affl ¯p`o˘u˚rffl `c´oˆo˘r`d`o“nffl-
”n`é´e˙s(cos �; sin � ). S̀o“nffl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e
˜b˘i¯sfi¯sfi`e´cˇtˇr˚i`c´e (`e›nffl ¯p`o˘i‹n˚tˇi˜l¨l´é ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ˜fˇi`gˇu˚r`e) `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e `c´o˘rffl-
˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl ˜l„`a‹n`g¨l´eπ

2 − � `eˇt ¯sfi`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s ¯sfi`o“n˚t(sin �; cos � ).
O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e

(sin �; cos � ) =
�
cos

� �
2
− �

�
; sin

� �
2
− �

��
:

(2) O”nffl ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`e `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e.

�

π
2 + �

cos �

sin
�
π
2 + �

�

= cos �

cos
�
π
2 + �

�
= − sin �

sin �

L`e ¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl ˜l„`a‹n`g¨l´e� `affl ¯p`o˘u˚rffl `c´oˆo˘r`d`o“nffl-
”n`é´e˙s(cos �; sin � ). S̀o“nffl ˚i‹m`a`g´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˚r`o˘t´a˚tˇi`o“nffl `dffl’`a‹n`g¨l´e π

2 `e˙sfi˚t ˜l´e
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¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl ˜l„`a‹n`g¨l´eπ
2+� `eˇt ¯sfi`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s

¯sfi`o“n˚t (sin �; − cos � ). O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e

(sin �; cos � ) =
�
− cos

� �
2
+ �

�
; sin

� �
2
+ �

��
:

(3) O”nffl ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`e ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e.

�

� − �

cos �cos (� − � ) = − cos �

sin �

L`e ¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl ˜l„`a‹n`g¨l´e� `affl ¯p`o˘u˚rffl `c´oˆo˘r`d`o“nffl-
”n`é´e˙s(cos �; sin � ). S̀o“nffl ˚i‹m`a`g´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `dffl’`a‹x´e `d`e˙s `o˘r`d`o“nffl-
”n`é´e˙s `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl ˜l„`a‹n`g¨l´e� − � `eˇt ¯sfi`e˙s
`c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s ¯sfi`o“n˚t(− cos �; sin � ). O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e

(cos �; sin � ) = (− cos (� − � ) ; sin (� − � )) :

(4) O”nffl ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`e `e›n`c´o˘r`e `eˇt ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e.
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�

cos �

sin �

cos (� + � ) = − cos �

sin (� + � ) = − sin �

� + �

O

L`e ¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl ˜l„`a‹n`g¨l´e� `affl ¯p`o˘u˚rffl `c´oˆo˘r`d`o“nffl-
”n`é´e˙s(cos �; sin � ). S̀o“nffl ˚i‹m`a`g´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `d`e `c´e›n˚tˇr`e O `e˙sfi˚t ˜l´e
¯p`o˘i‹n˚t `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t `àffl ˜l„`a‹n`g¨l´e� +� `eˇt ¯sfi`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s
¯sfi`o“n˚t (− cos �; − sin � ). O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e

(cos �; sin � ) = (− cos (� + � ) ;− sin (� + � )) :

�

Exercice 6 bis (Relations cosinus-sinus).
Faire l’exercice 6 en utilisant les formules de de Moivre.

(1) Montrer que cos � = sin
�
π
2 − �

�
et que sin � = cos

�
π
2 − �

�
.

(2) Montrer que cos � = sin
�
π
2 + �

�
et que sin � = − cos

�
π
2 + �

�
.

(3) Montrer que cos � = − cos(� − � ) et que sin � = sin(� − � ).

(4) Montrer que cos � = − cos(� + � ) et que sin � = − sin(� + � ).
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Correction.

(1) O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl `qfi˚u`a˚tˇr˚i`è›m`e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `d`e M`o˘iffl”v˘r`e `àffl � = π
2 `eˇt `àffl

� = � :
sin

� �
2
− �

�
= sin

�
2
cos � − cos

�
2
sin � = cos � :

P̀o˘u˚rffl ˜l´affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e `é´g´a˜lˇi˚t´é, `o“nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e
`d`e M`o˘i‹v˘r`e `àffl � = π

2 `eˇt `àffl � = � :
cos

� �
2
− �

�
= cos

�
2
cos � + sin

�
2
sin � = sin � :

(2) O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `d`e M`o˘i‹v˘r`e `àffl � = π
2 `eˇt `àffl

� = � :
sin

� �
2
+ �

�
= sin

�
2
cos � + cos

�
2
sin � = cos � :

P̀o˘u˚rffl ˜l´affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e `é´g´a˜lˇi˚t´é, `o“nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e
`d`e M`o˘i‹v˘r`e `àffl � = π

2 `eˇt `àffl � = � :
cos

� �
2
+ �

�
= cos

�
2
cos � − sin

�
2
sin � = − sin � :

(3) O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `d`e M`o˘i‹v˘r`e `àffl � = � `eˇt `àffl
� = � :

cos (� − � ) = cos � cos � + sin � sin � = − cos � :

P̀o˘u˚rffl ˜l´affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e `é´g´a˜lˇi˚t´é, `o“nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl `qfi˚u`a˚tˇr˚i`è›m`e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e
`d`e M`o˘i‹v˘r`e `àffl � = � < `eˇt `àffl � = � :

sin (� − � ) = sin � cos � − cos � sin � = sin � :

(4) O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `d`e M`o˘i‹v˘r`e `àffl � = � `eˇt `àffl
� = � :

cos (� + � ) = cos � cos � − sin � sin � = − cos � :

P̀o˘u˚rffl ˜l´affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e `é´g´a˜lˇi˚t´é, `o“nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e
`d`e M`o˘i‹v˘r`e `àffl � = � `eˇt `àffl � = � :

sin (� + � ) = sin � cos � + cos � sin � = − sin � :

�
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Exercice 7 (Valeurs des fonctions trigonométriques II).
Calculer les valeurs des fonctions trigonométriques cos, sin et tan pour les

angles suivants :

� =
2�
3
;
5�
6
;

�
12

:

Correction. O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e˙s ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“n¯s `d`é›m`o“n˚tˇr`é´e˙s `àffl ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e ¯p˚r`é-
`c´é´d`e›n˚t.

� O”nffl `affl
cos

2�
3

= cos
�

� − �
3

�
= − cos

�
3
= −1

2
;

sin
2�
3

= sin
�

� − �
3

�
= sin

�
3
=

√
3

2
;

tan
2�
3

=
sin 2π

3

cos 2π
3

= −

√
3
2
1
2

= −
√
3 :

� O”nffl `affl

cos
5�
6

= cos
�

� − �
6

�
= − cos

�
6
= −

√
3

2
;

sin
5�
6

= sin
�

� − �
6

�
= sin

�
6
=

1

2
;

tan
5�
6

=
sin 5π

6

cos 5π
6

= −
1
2√
3
2

= −
√
3

3
:

� E”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`a‹n˚t ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e˙s `d`e `d`e M`o˘i‹v˘r`e (T‚h`é´o˘r`è›m`e 7), `o“nffl `affl

cos
�
12

= cos
� �
4
− �

6

�
= cos

�
4
cos

�
6
+ sin

�
4
sin

�
6
=

√
2

2

√
3

2
+

√
2

2

1

2

=

√
2

4
(
√
3 + 1) ;

sin
�
12

= sin
� �
4
− �

6

�
= sin

�
4
cos

�
6
− sin

�
6
cos

�
4
=

√
2

2

√
3

2
− 1

2

√
2

2

=

√
2

4
(
√
3− 1) ;

tan
�
12

=
sin π

12

cos π
12

=

√
3− 1√
3 + 1

:
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O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e˙s `d`e `d`e M`o˘i‹v˘r`e `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t

cos
�
2

�
12

�
= cos2

�
12
− sin2

�
12

= cos
�
6
=

√
3

2

`eˇt
sin

�
2

�
12

�
= 2 cos

�
12

sin
�
12

= sin
�
6
=

1

2
:

D`a‹n¯s ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s `c´a¯s, ˜f´a˚i˚t´e˙s ˚u‹nffl `d`e˙sfi¯sfi˚i‹nffl `d˚uffl `c´eˇr`c¨l´e ˚tˇr˚i`g´o“n`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl
”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl (`e›m¯p˚i˚r˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t) `c´e˙s ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t˙s.

�

Exercice 8 (Opérations élémentaires).
Soient les nombres complexes

z1 := 2− 3i; z2 := 3 + 4i et z3 := 1 + i:

Calculer les nombres complexes suivants

z1 + z2; z1 − z3; z1:z2; z1:z3;
z1
z3

; z1:z̄1; z31 et z1:z̄3 :

Correction. L`e˙s ˚r`è´g¨l´e˙s `d`e `c´a˜l´cˇu˜l ˚u¯sfi˚u`e¨l¨l´e˙s, `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é´e˙s `a˚u‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s
`c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s `d`o“n‹n`e›n˚t ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t.

z1 + z2 = (2− 3i ) + (3 + 4i ) = (2 + 3) + (−3 + 4)i = 5 + i ;

z1 − z3 = (2− 3i )− (1 + i ) = (2− 1) + (−3− 1)i = 1− 4i ;
z1:z2 = (2− 3i )(3 + 4i ) = 2× 3 + (−3i )× 4i − 3i × 3 + 2× 4i

= 6 + 12− 9i + 8i = 18− i ;

z1:z3 = (2− 3i )(1 + i ) = 2 + 3− 3i + 2i = 5− i ;

z1
z3

=
2− 3i
1 + i

=
(2− 3i )(1− i )
(1 + i )(1− i )

=
−1− 5i

2
= −1

2
− 5

2
i :

O”nffl `e›nffl ¯p˚r`o˝fˇi˚t´e ¯p`o˘u˚rffl ˚r`a¯p¯p`e¨l´eˇrffl ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e ¯p`o˘u˚rffl `d˚i‹v˘i¯sfi`eˇrffl `d`e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s
`c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s : `o“nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜l´e ˜l´e ”n˚u‹m`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `eˇt ˜l´e `d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl ¯p`a˚rffl ˜l´e
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`c´o“n¯jˇu`gˇu`é `d˚uffl `d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl.
z1z̄1 = (2− 3i )(2 + 3i ) = 22 + 32 = 13 ;

z31 = (2− 3i )3 = 23 − 3× 22 × 3i + 3× 2× (3i )2 − (3i )3

= 8− 36i − 54 + 27i = −46− 9i ;

z1z̄3 = (2− 3i )(1− i ) = 2− 3− 3i − 2i = −1− 5i :

�

Exercice 9 (Calcul algébrique).
Calculer, sous la forme x + iy , les nombre complexes suivants

(1+2i )2; (1+ i )3;
1

1 + 3i
;

1 + i
2 + i

; i 33;
(2 + i )2

(2− i )2
; (1+ i )−3 et i−11 :

Correction. O”nffl `affl
(1 + 2i )2 = 1 + 4i − 4 = −3 + 4i ;

(1 + i )3 = 1 + 3i − 3− i = −2 + 2i ;

1

1 + 3i
=

1− 3i
10

=
1

10
− 3

10
i ;

1 + i
2 + i

=
(1 + i )(2− i )

5
=

3 + i
5

=
3

5
+

1

5
i ;

i 33 = i 32+1 = i 32 × i = i 4×8 × i = (i 4)8 × i = 18 × i = i :

O”nffl `affl ˚i`cˇiffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`é ˜l´e ˜f´a˚i˚t ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `qfi˚u`e i 4 = 1 `qfi˚u˚iffl `d`é´c´o˘u˜l´e `d`e i 2 = −1.
(2 + i )2

(2− i )2
=

�
2 + i
2− i

� 2

=

�
(2 + i )2

5

� 2

=
1

25
(2 + i )4

=
1

25

�
24 + 4× 23i + 6× 22 × i 2 + 4× 2i 3 + i 4

�

=
1

25
(16− 24 + 1 + 32i − 8i )

=
1

25
(−7 + 24i ) ;

(1 + i )−3 =

�
1

1 + i

� 3

=

�
1− i
2

� 3

=
1

8
(1− 3i + 3i 2 − i 3) =

1

8
(−2− 2i )

=
1

4
(−1− i ) ;

i−11 = i−12 × i = (i 4)−3 × i = i :
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�

Exercice � 10 (Conjugaison).
Simplifier l’expression

1 + cos x − i sin x
1 + cos x + i sin x

:

Correction. C`o“m‹m`e `dffl’˛h`a˜b˘i˚tˇu`d`e, `o“nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`e ˜l´e ”n˚u‹m`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `eˇt ˜l´e
`d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´o“n¯jˇu`gˇu`é `d˚uffl `d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl, `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e

1 + cos x − i sin x
1 + cos x + i sin x

=
(1 + cos x − i sin x)2

(1 + cos x)2 + sin2 x

=
(1 + cos x)2 − 2(1 + cos x)i sin x − sin2 x

1 + 2 cos x + cos2 x + sin2 x

=
1 + 2 cos x + cos2 x − sin2 x − 2(1 + cos x)i sin x

2 + 2 cos x

=
2 cos x(1 + cos x)− 2(1 + cos x)i sin x

2(1 + cos x)

= cos x − i sin x :

�

Exercice � 11 (Plan complexe).
Interpréter graphiquement dans le plan complexe les relations de la propo-

sition 9

(1) ¯̄z = z,

(2) z + z̄ = 2Rez,

(3) z− z̄ = 2i Imz,

(4) z ∈ R⇐⇒ z = z̄,

(5) z ∈ iR⇐⇒ z = −z̄.

Correction.

(1) G´é´o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t, ˜l´e `c´o“n¯jˇu`gˇu`é `dffl’˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e `e˙sfi˚t ˚r`e˙p˚r`é-
¯sfi`e›n˚t´é ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `d`e ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l„`a‹x´e `d`e˙s
`a˜b¸sfi`cˇi¯sfi¯sfi`e˙s. C`o“m‹m`e ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `e˙sfi˚t ˚i‹n‹vˆo˝lˇu˚tˇi‹vfle, ¯sfi˚iffl `o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e
`d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `o“nffl ˚r`eˇt´o“m˜bfle ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ¯p`o˘i‹n˚t `d`e `d`é˙p`a˚r˚t.
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M (z) = M (¯̄z)

M (z̄)

(2) L’˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `dffl’˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e `a‹vfle´c ¯sfi`o“nffl `c´o“n¯jˇu`gˇu`é
`e˙sfi˚t ˜l´e ¯p`o˘i‹n˚t ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`a‹x´e `d`e˙s `a˜b¸sfi`cˇi¯sfi¯sfi`e˙s `d`o“n˚t ˜l„`a˜b¸sfi`cˇi¯sfi¯sfi`e `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl
`d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl ¯p`a˚r˚tˇi`e ˚r`é´e¨l¨l´e `d˚uffl ”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e `d`e `d`é˙p`a˚r˚t.

R

M (z)

M (z̄)

y

−y

x 2x
M (z + z̄)

(3) L’˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l´affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e `e›n˚tˇr`e ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e `a‹vfle´c ¯sfi`o“nffl
`c´o“n¯jˇu`gˇu`é `e˙sfi˚t ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´é´e ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p`o˘i‹n˚t ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`a‹x´e `d`e˙s `o˘r`d`o“n‹n`é´e˙s
`d`o“n˚t ˜l„`o˘r`d`o“n‹n`é´e `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl ¯p`a˚r˚tˇi`e ˚i‹m`a`gˇi‹n`a˚i˚r`e `d˚uffl
”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e `d`e `d`é˙p`a˚r˚t.
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iR

M (z)

M (z̄)

M (−z̄) y

x

2y M (z− z̄)

(4) U”nffl ”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e `affl ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e ˚i‹m`a`gˇi‹n`a˚i˚r`e ”n˚u˜l¨l´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e-
”m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e `e˙sfi˚t ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`a‹x´e `d`e˙s `a˜b¸sfi`cˇi¯sfi¯sfi`e˙s.

R
M (z) = M (z̄)

(5) U”nffl ”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e `affl ˚u‹n`e ¯p`a˚r˚tˇi`e ˚r`é´e¨l¨l´e ”n˚u˜l¨l´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t
¯sfi˚iffl ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e `e˙sfi˚t ¯sfi˚u˚rffl ˜l„`a‹x´e `d`e˙s `o˘r`d`o“n‹n`é´e˙s.

iR

M (z) = −M (z̄)

�

Exercice 12 (Formule de de Moivre).
En utilisant le théorème de de Moivre et la formule du binôme de Newton,

exprimer cos(4� ) et sin(4� ) en fonction de cos � et sin � .

Correction. L`affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `d`e M`o˘i‹v˘r`e `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 11 `d`o“n‹n`e
(cos � + i sin � )4 = cos(4� ) + i sin(4� ) :
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O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ˜l´e ”m`e›m˜b˘r`e `d`e `g´a˚u`c‚h`e `gˇr`â`c´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d˚uffl ˜b˘i‹n`ô“m`e
`d`e Ǹe›w˘t´o“nffl :

(cos � + i sin � )4

= cos4 � + 4i cos3 � sin � − 6 cos2 � sin2 � − 4i cos � sin3 � + sin4 �
= cos4 � − 6 cos2 � sin2 � + sin4 � + 4i cos � sin � (cos2 � − sin2 � ) :

O˚rffl, ˜l´affl ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl cos2 � + sin2 � = 1 `é¨l´e›vflé´e `a˚uffl `c´a˚r˚r`é `d`o“n‹n`e
(cos2 � + sin2 � )2 = cos4 � + 2 cos2 � sin2 � + sin4 � = 1

O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜fˇi‹n`a˜l´e›m`e›n˚t
(cos � + i sin � )4 = 1− 8 cos2 � sin2 � + 4i cos � sin � (cos2 � − sin2 � )

= cos(4� ) + i sin(4� ) ;

`c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ¯p`a˚rffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e˙s ¯p`a˚r˚tˇi`e˙s ˚r`é´e¨l¨l´e `eˇt ˚i‹m`a`gˇi‹n`a˚i˚r`e :
cos(4� ) = 1− 8 cos2 � sin2 � `eˇt sin(4� ) = 4 cos � sin � (cos2 � − sin2 � ) :

�

Exercice 13 (Exponentielle complexe).
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants

4e
2�i
3 ; 6e3πi; e−

3�i
4 ; e−

6�i
4 et 3e−

5�i
3 :

Correction. I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `dffl’`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l„`e›x˙p`o“n`e›n˚tˇi`e¨l¨l´e
`dffl’˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚i‹m`a`gˇi‹n`a˚i˚r`e ¯p˚u˚rffl eiθ = cos � + i sin � `eˇt `dffl’˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´e ˚t´a˜b˝l´e´a˚uffl
`d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s `d`e˙s ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˚tˇr˚i`g´o“n`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e˙s `d`o“n‹n`é `e›nffl 2.2. C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e

4e
2�i
3 = 4

�
cos

2�
3

+ i sin
2�
3

�
= 4

 

−1

2
+ i
√
3

2

!

= −2 + 2i
√
3 ;

6e3πi = 6eπi = 6(cos � + i sin � ) = −6 ;

e−
3�i
4 = cos

�
−3�

4

�
+ i sin

�
−3�

4

�
= −

√
2

2
− i
√
2

2
;

e−
6�i
4 = cos

�
−3�

2

�
+ i sin

�
−3�

2

�
= i ;

3e−
5�i
3 = 3

�
cos

�
3
+ i sin

�
3

�
= 3

 
1

2
+ i
√
3

2

!

=
3

2
+ i

3
√
3

2
:

�
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Exercice 14 (Forme polaire).
Mettre sous forme polaire �e iθ, c’est-à-dire déterminer le module et l’argu-

ment, chacun des nombres complexes suivants

1− i;
√
3 + 3i;

√
3 + 3i
1− i

; 1 + i; −9 et −
√
2− i

√
2 :

Correction. L`affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `e˙sfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˜l´affl ”m`ê›m`e : `o“nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl
˜l´e ”m`oˆd˚u˜l´e, ¯p˚u˚i¯s `o“nffl ˜l´e ”m`eˇt `e›nffl ˜f´a`cˇt´eˇu˚rffl, `eˇt `e›n˜fˇi‹nffl `o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`e ˜l„`a˚r`gˇu‹m`e›n˚t
`gˇr`â`c´e `a˚u‹x ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s `d`e˙s ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˚tˇr˚i`g´o“n`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e˙s. C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e :

|1− i | =
√
2 `eˇt 1− i =

√
2

0

BBB@

√
2

2|{z}
=cos(− �

4 )

−i
√
2

2|{z}
=sin(− �

4 )

1

CCCA
=
√
2e−

i�
4 ;

|
√
3 + 3i | =

√
3 + 9 =

√
12 =

√
4× 3 = 2

√
3 `eˇt

√
3 + 3i = 2

√
3

0

BBB@
1

2|{z}
=cos �

3

+i
√
3

2|{z}
=sin �

3

1

CCCA
= 2
√
3e

i�
3 :

A”vfle´c `c´e˙s `d`eˇu‹x ˜f´o˘r‹m`e˙s ¯p`o˝l´a˚i˚r`e˙s, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´e `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t
`d`e `c´e˙s `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s :

√
3 + 3i
1− i

=
2
√
3e

i�
3

√
2e−

i�
4

=
√
6ei(

�
3
+ �

4 ) =
√
6e

7i�
12 :

|1 + i | =
√
2 `eˇt 1 + i =

√
2

0

BBB@

√
2

2|{z}
=cos �

4

+i
√
2

2|{z}
=sin �

4

1

CCCA
=
√
2e

i�
4 ;

−9 = 9( −1|{z}
=cosπ

+i × 0|{z}
=sinπ

) = 9eiπ ;
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| −
√
2− i

√
2| = 2 `eˇt −√2− i

√
2 = 2

0

BBB@
−
√
2

2| {z }
=cos(− 3�

4 )

−i
√
2

2|{z}
=sin(− 3�

4 )

1

CCCA

= 2e−
3i�
4 :

�

Exercice 15 (Puissance de nombre complexe).
Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes

suivants

(1− i )5; (
√
3 + 3i )7; (1 + i )−14; (−

√
2− i

√
2)13 :

On pourra utiliser l’exercice précédent.

Correction. O”nffl ¯p`o˘u˚r˚r`a˚i˚t ˜b˘i`e›nffl ¯sfi˚u˚rffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d˚uffl ˜b˘i‹n`ô“m`e
`d`e Ǹe›w˘t´o“nffl, ”m`a˚i¯s `c´e¨l´affl ¯sfi`eˇr`a˚i˚t ˚tˇr`è˙s «bˆo˘u˚r˚r˚i‹n». P̊r`é¨f´éˇr`o“n¯s ˜l„˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl
˚r`a¯p˚i`d`e `eˇt ¯p˚u˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t´e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e :

(1− i )5 =
� √

2e−
i�
4

� 5
= 4
√
2e−

5i�
4 = 4

√
2e

3i�
4

= 4
√
2

 

−
√
2

2
+ i
√
2

2

!

= −4 + 4i ;

(
√
3 + 3i )7 =

�
2
√
3e

i�
3

� 7
= 27(

√
3)7e

7i�
3 = 128× 27

√
3e

i�
3

= 3456
√
3e

i�
3 = 3456

√
3

 
1

2
+ i
√
3

2

!

= 1728
√
3 + 5184i ;

(1 + i )−14 =
� √

2e
i�
4

� −14
= 2−7e−

14i�
4 =

1

128
ei

�
2 =

1

128
i

(−
√
2− i

√
2)13 =

�
2e−

3i�
4

� 13
= 213e−

13×3i�
4 = 8192e

i�
4

= 8192

 √
2

2
+ i
√
2

2

!

= 4096
√
2 + 4096

√
2i :

E˜f¨fˇi`c´a`c´e, ”n`o“nffl?
���S̊iffl ”vˆo˘u¯s ”nffl’`êˇt´e˙s ¯p`a¯s `c´o“n‹vˆa˚i‹n`cˇuffl, `e˙sfi¯sfi`a‹y´eˇz `d`e ˚tˇr`a˚i˚t´eˇrffl

˜l´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `e›x´e›m¯p˜l´e `a‹vfle´c ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d˚uffl ˜b˘i‹n`ô“m`e `d`e Ǹe›w˘t´o“nffl ¯p`o˘u˚rffl ”vˆo˘i˚rffl
...
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�

Exercice 16 (Formule trigonométrique).
On pose

z1 :=
√
6− i

√
2

2
et z2 := 1− i :

(1) Écrire les nombres z1 et z2 sous forme polaire.

(2) Écrire le quotient Z :=
z1
z2

sous forme polaire.

(3) En conclure les valeurs de cos
�
12

et de sin
�
12

.

Correction.

(1) L`e ”m`oˆd˚u˜l´e `d`e z1 ”vˆa˚u˚t |z1| = 1
2

√
6 + 2 =

√
2. P̊u˚i¯s z1 `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl

z1 =
√
2

0

BBB@

√
3

2|{z}
=cos(− �

6 )

−i
1

2|{z}
=sin(− �

6 )

1

CCCA
=
√
2e−

i�
6 :

O”nffl `affl `d`é˙j´àffl `c´a˜l´cˇu˜l´é ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e `d`ez2 = 1 − i =
√
2e−

i�
4 `àffl

˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e 14.
(2) L`e `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t Z :=

z1
z2

¯sfi`e `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e :

Z =

√
2e−

i�
6

√
2e−

i�
4

= ei(−
i�
6
+ i�

4 ) = ei
�
12 :

(3) P̀a¯sfi¯sfi`o“n¯s ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e. D˚uffl `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t,
`o“nffl ˚tˇi˚r`e `qfi˚u`e

Z = ei
�
12 = cos

�
12

+ i sin
�
12

:

E˜f¨f´e´cˇtˇu`o“n¯s ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l `d˚uffl `qfi˚u`o˘tˇi`e›n˚t Z :=
z1
z2

`d˚i˚r`e´cˇt´e›m`e›n˚t `a‹vfle´c ˜l´e˙s
˜f´o˘r‹m`e˙s `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e˙s :

Z =

√
6− i

√
2

2(1− i )
=

(
√
6− i

√
2)(1 + i )
4

=
1

4

� √
6 +
√
2 + i (

√
6−
√
2)

�
:
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P̀a˚rffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e˙s ¯p`a˚r˚tˇi`e˙s ˚r`é´e¨l¨l´e `eˇt ˚i‹m`a`gˇi‹n`a˚i˚r`e, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
˜fˇi‹n`a˜l´e›m`e›n˚t

cos
�
12

=

√
2

4
(
√
3 + 1) `eˇt sin

�
12

=

√
2

4
(
√
3− 1) :

�

Exercice � 17 (Racine de l’unité).

(1) Pour n entier compris entre 2 et 6, déterminer tous les nombres com-
plexes z qui vérifient l’équation

zn = 1 :

On exprimera chacun d’eux sous forme polaire et sous forme algébrique.

(2) Représenter graphiquement l’image dans le plan complexe de chacune
de ces solutions.

Correction.

(1) O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`ez = �e iθ. L’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl
zn = 1 ¯s’`é´cˇr˚i˚t `a˜l´o˘r¯s

zn = � neniθ = 1⇐⇒ � n = 1 `eˇt n� = k × 2�; k ∈ Z :

C`o“m‹m`e � `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`é´e¨l ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi˜f, ˚i˜l `e˙sfi˚t ”n`é´c´e˙sfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t `é´g´a˜l
`àffl 1, � = 1. L`affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl `é´qfi˚u˚i‹vˆa˚u˚t `àffl `d˚i˚r`e `qfi˚u`e � `e˙sfi˚t ˚u‹nffl
”m˚u˜lˇtˇi¯p˜l´e `d`e 2π

n , `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e� = k 2π
n . I˜l ”y `affl `d`o“n`c n ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s

`d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e˙s :

� = 0;
2�
n

; 2
2�
n

; 3
2�
n

; : : : ; (n − 1)
2�
n

:

E”nffl `e¨f¨f´eˇt, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e `a˚u˚tˇr`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `d`e k, `c´o“m‹m`e ˜l„`e›x˙p`o“n`e›n˚tˇi`e¨l¨l´e
`e˙sfi˚t2� -¯p`éˇr˚i`oˆd˚i`qfi˚u`e, `o“nffl ˚r`eˇt´o“m˜bfle ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹n`e `d`e `c´e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s.

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t

1; ei
2�
n ; e2i

2�
n ; e3i

2�
n ; : : : ; e(n−1)i 2�

n :

� P̀o˘u˚rffl n = 2 :
1; eiπ = −1 :
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� P̀o˘u˚rffl n = 3 :

1; ei
2�
3 = −1

2
+ i
√
3

2
; ei

4�
3 = −1

2
− i
√
3

2
:

� P̀o˘u˚rffl n = 4 :
1; ei

�
2 = i; eiπ = −1; ei

3�
2 = −i :

� P̀o˘u˚rffl n = 5 :
1; ei

2�
5 = cos 2π

5 + i sin 2π
5 ; ei

4�
5 = cos 4π

5 + i sin 4π
5 ;

ei
6�
5 = cos 6π

5 + i sin 6π
5 ; ei

8�
5 = cos 8π

5 + i sin 8π
5 :

� P̀o˘u˚rffl n = 6 :
1; ei

�
3 = 1

2 +
√
3
2 i; ei 2�

3 = −1
2 +

√
3
2 i;

eiπ = −1; ei
4�
3 = −1

2 −
√
3
2 i; ei 5�

3 = 1
2 −

√
3
2 i :

(2) P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e n, ˜l´e˙s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d`e ˜l„˚u‹n˚i˚t´é ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˜l´e˙s ¯sfi`o“m‹m`eˇt˙s `d˚uffl
¯p`o˝l›y´g´o“n`e ˚r`é´gˇu˜lˇi`eˇrffl `àffl n `c´ô˘t´é˙s.

n = 2

1−1

n = 3

1

e
2i�
3

e
4i�
3

n = 4

1−1

i

−i
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n = 5

1

e
2i�
5

e
4i�
5

e
6i�
5

e
8i�
5

n = 6

1−1

e
i�
3e

2i�
3

e
4i�
3 e

5i�
3

�

Exercice 18 (Linéarisation).
Linéariser les expressions trigonométriques suivantes, c’est-à-dire les expri-

mer en fonction de cos(n� ) et sin(n� ),

sin3 �; sin � cos3 � et cos5 � :

Correction. L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e˙s ¯p˚u˚i¯sfi¯sfi`a‹n`c´e˙s `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˚tˇr˚i`g´o-
”n`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e˙s `e˙sfi˚t ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`o˘u˜b˝l´e `d`e˙s ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e˙s `dffl’E˚u˜l´eˇrffl `d`o“n‹n`é´e˙s
`a˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 13. O”nffl `affl `a˚i‹n¯sfi˚iffl

sin3 � =

�
eiθ − e−iθ

2i

� 3

= − 1

8i

�
e3iθ − 3eiθ + 3e−iθ − e−3iθ

�

= −1

4

0

BB@
e3iθ − e−3iθ

2i| {z }
=sin(3θ)

−3 eiθ − e−iθ

2i| {z }
=sin θ

1

CCA = −1

4
(sin(3� )− 3 sin � )

=
1

4
(3 sin � − sin(3� )) ;
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sin � cos3 � =
eiθ − e−iθ

2i

�
eiθ + e−iθ

2

� 3

=
1

16i
(eiθ − e−iθ)(eiθ + e−iθ)(eiθ + e−iθ)2

=
1

16i
(e2iθ − e−2iθ)(e2iθ + 2 + e−2iθ)

=
1

8

0

BB@
e4iθ − e−4iθ

2i| {z }
=sin(4θ)

+2
e2iθ − e−2iθ

2i| {z }
=sin(2θ)

1

CCA

=
1

8

�
sin(4� ) + 2 sin(2� )

�
;

cos5 � =

�
eiθ + e−iθ

2

� 5

=
1

32

�
e5iθ + 5e3iθ + 10eiθ + 10e−iθ + 5e−3iθ + e−5iθ

�

=
1

16

0

BB@
e5iθ + e−5iθ

2| {z }
=cos(5θ)

+5
e3iθ + e−3iθ

2| {z }
=cos(3θ)

+10
eiθ + e−iθ

2| {z }
=cos θ

1

CCA

=
1

16

�
cos(5� ) + 5 cos(3� ) + 10 cos �

�
:

�

Exercice 19 (Racine carrée).
Calculer, sous forme polaire ou sous forme algébrique, les «racines carrés»,

c’est-à-dire les solutions y de l’équation y2 = z, des nombres complexes suivants

z1 := i; z2 := 9; z3 := −9; z4 := −3− 4i;
z5 := −1 + i

√
3; z6 := 3 + 2i; et z7 := −5− 12i :

Correction. O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e `qfi˚uffl’`àffl ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e 17 `àffl ¯sfi`affl-
”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e ¯sfi`o˘u¯s ¯sfi`affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e :
z = �e iθ. O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯sy2 = z `e›n`c´o˘r`e ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e
y = reio. C`e `qfi˚u˚iffl `é´qfi˚u˚i‹vˆa˚u˚t `àffl

r 2 = � `eˇt 2o = � + k × 2�; k ∈ Z :
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L`e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c

r =
√

� `eˇt o =
�
2

; o =
�
2
+ � :

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e
� ¯p`o˘u˚rffl z1 = i = ei

�
2 :

ei
�
4 `eˇt ei

5�
4 ;

� ¯p`o˘u˚rffl z2 = 9 :
3 `eˇt −3 ;

� ¯p`o˘u˚rffl z3 = −9 = 9eiπ :
3i `eˇt −3i ;

� ¯p`o˘u˚rffl z5 = −1 + i
√
3 = 2ei

2�
3 :

√
2ei

�
3 `eˇt √2ei

4�
3 :

D`a‹n¯s ˜l´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s `a˚u˚tˇr`e˙s `c´a¯s, `o“nffl ”nffl’`a˚r˚r˚i‹vfle ¯p`a¯s `àffl ˚r`e´c´o“n‹n`a˚î˚tˇr`e `d`e˙s ”vˆaffl-
˜l´eˇu˚r¯s `c´o“n‹n˚u`e˙s `d`e˙s ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˚tˇr˚i`g´o“n`o“m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e˙s. P̀a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e,|z4| = 5 `eˇt
z4 = 5

�
−3

5 −
4
5 i

� , ”m`a˚i¯s ”n`o˘u¯s ”nffl’`a‹vˆo“n¯s `e›n`c´o˘r`e ¯j´a‹m`a˚i¯s ˚r`e›n`c´o“n˚tˇr`é `dffl’`a‹n`g¨l´e
� `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e cos � = −3

5 `eˇt sin � = −4
5 ...

Ǹo˘u¯s ”nffl’`a‹vˆo“n¯s ¯p`a¯s `dffl’`a˚u˚tˇr`e `c‚h`o˘i‹x `qfi˚u`e `d`e ˚tˇr`a‹vˆa˚i˜l¨l´eˇrffl `a‹vfle´c ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m`e˙s
`a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e˙s. O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e `d`o“n`c ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`ew = x + iy .
S̀o“nffl `c´a˚r˚r`é ”vˆa˚u˚t w2 = (x2 − y2) + 2ixy . E”nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`a‹n˚t, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e,
`a‹vfle´c z4 = −3− 4i , `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s

�
x2 − y2 = −3 ;
2xy = −4 :

O”nffl ”vˆo˘i˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `d`e ˚t´êˇt´e `qfi˚u`e x = 1 `eˇt y = −2 ¯sfi`o“n˚t ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s. L’`a˚u˚tˇr`e
¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t `d`o“n`cx = −1 `eˇt y = 2.

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯sfi`eˇu˜l˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s `d`o“n˚t ˜l´e `c´a˚r˚r`é ”vˆa˚u˚t
z4 = −3− 4i ¯sfi`o“n˚t

1− 2i `eˇt −1 + 2i :



6. CORRECTIONS DES EXERCICES 101

(O”nffl ”nffl’`o˘u˜b˝lˇi`e ¯p`a¯s `d`e ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl `c´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `e›nffl `c´a˜l´cˇu˜l´a‹n˚t, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e,
˜l´e `c´a˚r˚r`é `d`e 1− 2i .)

D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `d`e z7 = −5− 12i , `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
�

x2 − y2 = −5 ;
2xy = −12 :

O”nffl ”vˆo˘i˚t ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t `d`e ˚t´êˇt´e `qfi˚u`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t
2− 3i `eˇt −2 + 3i :

D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `d`e z6 = 3 + 2i , `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
�

x2 − y2 = 3 ;
2xy = 2 :

C`o“m‹m`e `o“nffl ”n`e ˚tˇr`o˘u‹vfle ¯p`a¯s ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t `d`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl
`cˇr`a‹nffl ¯p˜lˇu¯s ˜l´o˘i‹nffl. L`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t xy `éˇt´a‹n˚t `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t `d`e 0, `c´e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e
x `eˇt y ¯sfi`o“n˚t `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t˙s `d`e0. O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˜l´o˘r¯s `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl y = 1

x . D`o“n`c ˜l´affl
¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `d`e›v˘i`e›n˚t x2 −

�
1
x

� 2
= 3, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

x4 − 3x2 − 1 = 0 :

E”nffl ¯p`o¸sfi`a‹n˚t,X := x2, `c´e¨l´affl `d`o“n‹n`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`e´c´o“n`dffl `d`e´gˇr`é X 2− 3X −

1 = 0. E”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´a‹n˚t ¯sfi`o“nffl `d˚i¯sfi`cˇr˚i‹m˚i‹n`a‹n˚t ∆ = 13, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle ˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e
¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle

X = x2 =
3 +
√
13

2
:

F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t, ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯sfi`eˇu˜l˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s `d`o“n˚t ˜l´e `c´a˚r˚r`é ”vˆa˚u˚t
z6 = 3 + 2i ¯sfi`o“n˚t

s
3 +
√
13

2
+ i

s
2

3 +
√
13

`eˇt −
s

3 +
√
13

2
− i

s
2

3 +
√
13

:

�

Exercice 20 (Division euclidienne).
Calculer la division euclidienne du polynôme 4X 5+X 3−2 par le polynôme

X 2 + X + 1.
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Correction. O”nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e `c´o“m‹m`e `e›x˙p˜lˇi`qfi˚u`é `e›nffl 4.
4X 5 +X 3 −2 X 2 + X + 1
−4X 5 −4X 4 −4X 3 4X 3 − 4X 2 + X + 3

0 −4X 4 −3X 3 −2
4X 4 +4X 3 +4X 2

0 X 3 +4X 2 −2
−X 3 −X 2 −X

0 3X 2 −X −2
−3X 2 −3X −3

0 −4X −5

O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t `d`o“n`c `a˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l

4X 5 + X 3 − 2 =
�
X 2 + X + 1

��
4X 3 − 4X 2 + X + 3

�
− 4X − 5 :

O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `e›nffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`a‹n˚t ˜l´e ”m`e›m˜b˘r`e `d`e `d˚r`o˘i˚t´e.
�

Exercice 21 (Équation polynômiale).
Résoudre dans C les équations polynômiales suivantes. On écrira les solu-

tions sous forme algébrique ou sous forme polaire.

(1) 3z2 + 3z + 2 = 0,

(2) z2 − 4iz − 2 = 0,

(3) z3 = −1,
(4) z4 = i

16 ,

(5)� z5 = 32 + 32i .

Correction.

(1) O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e `d˚i¯sfi`cˇr˚i‹m˚i‹n`a‹n˚t ∆ = −15. L`e˙s `d`eˇu‹x ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `c´o“mffl-
¯p˜l´e›x´e˙s `c´o“n¯jˇu`gˇu`é´e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e3z2 + 3z + 2 = 0 ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c

−3 + i
√
15

6
`eˇt −3− i

√
15

6
:

(2) P̀o˘u˚rffl ˚tˇr`a˚i˚t´eˇrffl `c´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e, `o“nffl ”vˆaffl `c´o“m‹m`e›n`c´eˇrffl ¯p`a˚rffl ˚r`e´g´a˚r`d`eˇrffl
˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ˚i‹m`a`gˇi‹n`a˚i˚r`e˙s ¯p˚u˚r`e˙s :z = iy; y ∈ R. C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e ˜l´e
¯p`o˝l›y›n`ô“m`e −y2+4y−2 = 0. O”nffl ¯s’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚r`a‹m`e›n`é `àffl ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
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˚r`é´e¨l. J´o˝lˇiffl `c´o˘u¯pffl, ”n`o“nffl?
���. L`e `d˚i¯sfi`cˇr˚i‹m˚i‹n`a‹n˚t `d`e y2−4y+2 = 0

`e˙sfi˚t∆ = 8. S̀e˙s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`cy = 2±
√
2.

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`ez2 −
4iz − 2 = 0 ¯sfi`o“n˚t

(2 +
√
2)i `eˇt (2−

√
2)i :

(3) O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`ez = �e iθ. C`e¨l´affl `d`o“n‹n`e
z3 = � 3e3iθ = −1 = eiπ :

D’`o˘ùffl, � = 1 `eˇt � = π
3 + k × 2π

3 . L`e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c
ei

�
3 ; eiπ; ei

5�
3 :

(4) O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`ez = �e iθ. C`e¨l´affl `d`o“n‹n`e

z4 = � 4e4iθ =
i
16

=
1

24
ei

�
2 :

D’`o˘ùffl, � = 1
2 `eˇt � = π

8 + k × π
2 . L`e˙s `qfi˚u`a˚tˇr`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c

1

2
ei

�
8 ;

1

2
ei

5�
8 ;

1

2
ei

9�
8 ;

1

2
ei

13�
8 :

(5)� P̀o˘u˚rffl ¯sfi˚i‹m¯p˜lˇi˜fˇi`eˇrffl ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl, `c‚h`eˇr`c‚h`o“n¯s ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
z = 2w, `c´e¨l´affl `d`o“n‹n`e z5 = 25w5 = 32(1 + i ) = 25(1 + i ), `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
w5 = (1 + i ). C`o“m‹m`e 1 + i =

√
2ei

�
4 , `e›nffl ¯p`o¸sfi`a‹n˚tw = �e iθ , `o“nffl `affl

� = 2
1
10 `eˇt � = π

20 + k× 2π
5 . L`e˙s `cˇi‹n`q ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d`ez5 = 32+32i ¯sfi`o“n˚t

`d`o“n`c
2

11
10 ei

�
20 ; 2

11
10 ei

9�
20 ; 2

11
10 ei

17�
20 ; 2

11
10 ei

25�
20 ; 2

11
10 ei

33�
20 :

�

Exercice 22 (Factorisation).
Factoriser complétement les polynômes suivants dans R et dans C, c’est-à-

dire trouver toutes les racines réelles et complexes.

(1) X 3 − 5X 2 + 7X − 3,
(2) X 3 − 11X 2 + 39X − 45,
(3) X 3 − 3X 2 + 9X + 13.



104 CHAPITRE 1. ALGÉBRE ÉLÉMENTAIRE

Correction.

(1) F̀a`c´e `àffl ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e `d`e´gˇr`é 3, ˚i˜l ”nffl’”y `affl ¯p`a¯s ˜l´e `c‚h`o˘i‹x : `o“nffl
`c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹n`e ˚r`a`cˇi‹n`e `àffl ˜l´affl ”m`a˚i‹nffl. C`o“m‹m`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s `c´ofle¨f¨fˇiffl-
`cˇi`e›n˚t˙s `e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e, `a˜l´o˘r¯s1 `e˙sfi˚t ˚r`a`cˇi‹n`e. E”nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`a‹n˚t ˜l´affl `d˚i‹v˘i¯sfi˚i`o“nffl
`eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›n‹n`e `d`e X 3 − 5X 2 + 7X − 3 ¯p`a˚rffl X − 1, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

X 3 − 5X 2 + 7X − 3 = (X − 1)(X 2 − 4X + 3) :

(O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e X 2 − 4X + 3 `àffl ˜l´affl ”m`a˚i‹nffl,
”vˆo˘i˚rffl ˜l´e `c´a¯s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t.)

O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ˜l´e˙s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d`eX 2− 4X +3. P̀a˚rffl ˜l´e ”m`ê›m`e
`a˚r`gˇu‹m`e›n˚t, `o“nffl ”vˆo˘i˚t ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t `qfi˚u`e 1 `e˙sfi˚t ˚r`a`cˇi‹n`e. E”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`a‹n˚t
˜l´e `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t `d`o“m˚i‹n`a‹n˚t `eˇt ˜l´affl `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e `d`e X 2 − 4X + 3, `o“nffl
”vˆo˘i˚t `qfi˚uffl’˚i˜l ¯sfi`e ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e (X − 1)(X − 3). (O”nffl `affl `qfi˚u`e
X 2 − 4X + 3 = (X − 1)(aX + b) = aX 2 + (b− a)X − b. D’`o˘ùffl `e›nffl
˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`a‹n˚t a = 1 `eˇt −b= 3.)

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ¯sfi`e ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`e ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

X 3 − 5X 2 + 7X − 3 = (X − 1)2(X − 3) :

(2) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇrffl ˚u‹n`e ˚r`a`cˇi‹n`e «é›v˘i`d`e›n˚t´e». E”nffl ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t
˜l´e˙s `c´a˜l´cˇu˜l˙s ¯p`o˘u˚rffl `d`e˙s ¯p`eˇtˇi˚t´e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s 0, 1, -1, 2, -2, `eˇt´c., `o“nffl ”vˆo˘i˚t
`qfi˚u`e 3 `e˙sfi˚t ˚r`a`cˇi‹n`e. L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ¯sfi`e ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`e `d`o“n`c ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
X 3 − 11X 2 + 39X − 45 = (X − 3)(aX 2 + bX + c). S̊iffl `o“nffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`e
˜l´e ”m`e›m˜b˘r`e `d`e `d˚r`o˘i˚t´e, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t, `e›nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`a‹n˚t ˜l´e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s :
a = 1, −3a+ b= −3+ b= −11 `eˇt −3c = −45. C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e a = 1,
b= −8 `eˇt c = 15 `eˇt

X 3 − 11X 2 + 39X − 45 = (X − 3)(X 2 − 8X + 15) :

D`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e, `o“nffl ”vˆo˘i˚t ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t 15 `qfi˚u`e 3 `e˙sfi˚t ˚r`a`cˇi‹n`e `d`e
X 2 − 8X + 15. D’`o˘ùffl X 2 − 8X + 15 = (X − 3)(X − 5).

15. Avant de se précipiter comme des brutes sur le calcul du discriminant, il est bon de
tester de tête si les petits nombres entiers sont racines.



6. CORRECTIONS DES EXERCICES 105

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ¯sfi`e ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`e ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

X 3 − 11X 2 + 39X − 45 = (X − 3)3(X − 5) :

(3) P̀a˚rffl ˚u‹nffl `c´a˜l´cˇu˜l ”m`e›n˚t´a˜l, `o“nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e −1 `e˙sfi˚t ˚r`a`cˇi‹n`e. L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
¯sfi`e ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`e `d`o“n`c

X 3 − 3X 2 + 9X + 13 = (X + 1)(X 2 − 4X + 13) :

C`o“m‹m`e `o“nffl ”n`e ˚tˇr`o˘u‹vfle ¯p`a¯s ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t `d`e ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `àfflX 2−4X +13,
`o“nffl `e›nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e `d˚i¯sfi`cˇi‹m˚i‹n`a‹n˚t :

∆ = b2 − 4ac= −36 :

L`e `d˚i¯sfi`cˇr˚i‹m˚i‹n`a‹n˚t `éˇt´a‹n˚t ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ”n`é´g´a˚tˇi˜f, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”nffl’`a`d‹m`eˇt
¯p`a¯s `d`e ˚r`a`cˇi‹n`e ˚r`é´e¨l¨l´e. O”nffl ”n`e ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`eˇrffl ¯p˜lˇu¯s ˜l´e
¯p`o˝l›y›n`ô“m`e X 3 − 3X 2 + 9X + 13 `a‹vfle´c `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s ˚r`é´e¨l˙s.

O”nffl ¯p`a¯sfi¯sfi`e ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `a˚u‹x ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `eˇt `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s.
L`affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 18 ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eX 2−4X +13 `a`d‹m`eˇt
`d`eˇu‹x ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s `c´o“n¯jˇu`gˇu`é´e˙s `qfi˚u˚iffl ¯sfi`o“n˚t `d`o“n‹n`é´e˙s ¯p`a˚rffl
−b+ i

√
−∆

2a
=

4 + i
√
36

2
= 2 + 3i `eˇt −b− i

√
−∆

2a
= 2− 3i :

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ¯sfi`e ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`e ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

X 3 − 3X 2 + 9X + 13 = (X + 1)(X − 2− 3i )(X − 2 + 3i ) :

�

Exercice 23 (Opérations entre matrices).
On considère les trois matrices

A =

0

@
3 1
7 0
−2 1

2

1

A ; B =

0

@
0 11
−3 −2
8 3

2

1

A et C =

�
1 3
2 4

�
:

(1) Effecter les opérations matricielles suivantes :

A + B ; AC ; BC ; AC + BC et (A + B )C :

(2) Comparer les deux derniers résultats.
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Correction.

(1) O”nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`e `d˚i˚r`e´cˇt´e›m`e›n˚t ˜l´e˙s `c´a˜l´cˇu˜l˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t˙s.

A + B =

0

@
3 1
7 0
−2 1

2

1

A +

0

@
0 11
−3 −2
8 3

2

1

A =

0

@
3 12
4 −2
6 2

1

A

�
1 3
2 4

�

0

@
0 11
−3 −2
8 3

2

1

A

0

@
5 13
7 21
−1 −4

1

A = AC

�
1 3
2 4

�

0

@
3 1
7 0
−2 1

2

1

A

0

@
22 44
−7 −17
11 30

1

A = BC

AC + BC =

0

@
5 13
7 21
−1 −4

1

A +

0

@
22 44
−7 −17
11 30

1

A =

0

@
27 57
0 4
10 26

1

A

�
1 3
2 4

�

0

@
3 12
4 −2
6 2

1

A

0

@
27 57
0 4
10 26

1

A = (A + B )C

(2) O”nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e `qfi˚u`e, `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s ¯p˚r`é˙sfi`e›n˚t `d`e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙sA , B

`eˇt C, `o“nffl `affl ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é `d`e `d˚i¯sfi˚tˇr˚i˜b˘u˚tˇi‹v˘i˚t´é :
AC + BC = (A + B )C :

�
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Exercice 24 (Inverse de matrices).

(1) Est-ce que les matrices suivantes

A =

�
2 4
1 3

�
et B =

�
3 2
6 4

�

admettent des inverses ?
(2) Si oui, combien en admettent-elles ?

Correction.

(1) P̀o¸sfi`o“n¯s
X :=

�
a b
c d

�

`eˇt `c‚h`eˇr`c‚h`o“n¯s `àffl ˚r`é˙sfi`o˘u`d˚r`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nfflAX = I 2, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
�

2 4
1 3

� �
a b
c d

�
=

�
2a + 4c 2b+ 4d
a + 3c b+ 3d

�
=

�
1 0
0 1

�
:

C`eˇtˇt´e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e `e˙sfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e `a˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t
`d`e 4 `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s `àffl 4 ˚i‹n`c´o“n‹n˚u`e˙s

8
>><

>>:

2a + 4c = 1
2b+ 4d = 0
a + 3c = 0
b+ 3d = 1

`qfi˚u˚iffl ”nffl’`a`d‹m`eˇt `qfi˚uffl’˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl
8
>><

>>:

a = 3
2

b= −2
c = −1

2
d = 1 :

O”nffl ¯p`eˇu˚t ”vˆo˘i˚rffl `c´e¨l´affl `e›nffl ¯sfi`o˘u¯sfi˚tˇr`a‹y´a‹n˚t `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e `é´qfi˚u`affl-
˚tˇi`o“nffl `àffl ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `eˇt `e›nffl ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t `d`e ”m`ê›m`e `a‹vfle´c ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e
`eˇt ˜l´affl `qfi˚u`a˚tˇr˚i`è›m`e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `c´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `e›nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`a‹n˚t
˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l

 
3
2 −2
−1

2 1

!

�
2 4
1 3

� �
1 0
0 1

�
:
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I˜l ¯sfi`e ˚tˇr`o˘u‹vfle `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d`e
˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl XA = I 2 :

�
2 4
1 3

�

�
3
2 −2
−1

2 1

��
1 0
0 1

�
:

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `a`d‹m`eˇt `d`o“n`c ˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e.
O”nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e `a‹vfle´c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e B : `o“nffl

`c‚h`eˇr`c‚h`e `àffl ˚r`é˙sfi`o˘u`d˚r`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nfflBX = I 2, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
�

3 2
6 4

� �
a b
c d

�
=

�
3a + 2c 3b+ 2d
6a + 4c 6b+ 4d

�
=

�
1 0
0 1

�
:

C`eˇtˇt´e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e `e˙sfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e `a˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t
`d`e 4 `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s `àffl 4 ˚i‹n`c´o“n‹n˚u`e˙s

8
>><

>>:

3a + 2c = 1
3b+ 2d = 0
6a + 4c = 0
6b+ 4d = 1

`qfi˚u˚iffl ”nffl’`a`d‹m`eˇt `a˚u`cˇu‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ; `e›nffl `e¨f¨f´eˇt, ˜l´affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e `d`e ˜l´affl ˚tˇr`o˘iffl-
¯sfi˚i`è›m`e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `a‹vfle´c `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `d`o“n‹n`e 0 = −2 . O”nffl
`e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e B ”nffl’`a`d‹m`eˇt ¯p`a¯s `d`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e.

(2) L`affl ˚r`é˙p`o“n¯sfi`e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA

`a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e ”m`a˚i¯s `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e B ”nffl’`e›nffl
`a`d‹m`eˇt `a˚u`cˇu‹n`e.

�

Exercice � 25 (Inverse de matrices de taille 2× 2).

(1) Montrer qu’une matrice carrée

A =

�
a b
c d

�
∈ M2(R)

est inversible si et seulement si ad− bc 6= 0 .
Conseil. On pourra considérer le produit de la matrice A par la matrice�

d −b
−c a

�
.
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(2) Dans ce cas, donner une formule pour la matrice inverse A−1 .
(3) Déterminer l’ensemble des solutions du système d’équations linéaires

�
3x − 7y = 11
−2x + y = −8 :

Correction.

(1) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯p˚r`o¸p`o¸sfi`é
�

d −b
−c a

�

�
a b
c d

��
ad− bc 0

0 ad− bc

�
:

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl ad− bc 6= 0, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

M :=

 
d

ad−bc
−b

ad−bc
−c

ad−bc
a

ad−bc

!

”vfléˇr˚i˜fˇi`e AM = I 2 . D`e ˜l„`a˚u˚tˇr`e `c´ô˘t´é, ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l
�

a b
c d

�

�
d −b
−c a

��
ad− bc 0

0 ad− bc

�

”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e MA = I 2 . O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `e˙sfi˚t
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `d`a‹n¯s `c´e `c´a¯s.

P̀o˘u˚rffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l„˚i‹m¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`a‹n¯s ˜l„`a˚u˚tˇr`e ¯sfi`e›n¯s, ”n`o˘u¯s `a˜l¨l´o“n¯s
”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ¯sfi`affl `c´o“n˚tˇr`a¯p`o¸sfi`é´e : ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`ead−bc= 0, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ”nffl’`e˙sfi˚t
¯p`a¯s ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e. S̊u¯p¯p`o¸sfi`o“n¯s `d`o“n`c `qfi˚u`ead− bc= 0 `eˇt ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`o“n¯s
¯p`a˚rffl ˜l„`a˜b¸sfi˚u˚r`d`e `e›nffl ¯sfi˚u¯p¯p`o¸sfi`a‹n˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA ¯sfi`o˘i˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e.
E”nffl ¯p`o¸sfi`a‹n˚t

N :=

�
d −b
−c a

�
;

`o“nffl ”vˆo˘i˚t, `d˚uffl `c´a˜l´cˇu˜l ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, `qfi˚u`e AN = 0 . O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t
(A−1A)N = N = A−1(AN ) = 0

`eˇt `d`o“n`c `qfi˚u`e
a = b= c = d = 0 `eˇt A = 0 :
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C`e´cˇiffl `c´o“n˚tˇr`e´d˚i˚t ˜l´e ˜f´a˚i˚t `qfi˚u`e A ¯sfi`o˘i˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `c´a˚rffl `a˜l´o˘r¯s `o“nffl `a˚u˚r`a˚i˚t
A−1A = 0 = I 2 :

(2) L`affl ˚r`é˙p`o“n¯sfi`e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e

A−1 =

 
d

ad−bc
−b

ad−bc
−c

ad−bc
a

ad−bc

!

:

(3) S̊iffl `o“nffl ¯p`o¸sfi`e
A =

�
3 −7
−2 1

�
; X =

�
x
y

�
`eˇt B =

�
11
−8

�
;

`o“nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `é´qfi˚u˚i‹vˆa˚u˚t `àffl ˜l„`é´qfi˚u`affl-
˚tˇi`o“nffl ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e AX = B . D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s ¯p˚r`é˙sfi`e›n˚t, `o“nffl `afflad− bc=

−11 6= 0. D`o“n`c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `e˙sfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `eˇt ¯sfi`o“nffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `e˙sfi˚t
`d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl

A−1 =

 
− 1

11 − 7
11

− 2
11 − 3

11

!

:

L’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e `a`d‹m`eˇt `d`o“n`c ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d`o“n‹n`é´e
¯p`a˚rffl

X = A−1B =

 
− 1

11 − 7
11

− 2
11 − 3

11

! �
11
−8

�
=

 
45
11
2
11

!

:

O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `affl ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e
¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl

x =
45

11
`eˇt y =

2

11
:

�

Exercice 26. On considère la matrice

A :=

0

@
1 0 2
0 1 1
−1 2 1

1

A :

(1) Est-ce que la matrice A est inversible ?
(2) Si oui, calculer son inverse.
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(3) Déterminer l’ensemble des solutions du système d’équations linéaires
8
<

:

x + 2z = 7
y + z = −3

−x + 2y + z = 1 :
Correction.
(1) O”nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e `àffl ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ¯p˛h`a¯sfi`e «d`e˙sfi`c´e›n`d`a‹n˚t´e» `d`e ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e

`d˚uffl ¯p˚i‹vˆo˘t `d`e G´a˚u¯sfi¯s, `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`e `a‹vfle´c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é
`àffl `d˚r`o˘i˚t´e ¯p`o˘u˚rffl `g´a`g›n`eˇrffl `d˚uffl ˚t´e›m¯p¯s `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e. (O”nffl ¯p˚r`e˙sfi¯sfi`e›n˚t
˚i`cˇiffl `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ¯sfi`eˇr`affl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e ”v˘uffl ˜l„`é›n`o“n`c´é `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e.���)

0

@
1 0 2 1 0 0
0 1 1 0 1 0
−1 2 1 0 0 1

1

A ∼
L3→L3+L1

0

@
1 0 2 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 2 3 1 0 1

1

A

∼
L3→L3−2L2

0

@
1 0 2 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 −2 1

1

A

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `d`e `g´a˚u`c‚h`e ”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t `qfi˚u`e `d`e˙s
”n`o“m˜b˘r`e˙s1 ¯sfi˚u˚rffl ¯sfi`affl `d˚i`a`g´o“n`a˜l´e, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚i‹n˚i˚tˇi`a˜l´e A `e˙sfi˚t ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e.

(2) O”nffl ¯p`o˘u˚r¯sfi˚u˚i˚t `a‹vfle´c ˜l´affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e ¯p˛h`a¯sfi`e «a¯sfi`c´e›n`d`a‹n˚t´e» `d`e ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e
`d˚uffl ¯p˚i‹vˆo˘t `d`e G´a˚u¯sfi¯s `qfi˚u˚iffl `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `àffl ˜f´a˚i˚r`e `a¯p¯p`a˚r`a˚î˚tˇr`e `d`e˙s0 `e›nffl
˛h`a˚u˚t `àffl `d˚r`o˘i˚t´e `d`e ˜l´affl `d˚i`a`g´o“n`a˜l´e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e `g´a˚u`c‚h`e :

0

@
1 0 2 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 −2 1

1

A ∼
L2→L2−L3

0

@
1 0 2 1 0 0
0 1 0 −1 3 −1
0 0 1 1 −2 1

1

A

∼
L1→L1−2L3

0

@
1 0 0 −1 4 −2
0 1 0 −1 3 −1
0 0 1 1 −2 1

1

A :

O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `e˙sfi˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
`a¯p¯p`a˚r˚u`e `àffl `d˚r`o˘i˚t´e, `àffl ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl

A−1 =

0

@
−1 4 −2
−1 3 −1
1 −2 1

1

A :
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B˚i`e›nffl ¯sfi˚u˚rffl, `o“nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `c´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `e›nffl `c´a˜l´cˇu˜l´a‹n˚t, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ˜l´e
¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t A−1A :

A−1A =

0

@
−1 4 −2
−1 3 −1
1 −2 1

1

A

0

@
1 0 2
0 1 1
−1 2 1

1

A =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A :

(3) E”nffl ¯p`o¸sfi`a‹n˚t

X =

0

@
x
y
z

1

A `eˇt B =

0

@
7
−3
1

1

A ;

`o“nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`é `é´qfi˚u˚i‹vˆa˚u˚t
`àffl ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e AX = B , `qfi˚u˚iffl `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl
`d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl

X = A−1B =

0

@
−1 4 −2
−1 3 −1
1 −2 1

1

A

0

@
7
−3
1

1

A =

0

@
−21
−17
14

1

A :

C`e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `a`d‹m`eˇt `d`o“n`c ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

x = −21 ; y = −17 `eˇt z = 14 :

(O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t `qfi˚u`e `c´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯sfi`o“n˚t ˜b˘i`e›nffl ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s
`d˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `d`o“n‹n`é.)

�



CHAPITRE 2

Espaces vectoriels

Comment les mathématicien-nes en sont-ils-elles venu-es à faire ce que l’on
appelle de l’algèbre ? C’est très simple : ils sont fainéant-es ou rusé-es, selon
les opinions. Lorsqu’un-e mathématicien-ne rencontre plusieurs objets mathé-
matiques qui se comportent de la même manière : il-elle s’arrête 2 minutes de
travailler pour prendre du recul. Au lieu de se coltiner les démonstrations des
propriétés de tous ces objets un par un. Il-elle écrit une théorie générale qui les
englobe tous. Du coup, une seule démonstration s’applique à tous les exemples
à la fois. Forcément, il faut faire des raisonnements un peu plus abstraits, c’est
le prix à payer. Mais le gain est assuré.

Ce chapitre est à proprement parlé le premier de ce cours d’algèbre linéaire :
on y introduit la notion fondamentale d’espace vectoriel qui généralise ce que
vous savez déjà faire avec les vecteurs du plan ou de l’espace.

1. Définition���Jouons maintenant au mathématicien et considérons les exemples sui-
vants.

Paradigme 1. L’exemple fondamental de départ est l’ensemble P des vec-
teurs du plan.

~v

~u
~u+ ~v

~u

2~u
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Que peut-on faire avec les vecteurs du plan ? 1 La réponse est simple.

� On peut sommer les paires de vecteurs : ~u+ ~v , pour obtenir un nou-
veau vecteur.
� On peut multiplier un vecteur par un nombre : (−2):~u , pour obtenir

un nouveau vecteur 2.

Convention
���. Un vecteur est caractérisé par une direction, un sens

et une longueur. On peut donc le représenter de plusieurs manières, en choi-
sissant différents points de départ. Pour simplifier, dans ce cours, on choisira
de représenter un vecteur en partant de l’origine O. De cette manière, on peut
identifier les vecteurs avec les points du plan. En effet, à un point M du plan,
on associe le vecteur

−−→
OM . Et réciproquement, à tout vecteur ~u, il existe un

unique point M du plan tel que ~u =
−−→
OM .

vecteurs du plan
∼=←→ points du plan

~u =
−−→
OM ←→ M

~u
• M

O

Ceci nous aidera, par exemple, à représenter les sous-ensembles de vecteurs en
ne reportant que les points M . (On ne verrait rien sur les figures si on devait
représenter tous les vecteurs.)

Paradigme 2. Considérons maintenant les deux coordonnées (x; y) qui
représentent un vecteur ~u ou le point M . On rappelle que l’ensemble des paires
de nombres réels est notée 3

R2 = R× R := {(x; y) | x; y ∈ R} :

1. Un mathématicien poserait cette question de la manière suivante : «quelle structure
algébrique possède l’ensemble des vecteurs du plan ?».

2. Il existe aussi un produit scalaire qui produit un nombre à partir de deux vecteurs.
Mais cette structure supplémentaire sera le sujet du chapitre 4.

3. De manière générale, l’ensemble des paires d’éléments venant de deux ensembles A et
B est le produit cartésien A× B := {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.
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Au niveau des coordonnées, la somme de deux vecteurs ~u = (x; y) et ~v = (x ′; y′)
est donnée par la somme des coordonnées une à une

~u+ ~v =
�
x + x ′; y + y′� :

De la même manière, la multiplication par un nombre � est donnée par la
multiplication de chacune des coordonnées :

�:~u = (�x; �y ) :

Pourquoi se limiter à deux coordonnées ? Il n’y a aucune raison. Si on
considère les suites de n nombres, que l’on appelle des n-uplets ,

Rn := {(x1; x2; : : : ; xn) | x1; x2; : : : ; xn ∈ R} ;

on peut définir de la même manière une somme coordonnée par coordonnée

(x1; x2; : : : ; xn) +
�
x ′
1; x ′

2; : : : ;′ xn

�
=

�
x1 + x ′

1; x2 + x ′
2; : : : ; xn + x ′

n

�
:

On peut aussi définir une multiplication par un nombre en multipliant toutes
les coordonnées par ce nombre :

�: (x1; x2; : : : ; xn) = (�x 1; �x 2; : : : ; �x n) :

Au final, il se trouve que les règles de calcul et les propriétés algébriques
des vecteurs du plan (P;+; :) et des n-uplets (Rn;+; :) sont exactement les
mêmes.

Or, il ne s’agit pas là des deux seuls exemples d’ensembles munis d’une
somme et d’une multiplication par les nombres réels. On peut citer les vecteurs
de l’espace (E;+; :), les nombres complexes (C;+; :), les polynômes (R[X ];+; :),
les matrices de taille n × m (Mn,m;+; :), etc. On s’arrête donc de les étudier
un par un et on essaie de les inclure dans une définition générale qui est la
suivante.

Définition (Espace vectoriel). Un espace vectoriel V = (V;+; :) est formé
d’un ensemble V et de deux applications, appelées lois,

V ×V → V
(~u;~v) 7→ ~u+ ~v et R×V → V

(�; ~u ) 7→ �:~u

qui vérifient
� l’associativité de la loi + :

(~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v+ ~w) ;

� la commutativité de la loi + :

~u+ ~v = ~v+ ~u ;
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� l’existence d’un neutre pour la loi + :

∃~0 ∈ V tel que ~u+~0 = ~0 + ~u = ~u ;

� l’existence de vecteurs opposés pour la loi + :

∀~u ∈ V; ∃~t ∈ V tel que ~u+~t = ~t + ~u = ~0 ;

On voit facilement que ce vecteur ~t est unique. C’est l’opposé du vecteur
~u et il est noté −~u.

� l’associativité pour la loi : :

�: (�:~u ) = (� × � ):~u ;

� l’action identité de l’unité pour la loi : :

1:~u = ~u ;

� la distributivité de la somme des vecteurs :

�: (~u+ ~v) = �:~u + �:~v ;

� la distributivité de la somme des scalaires :

(� + � ):~u = �:~u + �:~u ;

pour tout ~u;~v; ~w∈ V et pour tout �; � ∈ R.

Les éléments de V sont appelés des vecteurs, les éléments de R sont appelés
des scalaires. Le vecteur ~0 est appelé le vecteur nul.

Remarques.

� Un espace vectoriel consiste en 3 données qui vérifient 8 axiomes. Les
quatre premiers axiomes ne portent que sur la somme des vecteurs, les
deux suivants ne portent que sur la multiplication par les scalaires et
les deux dernières portent sur la compatibilité entre les deux lois. 4

� On peut considérer des espaces vectoriels pour lesquels les scalaires sont
d’autres nombres que les nombres réels (rationnels, complexes, etc.). Ce
ne sera pas le cas dans ce cours ; tous les espaces vectoriels rencontrés
ici seront réels.
� L’existence du vecteur nul montre que l’ensemble V ne peut pas être

vide.

4. Pour simplifier les notations, on omettra souvent dans la suite le point . pour la
multiplication des scalaires.
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Notation
���. Remarquez la notation que nous avons choisie. On

utilise une police calligraphiée V pour représenter les trois données (V;+; :)
et une police romane pour le sous-espace sous-jacent V. En effet, on pourrait,
sur un même ensemble sous-jacent V considérer une autre somme et une autre
multiplication par les scalaires ; l’espace vectoriel ainsi formé devrait donc être
dénoté par une autre lettre que V . Bon, ça c’est pour les matheux purs et
rigoureux durs (comme se veut l’auteur). Quand le contexte est évident, c’est-
à-dire quand la somme et la multiplication des scalaires sont canoniques, on
abuse des notations en les confondant, par soucis de simplicité. Ce sera par
exemple le cas des sous-espaces vectoriels à la section suivante 2.

Exemples. Récapitulons les premiers exemples d’espaces vectoriels. On
laisse le soin au lecteur de vérifier les 8 axiomes à chaque fois.

� L’ensemble des vecteurs du plan P := (P;+; :) ou de l’espace E :=
(E;+; :) muni de la somme des vecteurs et de la multiplication par les
scalaires forment un espace vectoriel.

� L’ensemble des n-uplets de nombres réels (Rn;+; :) muni de la somme et
de la multiplication par les scalaires susmentionnés forment un espace
vectoriel.

� L’ensemble réduit à un élément noté {~0} muni de la somme définie par
~0 + ~0 := ~0 et de la multiplication définie par �: ~0 := ~0 est un espace

vectoriel. (Assez trivial comme exemple, non ?

���)

� L’ensemble des nombres complexes (C;+; :) muni de la somme et de
la multiplication par les réels �: (x + iy ) = �x + i (�y ) forme un espace
vectoriel.

� L’ensemble des polynômes (R[X ];+; :) muni de la somme et de la mul-
tiplication par les réels forment un espace vectoriel.

� L’ensemble des matrices Mn,m muni de la somme coordonnée par coor-
donnée

0

B@
x1,1 · · · x1,m

...
. . .

...
xn,1 · · · xn,m

1

CA +

0

B@
y1,1 · · · y1,m
...

. . .
...

yn,1 · · · yn,m

1

CA =

0

B@
x1,1 + y1,1 · · · x1,m + y1,m

...
. . .

...
xn,1 + yn,1 · · · xn,m + yn,m

1

CA
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et de la multiplication des toutes les coordonnées par un réel

�:

0

B@
x1,1 · · · x1,m

...
. . .

...
xn,1 · · · xn,m

1

CA =

0

B@
�x 1,1 · · · �x 1,m

...
. . .

...
�x n,1 · · · �x n,m

1

CA

forment un espace vectoriel noté Mn,m := (Mn,m;+; :) . Remarquez
qu’il n’y a là rien de bien nouveau. En effet, pour m = 1, on retombe
sur l’exemple précédent de Rn.

�

Exercice 27 (Q versus R).
On considère l’addition et la multiplication usuelles sur Q et R.

(1) Est-ce que Q est un espace vectoriel sur R ?

(2) Est-ce que R est un espace vectoriel sur Q ?

�

Exercice � 28 (Applications vers un espace vectoriel).
Soit A un ensemble et soit (V;+; :) un espace vectoriel sur R.
Montrer que l’ensemble VA des applications de A vers V, muni des opéra-

tions suivantes

�
f + g : A→ V

x 7→ f (x) + g(x) et
�

�:f : A→ V
x 7→ �:f (x)

forme un espace vectoriel.

�

Grâce à la définition, tout espace vectoriel a les mêmes propriétés générales
que les vecteurs du plan. (Il est donc bon de garder cet exemple type toujours
en tête.) Par exemple, les propriétés suivantes sont toujours vérifiées.

Proposition 26. Pour tout scalaire � ∈ R et pour tout vecteur ~u ∈ V, on
a les relations suivantes :

�: ~0 = ~0 ;
0:~u = ~0 ;

�:~u = ~0⇒ � = 0 ou ~u = ~0 ;
(−� ):~u = �: (−~u) = −(�:~u ) :

Démonstration. La démonstration permet de montrer la pertinence des
axiomes choisis. Il n’y avait en effet nul besoin d’inclure ces propriétés dans la
définition car elles en découlent naturellement.
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Commençons par montrer que �: ~0 = ~0. On considère

�: (~0 +~0) =|{z}
axiome 3

�: ~0 et �: (~0 +~0) =|{z}
axiome 7

�: ~0 + �: ~0 :

En ajoutant −(�: ~0) à l’égalité obtenue �: ~0 = �: ~0 + �: ~0, on recupère

�: ~0 + (−(�: ~0)) =|{z}
axiome 4

~0 = (�: ~0 + �: ~0) + (−(�: ~0))

=|{z}
axiome 1

�: ~0 + (�: ~0 + (−(�: ~0))) =|{z}
axiome 4

�: ~0 +~0 =|{z}
axiome 3

�: ~0 ;

d’où le résultat.
On montre maintenant que 0:~u = ~0 :

(0 + 1):~u = 1:~u =|{z}
axiome 6

~u et (0 + 1):~u =|{z}
axiome 8

0:~u+ 1:~u =|{z}
axiome 6

0:~u+ ~u :

En ajoutant −~u à l’égalité obtenue ~u = 0:~u+ ~u, on récupère

~u+ (−~u) =|{z}
axiome 4

~0 = (0:~u+ ~u) + (−~u) =|{z}
axiome 1

0:~u+ (~u+ (−~u))

=|{z}
axiome 4

0:~u+~0 =|{z}
axiome 3

0:~u ;

d’où le résultat.
Si �:~u = ~0 et si � n’est pas nul, alors il est inversible dans R, et on peut

considérer
1

�
:(�:~u ) =

1

�
:~0 = 0 et

1

�
:(�:~u ) =|{z}

axiome 4

(
1

�
× � ):~u = 1:~u =|{z}

axiome 6

~u :

D’où on tire que ~u = ~0.
Démontrons enfin la dernière assertion. On considère pour cela

(� − � ):~u =|{z}
axiome 8

�:~u + (−� ):~u et (� − � ):~u = 0:~u = ~0 ;

qui donne, par unicité de l’opposé : −(�:~u ) = (−� ):~u. On utilise ensuite

�: (~u+ (−~u)) =|{z}
axiome 4

�: ~0 = ~0 et �: (~u+ (−~u)) =|{z}
axiome 7

�:~u + �: (−~u) ;

qui donne, par unicité de l’opposé, −(�:~u ) = �: (−~u).
�

En pratique
���. On fera les calculs dans n’importe quel espace vec-

toriel comme on a l’habitude de faire nos calculs pour les vecteurs du plan ou
pour Rn.
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2. Sous-espaces vectoriels

On se pose maintenant la question de savoir quand un sous-ensemble d’un
espace vectoriel possède toute la structure d’un espace vectoriel.

Définition (Sous-espace vectoriel). Un sous-ensemble U ⊂ V d’un espace
vectoriel (V;+; :) est un sous-espace vectoriel si les restrictions des lois + et :
le munissent d’une structure d’espace vectoriel.

Exemples et contre-exemples.
� Dans ce contre-exemple, le sous-ensemble U n’est stable ni par multi-

plication par les scalaires, ni par somme des vecteurs.

~u

2~u

U

� Dans ce contre-exemple, le sous-ensemble U est stable par sommes des
vecteurs mais n’est pas stable par multiplication par les scalaires.

•

•

•

•

•

•

•

•

U

~u

3~u

−1:5~u

� Dans cet exemple, le sous-ensemble U est stable par multiplication par
les scalaires et par somme des vecteurs.
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U

Pour qu’un sous-ensemble U soit un sous-espace vectoriel, il faut et il suffit
que la somme de ses vecteurs et la multiplication par les scalaires de ses vecteurs
soient encore dans U.

Théorème 27. Un sous-ensemble U ⊂ V d’un espace vectoriel (V;+; :)
est un sous-espace vectoriel si et seulement si les trois conditions suivantes sont
vérifiées

~0 ∈ U ;

∀~u;~v∈ U; ~u+ ~v ∈ U ;

∀� ∈ R; ∀~u ∈ U; �:~u ∈ U :

Ces deux dernières conditions sont équivalentes à

∀�; � ∈ R; ∀~u;~v∈ U; �:~u + �:~v ∈ U :

Exemples.

� Toutes les droites du plan P passant par l’origine sont des sous-espaces
vectoriels. On parle alors de droites vectorielles.

� Toutes les droites de l’espace E passant par l’origine ainsi que tous
les plans passant par l’origine (plans vectoriels) sont des sous-espaces
vectoriels.
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� L’ensemble des nombres imaginaires purs iR forme un sous-espace vec-
toriel de l’espace vectoriel des nombres complexes C.

� Pour tout nombre entier d ∈ N, l’ensemble des polynômes de degré
inférieur ou égal à d, noté

Rd[X ] := {adX d + · · ·+ a0 | a0; : : : ; ad ∈ R};
est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel R[X ] des polynômes.

� L’ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures
8
>>><

>>>:

0

BBB@

x1,1 x1,2 · · · x1,n

0 x2,2
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 xn,n

1

CCCA
; xi,j ∈ R

9
>>>=

>>>;

forme un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des matrices carrées.

Notation
���. Comme la somme et la multiplication par les scalaires

d’un sous-espace vectoriel U ⊂ V sont celles de l’espace vectoriel V = (V;+; :),
nous confondrons souvent les notations U et U . Cela permettra d’obtenir des
notations plus simples.

�
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Exercice 29 (Le plan P).

(1) À quelle condition une droite du plan P est-elle un sous-espace vecto-
riel ?

(2) L’union de deux droites distinctes passant par 0 forme-t-elle un sous-
espace vectoriel de P ?

(3) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de P ?

�

Exercice 30 (L’espace E ).

(1) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de l’espace E ?

(2) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E . Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que l’union F ∪G de F et G soit un sous-
espace vectoriel de E .

�

Méthode
���. Vous ne vous en êtes peut-être pas rendu compte mais

ce dernier théorème va vous simplifier la vie. Si on vous demande, lors d’une
première question d’un exercice notamment, de démontrer que quelque chose
est un espace-vectoriel, au lieu de vérifier la définition et ses 8 axiomes, appli-
quez plutôt la méthode suivante. D’abord, vous montrez que votre ensemble à
considérer est le sous-ensemble d’un espace vectoriel. Puis, vous utilisez le théo-
rème 27 pour montrer que c’est un sous-espace vectoriel (2 ou 3 propriétes à
vérifier, facile). Finalement vous concluez, qu’en soit, c’est un espace vectoriel !

�

Exercice 31 (Sous-espaces vectoriels d’applications).

(1) Montrer que l’ensemble C (R) des applications continues de R vers R
est un sous-espace vectoriel de l’espace RR des applications de R vers
R, cf. exercice 28.

(2) Montrer, de deux manières différentes, que l’ensemble

{f : R→ R | f (1) = 0}

des applications de R vers R qui s’annulent en 1 est un espace vectoriel
pour les opérations usuelles.

(3) L’ensemble des fonctions réelles, c’est-à-dire de R vers R, paires est-il
un espace vectoriel pour les opérations usuelles ?

�
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Intéressons-nous maintenant au comportement des sous-espaces vectoriels
vis-à-vis des opérations ensemblistes intersection et union. Pour l’intersection,
tout se passe bien.

U

V

U ∩V

Proposition 28. L’intersection U ∩ V de deux sous-espaces vectoriels U,
V d’un espace vectoriel (W;+; :) est encore un sous-espace vectoriel.

Démonstration. La démonstration est très simple. C’est une application
directe du théorème 27. Par exemple, si on prend deux vecteurs ~u et ~v de U∩V.
Alors leur somme est dans U car c’est un sous-espace vectoriel. De même pour
V. Donc ~u+ ~v ∈ U ∩V. �

Pour l’union, la situation est plus délicate. En général, la bête union en-
sembliste de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel,
comme l’exemple ci-dessous le montre.

~u
2~u

−~u

~v

~u+ ~v
U

V
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Si on considère deux sous-espaces vectoriels, leur union est bien stable pour la
multiplication par les scalaires, mais pas pour la somme des vecteurs.

Mais si l’union n’est pas un sous-espace vectoriel, il existe peut-être un plus
petit sous-espace vectoriel qui la contient. Pour pallier le défaut de la somme,
on considère l’ensemble suivant

U+V := {~u+ ~v | ~u ∈ U;~v ∈ V}

formé de toutes les sommes de vecteurs de U et de V. Le théorème suivant
montre que cette construction répond à notre question.

Théorème 29. Pour toute paire U;V de sous-espaces vectoriels d’un es-
pace vectoriel (W;+; :), les propriétés suivantes sont vérifiés.

� L’ensemble U+V est un sous-espace vectoriel de (W;+; :).
� U ∪V ⊂ U+V.
� Tout sous-espace vectoriel Z de W contenant l’union U ∪ V contient

aussi U+V

U ∪V ⊂ U+V ⊂ Z :

Définition (Somme de sous-espaces vectoriels). Le sous-espace vectoriel
U + V est appelé la somme des sous-espaces vectoriels U et V. C’est le plus
petit sous-espace vectoriel contenant l’union U ∪V.

Exemple. La somme de deux droites distinctes de l’espace forme un plan
vectoriel.

U

VU+V

3. Combinaisons linéaires et générateurs

Poursuivons la question précédente mais avec un sous-ensemble quelconque
A d’un espace vectoriel V . Si A n’est pas un sous-espace vectoriel de V , existe-
t-il un plus petit sous-espace vectoriel de V qui le contient ?
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A

Dire que A n’est pas un sous-espace vectoriel signifie qu’il n’est pas stable
pour la somme des vecteurs ou pour la multiplication par les scalaires. Pour
combler ces lacunes, on considère maintenant toutes les sommes de multipli-
cations de vecteurs de A.

Définition (Combinaison linéaire). Les vecteurs de la forme

� 1~a1 + · · ·+ � n~an ;

avec � 1; : : : ; � n ∈ R et ~a1; : : : ;~an ∈ A sont appelés des combinaisons linéaires
de vecteurs de A.

L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vecteurs de A est notée

Vect(A) := {� 1~a1 + · · ·+ � n~an | � 1; : : : ; � n ∈ R; ~a1; : : : ;~an ∈ A}

Théorème 30. Pour tout sous-ensemble A d’un espace vectoriel V =
(V;+; :), les propriétés suivantes sont vérifiées.

� L’ensemble Vect(A) est un sous-espace vectoriel de V .
� A ⊂ Vect(A).
� Tout sous-espace vectoriel Z de V contenant A contient aussi Vect(A)

A ⊂ Vect(A) ⊂ Z :

Définition (Espace vectoriel engendré). Le sous-espace vectoriel Vect(A)
est appelé le (sous-)espace vectoriel engendré par A. C’est le plus petit sous-
espace vectoriel contenant A.

Exemple. L’espace vectoriel engendré par une paire de vecteurs non coli-
néaires A = {~u;~v} de l’espace E est le plan vectoriel qui les contient.
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~u

~v

Vect({~u;~v})

Définition (Famille génératrice). Lorsque le sous-espace vectoriel engen-
dré par A vaut l’espace vectoriel V tout entier, on dit que la famille de vecteurs
A engendre V ou que c’est une famille génératrice.

Dit autrement, cela signifie que tout vecteur ~u de V peut s’écrire sous la
forme d’au moins une combinaison linéaire de vecteurs de A :

~u = � 1~a1 + · · ·+ � n~an :

Interprétation

���. On peut voir A comme un alphabet grâce au-
quel on peut écrire n’importe quel vecteur de V. Pour cela, il faut avoir un
nombre suffisant de «lettres» (vecteurs ici).

Exemples.

� Toute paire de vecteurs non colinéaires du plan P en forme une famille
génératrice.

� La famille de vecteurs {(1; 0; : : : ; 0); (0; 1; 0 : : : ; 0); : : : ; (0; : : : ; 0; 1)} en-
gendre l’espace vectoriel Rn. En effet, tout n-uplet (x1; : : : ; xn) ∈ Rn

s’écrit comme combinaison linéaire

(x1; : : : ; xn) = x1(1; 0; : : : ; 0) + x2(0; 1; 0 : : : ; 0) + · · ·+ xn(0; : : : ; 0; 1) :
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� L’espace vectoriel des nombres complexes C est engendré par {1; i} car
ils s’écrivent tous comme une combinaison linéaire z = x:1 + y:i .

� La famille de polynômes
�
1; X; : : : ; X d

	
engendre l’espace vectoriel

Rd[X ] des polynômes de degré inférieur ou égal à d. En effet, tout
polynôme P s’écrit comme une combinaison linéaire

P = adX d + · · ·+ a0:1 :

� La famille infinie de polynômes {1; X; : : : ; X n; : : :} engendre l’espace
vectoriel des polynômes R[X ].

� La famille de matrices {eij ; 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 m} formées uniquement
de 0 avec un seul coefficient 1 placé à la i e ligne et à la j e colonne est
une famille génératrice de l’espace vectoriel (Mn,m;+; :) des matrices
de taille n ×m.

Définition (Type fini). Si un espace vectoriel est engendré par une famille
finie de vecteurs, on dit qu’il est de type fini.

Tous les espaces vectoriels rencontrés dans ce cours seront de type fini. La
seule exception sera l’espace vectoriel des polynômes sans restriction de degré
qui n’admet pas de famille génératrice formée d’un nombre fini d’éléments.

�

Exercice 32 (Système linéaire I).
Soit S l’ensemble des solutions du système x − y + z = 0 :

S :=
�
(x; y; z) ∈ R3 | x − y + z = 0

	
:

(1) Montrer que l’ensemble S est un sous-espace vectoriel de R3.

(2) En donner plusieurs familles génératrices.

�

Exercice � 33 (Système linéaire II).

Soit S l’ensemble des solutions du système
�

x + 2y = 0;
2y + z = 0

S :=
�
(x; y; z) ∈ R3 | x + 2y = 0 et 2y + z = 0

	
:

(1) Montrer, de deux manières différentes, que l’ensemble S est un sous-
espace vectoriel de R3.

(2) En donner une famille génératrice.

�
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Exercice 34 (Combinaisons linéaires).
On considère les vecteurs suivants de R4

~v1 := (1; 2; 3; 0); ~v2 := (0; 1; 2; 3); et ~v3 := (2; 3; 4;−3)
ainsi que les familles

F1 := {~v1}; F2 := {~v1;~v2}; et F3 := {~v1;~v2;~v3} :
On considére les vecteurs suivants

~w1 := (1; 1; 1; 1); ~w2 := (1;−1; 1;−1); ~w1 := (−3;−4;−5; 6) :
(1) Est-ce que le vecteur ~w1 (respectivement ~w2 et ~w3) est une combinaison

linéaire des vecteurs de F1, F2 ou F3 ?
(2) Déterminer les sous-espaces vectoriels Vect(F1), Vect(F2) et Vect(F3).
(3) Déterminer toutes les manières d’écrire les vecteurs (0; 0; 0; 0) et (1; 3; 5; 3)

comme combinaisons linéaires des vecteurs de F3.

�

Exercice 35 (Dérivés de polynômes).
On note R3[X ] l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré infé-

rieur ou égal à 3. Soit

V :=
�

P ∈ R3[X ] | (X + 1)P ′ − (2− X 2)P ′′ = 0
	

:
(1) Montrer que l’ensemble V est un sous-espace vectoriel de R3[X ].
(2) En donner une famille génératrice.

�

Exercice � 36 (Familles génératices de polynômes).
Soit Rd[X ] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré

inférieur ou égal à d. Donner plusieurs familles génératrices de Rd[X ].

�

4. Dépendance linéaire

On peut maintenant se poser la question de l’unicité de l’écriture sous
forme de combinaison linéaire

~u = � 1~a1 + · · ·+ � n~an ;
c’est-à-dire de l’unicité des coefficients � 1; � 2; : : : ; � n. Pour cela, on va com-
mencer avec le cas où ~u est le vecteur nul.

Définition (Famille libre). Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel
(V;+; :) est dite libre si

� 1~a1 + · · ·+ � n~an = ~0 =⇒ � 1 = · · · = � n = 0 :

On dit aussi que les vecteurs de A sont linéairement indépendants.
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Cela signifie qu’il n’y a qu’une seule manière d’écrire le vecteur nul comme
combinaison linéaire de vecteurs de A, c’est-à-dire avec la combinaison linéaire
triviale où tous les coefficients sont nuls.

Exemple. On considère la famille {~u;~v} formée des deux vecteurs du plan
P de coordonnées ~u = (1; 0) et ~v = (1; 1).

~u

~v

Montrons qu’ils sont linéairement indépendants. Supposons qu’il existe deux
nombres réels �; � tels que �~u + �~v = ~0. En coordonnées, cela signifie que
� (1; 0) + � (1; 1) = (0; 0). Si on développe, on trouve

� (1; 0) + � (1; 1) = (� + �; � ) = (0; 0) :

On en conclut donc que nécessairement � = � = 0 et que les vecteurs ~u et ~v
sont linéairement indépendants.

Règle générale

���. Deux vecteurs sont linéairement indépendants
si et seulement s’ils ne sont pas colinéaires, c’est-à-dire si aucun des deux ne
s’écrit un scalaire fois l’autre, ~u = �~v par exemple.

Définition (Famille liée). A l’inverse, une famille A de vecteurs d’un es-
pace vectoriel (V;+; :) est dite liée si elle n’est pas libre. Cela signifie que le
vecteur nul peut d’écrire avec au moins une combinaison linéaire non triviale
de vecteurs de A :

� 1~a1 + · · ·+ � n~an = ~0; avec au moins un � i 6= 0 :

On dit aussi que les vecteurs de A sont linéairement dépendants.

Exemple. On considère maintenant la famille {~u;~v; ~w} formée des trois
vecteurs du plan P de coordonnées ~u = (1; 0), ~v = (1; 1) et ~w = (0;−2).
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~u

~v

~w

~w
2~v

−2~u

Pour voir que cette famille est liée, il suffit d’exhiber une combinaison
linéaire non triviale du vecteur nul. La relation −2~u + ~w = −2~v reliant ces
trois vecteurs peut se réécrire

−2~u+ 2~v+ ~w = ~0 ;

et le tour est joué.

Attention
�

. Pour démontrer qu’une famille de vecteurs est libre, il ne
suffit pas de montrer que ses vecteurs ne sont pas colinéaires deux-à-deux ! C’est
une erreur très fréquente chez les étudiants. L’exemple précédent devrait vous
convaincre : aucun des trois vecteurs n’est colinéaire à un autre et pourtant,
au final, la famille n’est pas libre.

Remarque

���. Toute famille contenant le vecteur nul est liée ! En
effet, il suffit de considérer la combinaison linéaire non triviale du vecteur nul
suivante : 1:~0 = ~0 pour faire capoter l’affaire.

La proposition suivante est fantastique. Elle dit qu’il suffit que le vecteur
nul s’écrive de manière unique comme combinaison linéaire de vecteurs d’une
famille A pour que cette propriété soit vraie pour tous les vecteurs engendré
par A.

Proposition 31. Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel est libre
si et seulement si tout vecteur de l’espace Vect(A) engendré par A s’écrit de
manière unique comme combinaison linéaire de vecteurs de A.

Exemple. Tout vecteur du plan s’écrit de manière unique comme combi-
naison linéaire �~u + �~v de ~u = (1; 0) et de ~v = (1; 1).

C’est bien sur le sens (=⇒) de la proposition que nous utiliserons le plus
souvent.
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Définition (Coordonnées). SoitA une famille libre de vecteurs d’un espace
vectoriel. Comme tout vecteur ~u ∈ Vect(A) s’écrit de manière unique

~u = � 1~a1 + · · ·+ � n~an ;

les coefficients (� 1; : : : ; � n), qui sont uniques, sont appelés les coordonnées de
~u dans la famille A.

�

Exercice 37 (Polynômes I).
On considère la famille suivante de polyômes :

F :=
�
1; 1 + X; 1 + X + X 2; 1 + X + X 2 + X 3

	
:

(1) Montrer que F est une base de R3[X ], l’espace vectoriel des polynômes
de degré inférieur ou égal à 3, en démontrant que tout polynôme P =
a0+a1X +a2X 2+a3X 3 s’écrit de manière unique comme combinaison
linéaire d’éléments de F .

(2) Donner les coordonnées de P dans cette famille libre.

�

5. Bases

Récapitulons, une famille A est génératrice si tout vecteur ~u ∈ V peut
s’écrire

~u = � 1~a1 + · · ·+ � n~an

et une famille est libre si cette écriture est unique. Ce sont ces deux cas à la
fois qui nous intéressent.

Définition (Base). Une famille de vecteurs d’un espace vectoriel est une
base si elle est libre et génératrice.

Proposition 32. Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel (V;+; :)
est une base si et seulement si tout vecteur ~u ∈ V s’écrit de manière unique
comme combinaison linéaire d’éléments de A :

~u = � 1~a1 + · · ·+ � n~an :

Interprétation

���. Une base est un bon alphabet dans lequel on
peut écrire de manière unique tout vecteur d’un espace vectoriel.
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Exemples.

� Toute paire de vecteurs non colinéaires {~u;~v} du plan P en forme
une base.

� La famille de vecteurs {(1; 0; : : : ; 0); (0; 1; 0 : : : ; 0); : : : ; (0; : : : ; 0; 1)} est
une base de l’espace vectoriel Rn. Elle est tellement naturelle qu’on
l’appelle la base canonique.

� L’espace vectoriel des nombres complexes C admet la famille {1; i}
pour base.

� La famille de polynômes
n
1; X; : : : ; X d

o
est une base de l’espace vec-

toriel Rd[X ] des polynômes de degré inférieur ou égal à d.

� La famille de matrices {eij ; 1 6 i 6 n; 1 6 j 6 m} formées unique-
ment de 0 avec un seul coefficient 1 placé à la i e ligne et à la j e colonne
est une base de l’espace vectoriel Mn,m des matrices de taille n ×m.

�

Exercice 38 (Bases).
Reprendre les exercices 32, 33 et 35 et répondre à la question supplémen-

taire suivante :

(3) Donner une base de ce sous-espace vectoriel.

�

La notion de base est si merveilleuse que l’on peut se demander s’il en
existe toujours. Le théorème suivant répond à cette question par l’affirmative.

Théorème 33. Tout espace vectoriel (V;+; :) non trivial, i.e. V 6= {~0},
admet au moins une base.

Encore plus formidable, toutes les bases ont le même nombre d’éléments !

Théorème 34. Toutes les bases d’un espace vectoriel de type fini ont le
même nombre de vecteurs.

Ce nombre est tellement magnifique, qu’on lui donne un nom.

Définition (Dimension). La dimension d’un espace vectoriel V est le
nombre d’éléments de chacune de ses bases. On la note dimV ou dimR V
lorsque l’on veut insister sur le fait que V est un espace vectoriel réel. 5

5. Par convention, on dit que l’espace vectoriel trivial ({~0},+, .) est de dimension 0.
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Exemples.

� La dimension du plan est dimP = 2 .

� La dimension de Rn est dimRn = n .

� La dimension de l’espace vectoriel réel des nombres complexes est
dimRC = 2 . 6

� La dimension de l’espace vectoriel Rd[X ] des polynômes de degré infé-
rieur ou égal à d est dimRd[X ] = d+ 1 .

� L’espace vectoriel dimMn,m des matrices de taille n×m est de dimen-
sion Mn,m = n ×m .

Interprétation

���. La dimension d’un espace vectoriel est donc le
nombre de coordonnées qu’il faut donner pour décrire un élément (vecteur).
C’est le nombre de «directions différentes», ou degrés de liberté, d’un espace .
Ce chiffre nous donne la «taille» d’un espace. Comme ici les espaces vectoriels
sont tous de cardinal infini, on ne peut pas les comparer avec le nombre de
leurs éléments. Par contre, on peut comparer leur dimension.

La notion de «base» contient deux notions indépendentes : la famille doit
être génératrice (il faut suffisamment de vecteurs) et libre (il n’en faut pas
trop). Les deux théorèmes suivants montrent que l’on peut modifier une famille
vérifiant une propriété pour avoir les deux.

Théorème 35 (de la base incomplète). Toute famille libre non-vide A
d’un espace vectoriel peut s’étendre en une base B : A ⊂ B.

Exemple. Dans l’espace R3, on considère la famille {~u = (2; 0; 0);~v =
(1; 1; 0)}. Cette famille est bien libre car les deux vecteurs ~u et ~v ne sont pas
colinéaires.

6. Pour les plus avancé-es d’entre vous : comprenez pourquoi la dimension de l’espace
vectoriel complexe C est dimC C = 1, c’est-à-dire lorsque la multiplication par les scalaires
se fait avec des nombres complexes et non plus des réels.
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~u

~v

~w

Tout vecteur ~w n’appartenant pas au plan Vect({~u;~v}) engendré par ~u et
~v suffit à compléter {~u;~v} en une base {~u;~v; ~w} de R3.

Théorème 36 (de la base extraite). De toute famille génératrice A d’un
espace vectoriel non-trivial, on peut extraire une base B : B ⊂ A.

Exemple. On considère à nouveau la famille génératrice {~u;~v; ~w} formée
des trois vecteurs du plan P de coordonnées ~u = (1; 0), ~v = (1; 1) et ~w =
(0;−2). Toute sous-famille obtenue en supprimant un de ces trois vecteurs
forme une base de P.

Proposition 37. Soit V un espace vectoriel de type fini.
� Toute famille génératrice A de V a au moins dimV éléments

dim V 6 |A| :

� Toute famille libre A de V a au plus dimV éléments

|A| 6 dim V :

� Tout sous-espace vectoriel W ⊂ V vérifie

dimW 6 dimV ;

avec égalité dimW = dimV si et seulement si W = V .

Soit V un espace vectoriel de dimension n et soit B =
n
~b1; : : : ;~bn

o
une base

de V . Cette dernière donnée permet de définir une application «coordonnées
en base B» :

coordB : V → Rn

~u = � 1
~b1 + · · ·+ � n

~bn 7→ (� 1; : : : ; � n) ;

qui associe, à tout vecteur ~u de V ses coordonnées dans la base B. Il se
trouve que cette application est une bijection ; on peut donc identifier les deux
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ensembles V et Rn. Mais c’est encore mieux que cela : l’application «coordon-
nées» envoie une somme de vecteurs sur une somme de n-uplets

coordB(~u+ ~v) = coordB(~u) + coordB(~v) 7

et une multiplication par un scalaire sur une multiplication par un scalaire

coordB(�:~u ) = �: coordB(~u) 8 :

L’application «coordonnées» respecte donc les deux structures d’espace vecto-
riel. Ainsi, pour étudier les propriétés de l’espace vectoriel V , il suffit d’étudier
celle de Rn. Au final, comme tous les espaces vectoriels admettent une base,

on pourra toujours se ramener à l’étude de Rn ! Pas mal, non ?

���
6. Le cas Rn

Mais si on peut toujours se ramener à Rn par choix d’une base, comment
travaille-t-on dans Rn ? Comment déterminer si une famille de vecteurs y est
libre, génératrice ou forme une base ?

Soit A = {~a1 = (a1,1; a2,1; : : : ; an,1); : : : ;~am = (a1,m; a2,m; : : : ; an,m)} une
famille de vecteurs de Rn. On les écrit d’abord sous forme de colonnes, ce qui
ne change rien au fond du problème,

t~a1 :=

0

BBB@

a1,1

a2,1
...

an,1

1

CCCA
; : : : ; t~am :=

0

BBB@

a1,m

a2,m
...

an,m

1

CCCA
:

Puis, on les range dans une matrice

MA :=

0

BBB@

a1,1 a1,2 · · · a1,m

a2,1 a2,2 · · · a2,m
...

...
. . .

...
an,1 an,2 · · · an,m

1

CCCA
=

0

@ t~a1 t~a2 · · · t~am

1

A :

Exemple.

A = {(1; 2;−1; 3); (2; 4; 1;−2); (3; 6; 3;−7)}

7. En effet, ~u+~v = λ1
~b1 + · · ·+λn~bn +µ1

~b1 + · · ·+µn~bn = (λ1 +µ1)~b1 + · · · (λn +µn )~bn .

8. En effet, λ.~u = λ.(λ1
~b1 + · · ·+ λn~bn ) = (λλ1)~b1 + · · ·+ (λλn )~bn .
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MA =

0

BB@

1 2 3
2 4 6
−1 1 3
3 −2 −7

1

CCA :

On s’autorise maintenant les opérations élémentaires suivantes sur les co-
lonnes.

� Intervertir deux colonnes : Ci ↔ Cj .
� Multiplier une colonne par un scalaire non nul : Ci → �C i.
� Ajouter à une colonne � fois une autre : Ci → Ci + �C j .

Définition (Matrices équivalentes par colonne). On dit que deux matrices
sont équivalentes par colonne si on peut passer de l’une à l’autre grâce aux opé-
rations élémentaires sur les colonnes. Deux matrices équivalentes par colonne
sont notées M ∼ N .

En effectuant les opérations sur les colonnes de MA, on reste fidèlement
dans le sous-espace vectoriel engendré par la famille A, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 38. Soit N ∼ MA une matrice équivalente par colonne
à MA. Les vecteurs colonnes de N forment une famille B de vecteurs, i.e.
N = MB, qui appartiennent au sous-espace vectoriel engendré par A :

B ⊂ Vect(A) :

De plus, la famille B et la famille A engendrent le même sous-espace vectoriel

Vect(B) = Vect(A) :

Démonstration. Si vous n’avez pas tout compris, la démonstration peut
vous aider à voir ce qui se passe. Les vecteurs B de la matrice N sont obte-
nus par combinaisons linéaires des vecteurs de A. Ils appartiennent donc au
sous espace-vectoriel Vect(A) engendré par A. Ceci implique notamment que
Vect(B) ⊂ Vect(A).
On peut montrer que les opérations élémentaires sur les colonnes fonctionnent
dans ces deux sens, c’est-à-dire que l’on peut aussi obtenir MA à partir de
N = MB. D’où A ⊂ Vect(B), puis Vect(A) ⊂ Vect(B). Au final, cela donne
Vect(A) = Vect(B). �

Exemple.

MA =

0

BB@

1 2 3
2 4 6
−1 1 3
3 −2 −7

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0
2 0 0
−1 3 6
3 −8 −16

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0
2 0 0
−1 3 0
3 −8 0

1

CCA = N :

C2 → C2 − 2C1

C3 → C3 − 3C1
C3 → C3 − 2C2
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Donc les vecteurs B = {(1; 2;−1; 3); (0; 0; 3;−8)} font partie de Vect(A) et ils
l’engendrent.

Grâce aux opérations élémentaires sur les colonnes, on peut mettre la ma-
trice MA sous forme échelonnée, c’est-à-dire sous la forme suivante

MA ∼

0

BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

1 0

∗
...

... 1
. . .

...

∗ . . . 0
...

...
...

. . . 1 0 · · · 0

∗
...

...
...

...
...

...
...

∗ ∗ · · · ∗ 0 · · · 0

1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

Les premières colonnes sont formées de haut en bas d’abord de 0 puis d’un 1. 9

De gauche à droite, les 1 apparaissent strictement de plus en plus bas.
Tout ceci, n’est rien d’autre que le célèbre pivot de Gauss que vous apprenez

depuis que vous êtes tout petit et que nous avons déjà rappelé à la section 5.3
du chapitre 1. Ce que l’on a gagné ici, c’est de pouvoir l’interpréter concep-
tuellement en terme d’espace vectoriel. Tout l’intérêt des formes échelonnées
réside dans la proposition puis le théorème suivant.

Proposition 39. Les vecteurs colonnes non nuls d’une matrice échelon-
née forment une famille libre.

Démonstration. La démonstration n’est pas difficile et sa lecture permet
de tester si on a bien tout compris, surtout si on prend le temps de bien
comprendre la forme des différents vecteurs colonnes qui entrent en jeu. On
appelle ~c1; : : : ;~ck les vecteurs colonnes non nuls de la matrice échelonnée. Soient
� 1; : : : ; � k des scalaires tels que � 1~c1 + · · ·+ � k~ck = ~0. Les premiers termes en
haut du vecteur colonne � 1~c1 + : : : + � k~ck sont nuls (s’il y en a) et le premier
terme non-nul est égal à � 1 ; ce dernier dernier vaut donc � 1 = 0. Du coup, en
parcourant la colonne � 1~c1 + : : : + � k~ck par le haut, le premier terme non-nul
est � 2 qui vaut 0 par le même argument. On continuant de la sorte, on voit
que � 1 = · · · = � k = 0 et donc que la famille de vecteurs colonnes ~c1; : : : ;~ck
est libre. �

9. Au lieu de 1, on peut se contenter de nombres non nuls.
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Théorème 40. Les vecteurs colonnes non nuls de la matrice échelonnée
obtenue à partir de MA forment une base du sous-espace vectoriel Vect(A) en-
gendré par A. Donc, le nombre de colonnes non nulles de la matrice échelonnée
est égal à la dimension de Vect(A).

Démonstration. La proposition 38 nous donne que la famille composée
des vecteurs colonnes non nuls de la matrice échelonnée engendre le sous-espace
vectorial Vect(A) et la proposition 39 nous donne qu’elle est libre. C’est donc
une base de Vect(A). �

Exemple. Dans l’exemple de la famille A = {(1; 2;−1; 3); (2; 4; 1;−2);
(3; 6; 3;−7)} , le calcul précédent montre que la famille B = {(1; 2;−1; 3);
(0; 0; 3;−8)} forme une base de Vect(A). On déduit aussi de cette proposi-
tion que dimVect(A) = 2.

Tout ceci démontre que la famille initiale A n’est pas libre. En effet, par
la proposition 37, on sait que si la famille A était libre, elle engendrerait un
sous-espace vectoriel de dimension 3. La famille A n’est pas non plus une fa-
mille génératrice de tout l’espace R4 car elle n’a que 3 éléments. Et on savait,
toujours grâce à la proposition 37 qu’une famille génératrice de l’espace R4 de
dimension 4 doit avoir au moins 4 éléments.

Cette méthode nous a donc permis de démontrer toutes les propriétés aux-

quelles on s’intéresse pour la famille A. Puissant, non ?

���
Remarque. On peut aussi travailler par ligne : remplir la matrice en met-

tant les vecteurs en ligne et effectuer des opérations élémentaires par lignes.
Tous les résultats restent vrais, à condition de changer à chaque fois le mot
«colonne» par le mot «ligne».

Attention
�

. Ne mélangez pas les lignes et les colonnes. On pourrait
par exemple considérer la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de départ
et faire des opérations élémentaires par ligne. Le seul résultat qui reste alors
vrai est celui qui dit que la dimension du sous-espace vectoriel engendré est égal
au nombre de lignes non nulles. Mais en mélangeant les lignes et les colonnes, on
perd complètement l’interprétation finale des colonnes de la matrice équivalente
en terme de vecteurs du sous-espace engendré !

�

Exercice 39 (R6).
On considère les vecteurs suivants de R6 :

~v1 := (1; 2;−3; 4; 0; 1); ~v2 := (1; 3;−4; 6; 5; 4) et ~v3 := (3; 8;−11; 16; 10; 9) :

(1) Ces vecteurs sont-ils libres ?
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(2) Quelle est la dimension de Vect({~v1;~v2;~v3}), le sous-espace vectoriel de
R6 engendré par ~v1, ~v2 et ~v3 ?

(3) Donner trois bases différentes de Vect({~v1;~v2;~v3}).
(4) Donner une combinaison linéaire non triviale vérifiée par ~v1, ~v2 et ~v3.

�

Exercice � 40 (R4).
On considère la famille suivante de vecteurs de R4 :

A := {(1; 2; 3; 1); (2; 1; 3; 1); (1; 1; 2; 3); (1; 1; 3; 2); (3; 2; 5; 4)} :

(1) Cette famille est-elle libre ?
(2) Quelle est la dimension de Vect(A), le sous-espace vectoriel de R4 en-

gendré par A ?
(3) Donner deux bases différentes de Vect(A).
(4) Donner une combinaison linéaire non triviale d’éléments de A.

�

Exercice 41 (Sous-espaces vectoriels de R4).
On appelle U le sous-espace vectoriel de R4 engendré par les vecteurs sui-

vants :

~u1 := (1; 2;−1; 3); ~u2 := (2; 4; 1;−2) et ~u3 := (3; 6; 3;−7) :

On appelle W le sous-espace vectoriel de R4 engendré par les vecteurs suivants :

~w1 := (1; 2;−4; 11) et ~w2 := (2; 4;−5; 14) :

(1) Quelle est la dimension de W ?
(2) Montrer que U = W.
(3) En donner deux bases différentes.

�

Application
���. Revenons à ce que nous disions au début de cette

section sur un exemple ; à savoir, utilisons ce que nous venons d’apprendre sur
Rn pour répondre à la question suivante.

Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel

Vect
��

X 2 + X + 1; X 2 − 1; X + 2
	�

de l’espace vectoriel R2[X ] des polynômes de degré inférieur ou égal à 2 ?
Pour cela on commence par considérer la base B :=

�
X 2; X; 1

	
de l’es-

pace vectoriel R2[X ]. Grâce à cette base, on traduit la question précédente
en un problème de R3. Dans cette base, les trois polynômes de la famille
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�
X 2 + X + 1; X 2 − 1; X + 2

	
ont pour coordonnées les trois vecteurs suivants

de R3 :
A := {(1; 1; 1); (1; 0;−1); (0; 1; 2)} :

La matrice de vecteurs colonnes associée est0

@
1 1 0
1 0 1
1 −1 2

1

A :

Elle est équivalente par colonne à la matrice échelonnée suivante
0

@
1 1 0
1 0 1
1 −1 2

1

A ∼

0

@
1 0 0
1 1 0
1 2 0

1

A :

Finalement, d’après le théorème 40, on déduit que la dimension du sous-espace
vectoriel de polynômes de départ vaut

dimVect
��

X 2 + X + 1; X 2 − 1; X + 2
	�

= 2 :

Mais, on a plus : le théorème 40 nous dit aussi que les deux polynômes
�

X 2 + X + 1; X + 2
	

en forment une base.

�

Exercice 42 (Polynômes II).
On considère la famille suivante de polynômes

F :=
�
1 + X + X 2 + X 3; 1− X − X 3; 1− X 2 − X 3; 3− X 3

	

(1) Cette famille est-elle génératrice dans l’espace-vectoriel R3[X ] des po-
lynômes de degré inférieur ou égal à 3 ?

(2) Cette famille est-elle libre dans R3[X ] ?
(3) Cette famille est-elle libre dans R[X ] ?
(4) Donner deux bases du sous-espace Vect(F) engendré par la famille F .
(5) Compléter ces bases de Vect(F) en des bases de R3[X ].

�

7. Somme directe

Nous avons vu au début de ce chapitre la notion de somme de deux sous-
espaces vectoriels et plus récemment la notion de dimension. On peut donc se
poser la question de la dimension d’une somme de deux sous-espaces vectoriels.

Proposition 41. Soient U et V deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel W . La dimension de leur somme vaut

dim(U + V) = dimU + dimV − dim(U ∩V) :
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Exemple. On considère les deux plans suivants U et V de l’espace R3,
dont la somme engendre tout l’espace U+V = R3.

U

V

U ∩V

Leur intersection U∩V est une droite, elle est donc de dimension 1. La formule
de la proposition est ici bien vérifiée car les dimensions respectives donnent

3 = 2 + 2− 1 :

Comme pour les combinaisons linéaires et les familles libres, on peut se
demander sous quelle condition l’écriture ~u + ~v des éléments de U + V est
unique. La démarche et la conclusion sont les mêmes : il suffit de demander que
le vecteur nul ~0 s’écrive de manière unique. Or cette condition est équivalente
à U ∩V =

n
~0

o
10.

Définition (Somme directe). Deux sous-espaces vectoriels U et V sont en
somme directe si leur intersection est réduite au vecteur nul

U ∩V =
n

~0
o

:

Dans ce cas, la somme de U avec V se note

U⊕V :

10. Si U ∩ V =
n
~0

o
, alors ~u+ ~v = ~0 avec ~u ∈ U et ~v ∈ V implique ~u = −~v ∈ U ∩ V donc

~u = ~v = ~0. Si l’écriture ~u+~v = ~0 est unique, à savoir ~0+~0 = ~0, alors tout élément ~w ∈ U∩V
vérifie ~w + (−~w) = ~0 avec ~w ∈ U et −~w ∈ V donc ~w = ~0.
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Exemple. Dans l’espace E , un plan U et une droite V non incluse dans U
sont toujours en somme directe.

~u

~v

~u+ ~v

U

V

Proposition 42. Deux sous-espaces vectoriels U et V sont en somme di-
recte si et seulement si tout vecteur de leur somme U + V s’écrit de manière
unique ~u+ ~v, avec ~u ∈ U et ~v ∈ V.

Exemple. Dans l’exemple précédent, tout vecteur de l’espace E = U+V
s’écrit de manière unique comme somme d’un vecteur du plan U et d’un vecteur
de la droite V.

�

Exercice 43 (Somme directe).
Montrer que les deux sous-espaces vectoriels de R3

U := {(x; y; z) ∈ R3 | x + y + z = 0} et V := Vect({(2; 0; 0)})
sont en somme directe.

�
Poursuivons le parallèle avec les familles de vecteurs. L’équivalent ici de la

notion de famille génératrice est une somme qui vaut tout l’espace U+V = W.
Dans ce cas, tout vecteur de W peut s’écrire comme une somme d’un vecteur
de U et d’un vecteur de V. L’équivalent de la notion de base est alors une
somme directe qui engendre tout l’espace U⊕V = W.

Proposition 43. Soient deux sous-espaces vectoriels U et V d’un espace
vectoriel W = (W;+; :). Ils sont en somme directe et leur somme engendre
tout l’espace W :

U⊕V = W

si et seulement si tout vecteur ~w de W s’écrit de manière unique

~w = ~u+ ~v ;

avec ~u ∈ U et ~v ∈ V.
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Dans ce cas, les dimensions vérifient la relation

dimW = dimU + dimV :

Démonstration. Le premier point est un corollaire directe de la proposi-
tion 42 précédente. Le second point est un corollaire direct de la proposition 41
où dimU ∩ V = 0. �

�

Exercice � 44 (Fonctions paires et impaires).
Dans l’espace vectoriel F des applications de R vers R, on considère

les deux sous-espaces vectoriels formés respectivement des fonctions paires
f (−x) = f (x) et impaires f (−x) = −f (x) :

P := {f : R→ R | f paire} et I := {f : R→ R | f impaire} :
Montrer que P ⊕I = F .

�

Définition (Supplémentaire). Dans le cas de deux sous-espaces vectoriels
U et V en somme directe et dont la somme engendre tout l’espace vectoriel
(W;+; :), on dit que U est un supplémentaire de V (respectivement que V est
un supplémentaire de U) dans W.

Exemple. Soit U une droite vectorielle du plan P. Les supplémentaires
de U sont les droites V différentes de U.

U

V

P

Interprétation

���. Chercher un supplémentaire d’un sous-espace
vectoriel U correspond à trouver les «directions» qui manquent à U pour en-
gendrer tout l’espace. Par exemple, si on a une base de U, cela revient à la
compléter en une base de tout l’espace ; les vecteurs ainsi ajoutés engendrent
alors un supplémentaire.

Attention
�

. Un sous-espace vectoriel admet plusieurs supplémentaires
et non un seul. Ne confondez pas les notions de «complémentaire» et de «sup-
plémentaire» d’un sous-espace vectoriel U. Le complémentaire est unique et
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est défini comme tout ce qui n’est pas dans U. Ce n’est jamais un sous-espace
vectoriel.

Proposition 44. Tout sous-espace vectoriel admet au moins un supplé-
mentaire.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe du théroème 35
de la base incomplète. �

Proposition 45. Tous les supplémentaires d’un sous-espace vectoriel sont
de même dimension.

Démonstration. La dimension de tout supplémentaire V de U dans W
est dimV = dimW − dimU. �

�

Exercice 45 (Supplémentaire).
On se place dans le plan R2. On considère la droite vectorielle d’équation

D := {(x; y) ∈ R2 | 2x + y = 0} :

(1) Trouver un supplémentaire de D dans R2.
(2) Est-il unique ? Sinon, combien y en a-t-il ?

�
Lorsqu’un espace vectoriel se décompose en somme directe de deux sous-

espaces U⊕V = W, tout vecteur de ~w ∈W s’écrit de manière unique ~w = ~u+~v,
avec ~u ∈ U et ~v ∈ V. Ceci définit deux applications

projVU : W → U
~w = ~u+ ~v 7→ ~u et projUV : W → V

~w = ~u+ ~v 7→ ~v :

Définition (Projections). Les deux applications projVU et projUV sont ap-
pelées respectivement la projection sur U parallèlement à V et la projection sur
V parallèlement à U.

U
W

V

~0

~w

•

projVU(~w)

projUV(~w)
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�

Exercice 46 (Projections).
Dans l’espace R3, on considère la droite D d’équations

D := {(x; y; z) ∈ R3 | 3x + y − z = 0; x + 2y + z = 0}

et le plan P d’équation

P := {(x; y; z) ∈ R3 | x + y − 2z = 0} :

(1) Montrer qu’ils sont supplémentaires l’un de l’autre dans R3.

(2) Donner l’expression des projections projPD sur D parallèlement à P et
projDP sur P parallèlement à D.

�

Définition (Hyperplan). Soit W un espace vectoriel de dimension n. Un
hyperplan est un sous-espace vectoriel de dimension n − 1.

Exemple. Les hyperplans de l’espace E de dimension 3 sont les plans. Et
les hyperplans du plan P de dimension 2 sont les droites.

Il est équivalent de définir la notion d’hyperplan en disant qu’il s’agit des

sous-espaces vectoriels dont les supplémentaires sont de dimension 1.

���
Plus généralement, on peut définir la somme de plusieurs sous-espaces vec-

toriels U1; : : : ; Uk par la même formule

U1 + · · ·+Uk := {~u1 + · · ·+ ~uk | ~u1 ∈ U1; : : : ; ~uk ∈ Uk} :

Définition. Les sous-espaces vectoriels U1; : : : ;Uk sont en somme directe
si l’écriture du vecteur nul sous la forme ~u1 + · · · + ~uk = ~0 est unique, i.e.
~u1 = : : : = ~uk = 0.

On note alors la somme de U1; : : : ;Uk par

U1 ⊕ · · · ⊕ Uk :

Proposition 46. Les sous-espaces vectoriels U1; : : : ;Uk sont en somme
directe si et seulement si tout vecteur de U1 + · · · + Uk s’écrit de manière
unique sous la forme ~u1 + · · ·+ ~uk.

Exemple. Les droites du repère canonique de R3 sont en somme directe.
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U1

U2

U3

E

Contre-exemple. On considère U1 le plan horizontal de l’espace E et
deux droites distinctes non horizontales U2 et U3.

U3U2

E

U1

~u3

~u2

~u2 + ~u3 ∈ U1

Dans ce cas, pour tout vecteur non nul ~u2 de U2, on considère le vecteur
~u3 de U3 de cote opposée. La somme ~u2+~u3 est un vecteur non nul ~u1 du plan
U1. Au final, on a ~u1−~u2−~u3 = ~0 sans qu’aucun des vecteurs ~u1, ~u2 et ~u3 ne
soit nul. Les sous-espaces vectoriels U1, U2 et U3 ne sont donc pas en somme
directe.

Attention
�

. Il n’est pas suffisant de vérifier que les sous-espaces U1;
: : : ;Uk sont deux-à-deux en somme directe, i.e. Ui∩Uj = {~0}, pour pouvoir en
conclure qu’ils sont globalement en somme directe. Le contre-exemple ci-dessus
doit vous en convaincre.

Théorème 47. Soient U1; : : : ;Uk des sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel et soient B1; : : : ;Bk des bases de U1; : : : ;Uk respectivement.
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� Les sous-espaces U1; : : : ;Uk sont en somme directe si et seulement si
l’union B1 ∪ : : : ∪ Bk forme une base de U1 + · · ·+Uk.
� S’ils sont en somme directe, alors les dimensions vérifient la relation

dim (U1 ⊕ · · · ⊕ Uk) = dimU1 + · · ·+ dimUk :

Démonstration.
� C’est un corollaire direct de la proposition 46 précédente.
� C’est un corollaire direct du premier point.

�

Nous nous servirons de la notion de somme directe de plusieurs sous-espaces
vectoriels pour décomposer un espace vectoriel tout entier sous la forme

W = U1 ⊕ · · · ⊕ Uk

et ainsi en étudier les propriétés petits bouts par petits bouts.
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8. Corrections des exercices

�

Exercice 27 (Q versus R).
On considère l’addition et la multiplication usuelles sur Q et R.

(1) Est-ce que Q est un espace vectoriel sur R ?

(2) Est-ce que R est un espace vectoriel sur Q ?

Correction.

(1) L`o˘r¯sfi`qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`e ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l q ∈ Q (”vfle´cˇt´eˇu˚rffl)
¯p`a˚rffl ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`é´e¨l r ∈ R (¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e), `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t `àffl ¯p˚r˚i`o˘r˚iffl ˚u‹nffl
”n`o“m˜b˘r`e ˚r`é´e¨l `eˇt `e›nffl `g´é›n`éˇr`a˜l ¯p`a¯s ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l. C’`e˙sfi˚t ˜l´e
`c´a¯s, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ¯p`o˘u˚rffl q = 1 `eˇt r =

√
2 `d`o“n˚t ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ”vˆa˚u˚t

√
2 `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚i˚r˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 8. D`o“n`c

˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e Q ”n`e ¯sfi`a˚u˚r`a˚i˚t `êˇtˇr`e ˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ¯sfi˚u˚rfflR `c´a˚rffl ˜l´affl
”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚u¯sfi˚u`e¨l¨l´e ”n`e `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ¯p`a¯s ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e R×Q

”vfleˇr¯s Q, ”m`a˚i¯s ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e R×Q ”vfleˇr¯s R.
(2) O˚u˚iffl, R `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ¯sfi˚u˚rfflQ. L`affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s

`e˙sfi˚t ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s. L`affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s
˚r`é´e¨l˙sr ∈ R (”vfle´cˇt´eˇu˚rffl) ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`a˚tˇi`o“n‹n`e¨l˙sq ∈ Q (¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e)
¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`é´e¨l : Q×R→ R. E”n˜fˇi‹nffl, ˜l´e˙s8 `a‹xˇi`o“m`e˙s
`d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t ˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ¯sfi`o“n˚t ”vfléˇr˚i˜fˇi`é˙s; ˚i˜l˙s ”v˘i`e›n‹n`e›n˚t `d`e˙s
¯p˚r`o¸p˚r˚i`éˇt´é˙s `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e˙s `g´é›n`éˇr`a˜l´e˙s `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `eˇt `d˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e˙s
”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s (`a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`a˚tˇi‹v˘i˚t´é, `d˚i¯sfi˚tˇr˚i˜b˘u˚tˇi‹v˘i˚t´é, `eˇt´c.).

�

Exercice � 28 (Applications vers un espace vectoriel).
Soit A un ensemble et soit (V;+; :) un espace vectoriel sur R.
Montrer que l’ensemble VA des applications de A vers V, muni des opéra-

tions suivantes

�
f + g : A→ V

x 7→ f (x) + g(x) et
�

�:f : A→ V
x 7→ �:f (x)

forme un espace vectoriel.
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Correction. P̀o˘u˚rffl `c´eˇt `e›x´eˇr`cˇi`c´e, ˚i˜l ”nffl’`affl ¯p`a¯s `dffl’`a˚u˚tˇr`e `c‚h`o˘i‹x `qfi˚u`e `d`e
”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl ˜l´e˙s8 `a‹xˇi`o“m`e˙s `qfi˚u˚iffl `d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`e›n˚t ˜l´affl ”n`o˘tˇi`o“nffl `dffl’`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l. À
`c‚h`a`qfi˚u`e ˜f´o˘i¯s, `o“nffl ¯sfi`e ¯sfi`eˇr˚t `d`e ˜l„`a‹xˇi`o“m`e ”vfléˇr˚i˜fˇi`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e + `eˇt ˜l´affl
”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl : `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lV.
� ˜l„`a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`a˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ˜l´o˘iffl + : A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl `affl

(f + g) + h = f + (g+ h) ;

`c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ A, ˜l„`a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`a˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`a‹n¯s V `d`o“n‹n`e
((f +g)+h)(x) = (f (x)+g(x))+h(x) = f (x)+(g(x)+h(x)) = (f +(g+h))(x) :

� ˜l´affl `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ˜l´o˘iffl + : A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl
`affl

f + g = g+ f ;

`c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ A, ˜l´affl `c´o“m‹m˚u˚t´a˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`a‹n¯s V

`d`o“n‹n`e
(f + g)(x) = f (x) + g(x) = g(x) + f (x) = (g+ f )(x) :

� ˜l„`e›xˇi¯sfi˚t´e›n`c´e `dffl’˚u‹nffl ”n`eˇu˚tˇr`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜l´o˘iffl + : P̀o˘u˚rffl ”n`eˇu˚tˇr`e, `o“nffl `c´o“n¯sfi˚iffl-
`d`èˇr`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l `d`e V :

�
0 : A→ V

x 7→ ~0 :

A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl `affl
f + 0 = 0+ f = f ;

`c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ A, ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e V ”vfléˇr˚i˜fˇi`e
(f + 0)(x) = f (x) + 0(x) = f (x) +~0 = f (x) = ~0 + f (x) = (0+ f )(x) :

� ˜l„`e›xˇi¯sfi˚t´e›n`c´e `dffl’`o¸p¯p`o¸sfi`é´e˙s ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜l´o˘iffl+ : O”nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t ˜l„`o¸p¯p`o¸sfi`é´e `dffl’˚u‹n`e
`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl

�
−f : A→ V

x 7→ −f (x) :

E˜l¨l´e ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜b˘i`e›nffl
f + (−f ) = (−f ) + f = 0 ;
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`c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ A, `o“nffl `affl
(f + (−f ))(x) = f (x)− f (x) = ~0 = −f (x) + f (x) = ((−f ) + f )(x) :

� ˜l„`a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`a˚tˇi‹v˘i˚t´é ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜l´o˘iffl : : A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl
`affl

�: (�:f ) = (� × � ):f ;

`c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ A, ˜l„`a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`a˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ˜l´o˘iffl : `d`e V `d`o“n‹n`e
(�: (�:f ))(x) = �: (�:f (x)) = (� × � ):f (x) = ((� × � ):f )(x) :

� ˜l„`a`cˇtˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é `d`e ˜l„˚u‹n˚i˚t´é ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜l´o˘iffl : : A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `a¯pffl-
¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl `affl

1:f = f ;

`c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ A, ˜l„`a`cˇtˇi`o“nffl `d`e ˜l„˚u‹n˚i˚t´é ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜l´o˘iffl : `d`e V

`d`o“n‹n`e
(1:f )(x) = 1:f (x) = f (x) :

� ˜l´affl `d˚i¯sfi˚tˇr˚i˜b˘u˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s: A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `a¯pffl-
¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl `affl

�: (f + g) = �:f + �:g ;

`c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ A, ˜l´affl `d˚i¯sfi˚tˇr˚i˜b˘u˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e + `d`a‹n¯s V

`d`o“n‹n`e
(�: (f + g))(x) = �: (f (x) + g(x)) = �:f (x) + �:g (x) = (�:f + �:g )(x) :

� ˜l´affl `d˚i¯sfi˚tˇr˚i˜b˘u˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e˙s: A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `a¯pffl-
¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl `affl

(� + � ):f = �:f + �:f ;

`c´a˚rffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ A, ˜l´affl `d˚i¯sfi˚tˇr˚i˜b˘u˚tˇi‹v˘i˚t´é `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e˙s
`d`a‹n¯s V `d`o“n‹n`e

((� + � ):f )(x) = (� + � ):f (x) = �:f (x) + �:f (x) = (�:f + �:f )(x) :

�

Exercice 29 (Le plan P).

(1) À quelle condition une droite du plan P est-elle un sous-espace vecto-
riel ?
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(2) L’union de deux droites distinctes passant par 0 forme-t-elle un sous-
espace vectoriel de P ?

(3) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de P ?

Correction.

(1) C`o“m‹m`e ˚t´o˘u˚t ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`o˘i˚t `c´o“n˚t´e›n˚i˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l
~0, ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚uffl’˚u‹n`e `d˚r`o˘i˚t´e ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l, ˚i˜l ˜f´a˚u˚t
`qfi˚uffl’`e¨l¨l´e ¯p`a¯sfi¯sfi`e ¯p`a˚rffl ˜l„`o˘r˚i`gˇi‹n`e. O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 27 ¯p`o˘u˚rffl
”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t ¯sfi˚u˜f¨fˇi¯sfi`a‹n˚t´e, `àffl ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl : ˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s
`d˚r`o˘i˚t´e˙s ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˜l„`o˘r˚i`gˇi‹n`e ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l
`d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl.
S̀o˘i˚t ∆ ˚u‹n`e `d˚r`o˘i˚t´e ¯p`a¯sfi¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˜l„`o˘r˚i`gˇi‹n`e, ˚iffl.`e. ~0 ∈ ∆. L`affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e
`d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ~u `eˇt ~v `d`e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ∆ `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `e›n`c´o˘r`e `àffl ∆, `e›nffl
`e¨f¨f´eˇt ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~u `eˇt ~v ¯sfi`o“n˚t `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s. L`affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
`dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u `d`e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ∆ ¯p`a˚rffl ˚u‹nffl ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e � ˜f´o˘u˚r‹n˚i˚t `e›n`c´o˘r`e
˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl �:~u `d`e ∆.

P

∆

~v

~u

~u+ ~v

�:~u

O”nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t, ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 27, `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ∆ `e˙sfi˚t ˚u‹nffl
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl.

(2) L’˚u‹n˚i`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x `d˚r`o˘i˚t´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e˙s `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇt´e˙s∆ `eˇt ∆′ `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl
”n`e ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl. E”nffl `e¨f¨f´eˇt, ˜l´affl
¯sfi`o“m‹m`e `d`e ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`o“nffl ”n˚u˜l˙s~u ∈ ∆ `eˇt ~v ∈ ∆′

`d`o“n‹n`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u+~v `qfi˚u˚iffl ”nffl’`a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `àffl ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl ∆∪∆′.
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∆′

∆

~v ~u

~u+ ~v =∈ ∆ ∪∆′

L`e ¯sfi`eˇu˜l `c´a¯s `o˘ùffl ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x `d˚r`o˘i˚t´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e˙s∆ `eˇt ∆′

`d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l`e˙sfi˚t ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x
`d˚r`o˘i˚t´e˙s ¯sfi`o“n˚t ˚i`d`e›n˚tˇi`qfi˚u`e˙s∆ = ∆′.

(3) L`e ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl `e˙sfi˚t `c´e¨lˇu˚iffl ˜f´o˘r‹m`é ˚u‹n˚iffl-
`qfi˚u`e›m`e›n˚t `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l {∅} .
S̊iffl ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eV `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u ”n`o“nffl
”n˚u˜l, `a˜l´o˘r¯s ˚i˜l `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ”n`é´c´e˙sfi¯sfi`a˚i˚r`e›m`e›n˚t ˚t´o˘u˚t´e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e `e›n`g´e›n`d˚r`é´e
¯p`a˚rffl `c´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `c´a˚rffl �:~u ∈ V, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ˚r`é´e¨l � . L`affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e
˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s
`d˚r`o˘i˚t´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e˙s.
C`o“n¯sfi˚i`d`éˇr`o“n¯s ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lV `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl
`c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ˚u‹n`e `d˚r`o˘i˚t´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e ∆ `eˇt `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~v
”nffl’`a¯p¯p`a˚r˚t´e›n`a‹n˚t ¯p`a¯s ∆. A˜l´o˘r¯s, ˚t´o˘u˚t´e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ∆′ `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl
~v `d`o˘i˚t `a¯p¯p`a˚r˚t´e›n˚i˚rffl `a˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eV. E˚t `c´o“m‹m`e ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
`d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl ¯p`eˇu˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e `c´o“m‹m`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e ∆ `eˇt
`dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e ∆′, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eV `e˙sfi˚t `é´g´a˜l
`a˚uffl ¯p˜l´a‹nffl ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl .

�

Exercice 30 (L’espace E ).

(1) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de l’espace E ?
(2) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E . Donner une condition

nécessaire et suffisante pour que l’union F ∪G de F et G soit un sous-
espace vectoriel de E .
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Correction.

(1) S̊iffl `o“nffl ˚r`e˙p˚r`e›n`dffl ˜l„`éˇtˇu`d`e `e¨f¨f´e´cˇtˇu`é´e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl 3 `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e
¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, `o“nffl ”vˆo˘i˚t `d`é˙j´àffl `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l{∅} ,
˜l´e˙s `d˚r`o˘i˚t´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e˙s`eˇt ˜l´e˙s ¯p˜l´a‹n¯s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ¯p`a¯s-
¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˜l„`o˘r˚i`gˇi‹n`e, ¯sfi`o“n˚t `d`e˙s ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e
E .
S̀o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lV `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e `qfi˚u˚iffl
`c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚u‹nffl ¯p˜l´a‹nffl ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l P `eˇt `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u `qfi˚u˚iffl
”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s `d`a‹n¯sP. C`o“m‹m`e V `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l, ˚i˜l
`c´o“n˚tˇi`e›n˚t ˚t´o˘u˚t´e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ∆ `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl ~u. E˚t `c´o“m‹m`e ˚t´o˘u˚t
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p`eˇu˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e `c´o“m‹m`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `dffl’˚u‹nffl ”vfle´c-
˚t´eˇu˚rffl `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl P `eˇt `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e ∆, `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e
˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eV `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl.

(2) L`e˙s ”m`ê›m`e˙s `a˚r`gˇu‹m`e›n˚t˙s `qfi˚u`e `c´eˇu‹x `qfi˚u˚iffl ”n`o˘u¯s `o“n˚t ¯p`eˇr‹m˚i¯s `d`e ˚r`é-
¯p`o“n`d˚r`e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl 2 `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t ¯s’`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e›n˚t
˚i`cˇiffl. L’˚u‹n˚i`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙sF `eˇt G `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e
”n`e ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e`d`è˙s ˜l„˚i‹n¯sfi˚t´a‹n˚t `qfi˚u`e ˜l„˚u‹nffl ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s
˚i‹n`c¨lˇu¯s `d`a‹n¯s ˜l„`a˚u˚tˇr`e. E”nffl `e¨f¨f´eˇt, ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e `d`e ”vfle´c-
˚t´eˇu˚r¯s ~u ∈ F − G `eˇt ~v ∈ G − F `d`o“n‹n`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u + ~v `qfi˚u˚iffl
”nffl’`a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `àffl ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl F ∪G.

G

F

~0

~u+ ~v =∈ F ∪G

•

~v

~u
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L`e ¯sfi`eˇu˜l `c´a¯s `o˘ùffl ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙sF

`eˇt G `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e˙sfi˚t ˜l´o˘r¯sfi`qfi˚u`e
˜l„˚u‹nffl `e˙sfi˚t˚i‹n`c¨lˇu¯s `d`a‹n¯s ˜l„`a˚u˚tˇr`e F ⊂ G `o˘uffl G ⊂ F.

�

Exercice 31 (Sous-espaces vectoriels d’applications).

(1) Montrer que l’ensemble C (R) des applications continues de R vers R
est un sous-espace vectoriel de l’espace RR des applications de R vers
R, cf. exercice 28.

(2) Montrer, de deux manières différentes, que l’ensemble

{f : R→ R | f (1) = 0}
des applications de R vers R qui s’annulent en 1 est un espace vectoriel
pour les opérations usuelles.

(3) L’ensemble des fonctions réelles, c’est-à-dire de R vers R, paires est-il
un espace vectoriel pour les opérations usuelles ?

Correction.

(1) O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 27 `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´e ˜f´a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
`d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `d`eR ”vfleˇr¯s R ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l, ¯p`a˚rffl
˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e 28.
L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl 0 `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ”n˚u˜l¨l´e `e˙sfi˚t ˜b˘i`e›nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e,
`d`o“n`c 0 ∈ C (R). S̀o˘i`e›n˚t f `eˇt g `d`eˇu‹x `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e˙s, ˜l´eˇu˚rffl
¯sfi`o“m‹m`e f +g `d`é¨fˇi‹n˚i˚t `e›n`c´o˘r`e ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, ˚iffl.`e. f +g ∈

C (R). S̀o˘i`e›n˚t � ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e ˚r`é´e¨l `eˇt f ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e,
˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl �f `e˙sfi˚t `e›n`c´o˘r`e ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e, ˚iffl.`e.�f ∈
C (R).
E”nffl `c´o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `c´o“n˚tˇi‹n˚u`e˙s ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹nffl
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `d`eR
”vfleˇr¯s R .

(2) L`affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `àffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl ˚u‹nffl ¯p`a˚rffl ˚u‹nffl ˜l´e˙s 8 `a‹x-
˚i`o“m`e˙s `d`e ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl`dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l. Ǹo˘u¯s ”n`e ˜l´e ˚r`e¨f´a˚iffl-
¯sfi`o“n¯s ¯p`a¯s ˚i`cˇiffl : ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˜f´a˚i˚r`e ˚u‹nffl `c´o¸p˚i`eˇrffl-`c´o˝l¨l´eˇrffl `d`e ˜l´affl `c´o˘r˚r`e´cˇtˇi`o“nffl
`d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e 28. A ”n`o˘t´eˇrffl `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl
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”n˚u˜l¨l´e `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t ˜b˘i`e›nffl `àffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`é. D`e ”m`ê›m`e, ˜l„`o¸p¯p`o¸sfi`é
`d`e ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´a‹n˚t `e›nffl 0, ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e `e›n`c´o˘r`e `e›nffl 0. I˜l ”nffl’”y
`affl `d`o“n`c ¯p`a¯s `d`e ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e.

L`affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `àffl `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 27
`c´o“m‹m`e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e. Ǹo˘t´o“n¯sV ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s `a¯pffl-
¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´a‹n˚t `e›nffl 1.
L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl 0 `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ”n˚u˜l¨l´e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ˜b˘i`e›nffl `e›nffl 1,
`d`o“n`c 0 ∈ V. S̀o˘i`e›n˚t f `eˇt g `d`eˇu‹x `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `d`e V, ˜l´eˇu˚rffl ¯sfi`o“m‹m`e
f + g ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e `e›n`c´o˘r`e `e›nffl 1, ˚iffl.`e. f + g ∈ V. S̀o˘i`e›n˚t � ˚u‹nffl ”n`o“m˜b˘r`e
˚r`é´e¨l `eˇt f ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´a‹n˚t `e›nffl 1, ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl �f

”vfléˇr˚i˜fˇi`e (�f )(1) = � × 0 = 0, `d`o“n`c �f ∈ V.
E”nffl `c´o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl, ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e V `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´a‹n˚t `e›nffl 1
˜f´o˘r‹m`e ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´affl-
˚tˇi`o“n¯s `d`e R ”vfleˇr¯s R. I˜l ˜f´o˘r‹m`e `d`o“n`c, `e›nffl ¯sfi`o˘iffl, ˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l.

(3) O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e : `o“nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´e ˚t‚h`é´o-
˚r`è›m`e 27 ¯p`o˘u˚rffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚uffl’˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t ˜l´àffl `dffl’˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o-
˚r˚i`e¨l `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `d`eR ”vfleˇr¯s R. E˚t `d`o“n`c,
`e›nffl ¯sfi`o˘i˚t, ˚i˜l ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l.
L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl 0 `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ”n˚u˜l¨l´e `e˙sfi˚t ˜b˘i`e›nffl ¯p`a˚i˚r`e. S̀o˘i`e›n˚t
f `eˇt g `d`eˇu‹x `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s ¯p`a˚i˚r`e˙s `eˇt ¯sfi`o˘i`e›n˚t� `eˇt � `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s
˚r`é´e¨l˙s. L`affl `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e�f + �g `e˙sfi˚t `e›n`c´o˘r`e ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´affl-
˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚i˚r`e :

(�f + �g )(−x) = �f (−x) + �g (−x) = �f (x) + �g (x) = (�f + �g )(x) :

�

Exercice 32 (Système linéaire I).
Soit S l’ensemble des solutions du système x − y + z = 0 :

S :=
�
(x; y; z) ∈ R3 | x − y + z = 0

	
:

(1) Montrer que l’ensemble S est un sous-espace vectoriel de R3.
(2) En donner plusieurs familles génératrices.
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Correction.

(1) O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 27. L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l
(0; 0; 0) ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t ˜b˘i`e›nffl ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl x−y+z = 0, ˚i˜l `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `d`o“n`c `àffl
S. S̀o˘i`e›n˚t (x; y; z) `eˇt (x ′; y′; z′) `d`eˇu‹x `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eS, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

�
x − y + z = 0
x ′ − y′ + z′ = 0 :

E”nffl ¯sfi`o“m‹m`a‹n˚t `c´e˙s `d`eˇu‹x `é´g´a˜lˇi˚t´é˙s, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle(x + x ′) − (y + y′) +

(z + z′) = 0, `c´e `qfi˚u˚iffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e

(x + x ′; y + y′; z + z′) = (x; y; z) + (x ′; y′; z′) ∈ S :

D`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t � ∈ R `eˇt ˚t´o˘u˚t (x; y; z) ∈ S, `e›nffl
”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`a‹n˚t ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl x − y + z = 0 ¯p`a˚rffl � , `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle (�x ) −
(�y ) + (�z ) = 0, `c´e `qfi˚u˚iffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e

(�x; �y; �z ) = �: (x; y; z) ∈ S :

O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e S `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`eR3.
(2) R`a˚i¯sfi`o“n‹n`o“n¯s `d`e `d`eˇu‹x ”m`a‹n˚i`èˇr`e˙s `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e˙s. D’`a˜bˆo˘r`dffl, ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl

x − y + z = 0 `e˙sfi˚t ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `dffl’˚u‹nffl ¯p˜l´a‹nffl `d`a‹n¯s ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´eR3 `eˇt `o“nffl
¯sfi`a˚i˚t `qfi˚uffl’˚i˜l ˜f´a˚u˚t (`a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s) `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`o“nffl `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `dffl’˚u‹nffl
¯p˜l´a‹nffl ¯p`o˘u˚rffl ˜l„`e›n`g´e›n`d˚r`eˇrffl. O”nffl ”vˆo˘i˚t ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t `qfi˚u`e ~u = (1; 1; 0) `eˇt
~v = (0; 1; 1) ¯sfi`o“n˚t `d`e ˚t´e¨l˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s. D`o“n`c,
˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e {(1; 1; 0); (0; 1; 1)} `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e `d`eS .
S̊iffl ”vˆo˘u¯s ”nffl’`êˇt´e˙s ¯p`a¯s `c´o“n‹vˆa˚i‹n`cˇuffl-`e ¯p`a˚rffl `c´e˙s `a˚r`gˇu‹m`e›n˚t˙s, ”m`o“n˚tˇr`o“n¯s, `àffl
˜l´affl ”m`a˚i‹nffl, `qfi˚uffl’˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t ˜l´àffl `dffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e. S̀o˘i˚t ~w = (x; y; z)

˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t `d`e S ; `c´e¨l´affl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e ¯sfi`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t
x − y+ z = 0, `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ¯p`eˇu˚t ˚r`é´é´cˇr˚i˚r`e y = x + z. L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w `e˙sfi˚t
`d`o“n`c `é´g´a˜l `àffl

~w = (x; x + z; z) = (x; x; 0) + (0; z; z) = x(1; 1; 0) + z(0; 1; 1) :
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A˚i‹n¯sfi˚iffl, ˚t´o˘u˚t `é¨l´é›m`e›n˚t `d`e S ¯p`eˇu˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇiffl-
”n`é´a˚i˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e {(1; 1; 0); (0; 1; 1)}.

P̀o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜fˇi˜l´o˘u˚t´eˇrffl
`eˇt `d˚i˚r`e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e {(1; 1; 0); (0; 1; 1); (1;−2; 1)}

`e˙sfi˚t `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e. I˜l `affl ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `dffl’`a¯j´o˘u˚t´eˇrffl `àffl ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e

¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e ”nffl’˚i‹m¯p`o˘r˚t´e `qfi˚u`e¨l ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e S !
���

P˜lˇu¯s ¯sfi`éˇr˚i`eˇu¯sfi`e›m`e›n˚t, ¯sfi˚iffl `o“nffl ”vfleˇu˚t `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˚u‹n`e «a˚u˚tˇr`e» ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é-
”n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˚r`é´é´cˇr˚i˚r`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl x − y + z = 0 `dffl’˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e
”m`a‹n˚i`èˇr`e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e x = y − z. D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s, ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e
S ¯s’`é´cˇr˚i˚t

(x; y; z) = (y − z; y; z) = (y; y;0) + (−z;0; z) = y(1; 1; 0) + z(−1; 0; 1) :

C`e´cˇiffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e
˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e {(1; 1; 0); (−1; 0; 1)} `e›n`g´e›n`d˚r`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eS .

�

Exercice � 33 (Système linéaire II).

Soit S l’ensemble des solutions du système
�

x + 2y = 0 ;
2y + z = 0

S :=
�
(x; y; z) ∈ R3 | x + 2y = 0 et 2y + z = 0

	
:

(1) Montrer, de deux manières différentes, que l’ensemble S est un sous-
espace vectoriel de R3.

(2) En donner une famille génératrice.

Correction.
(1) L`affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `àffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´e `d`é˙sfi`o˘r‹m`a˚i¯s ˜f´a‹m`eˇu‹x

˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 27. L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l(0; 0; 0) ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t
˜b˘i`e›nffl ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯sx+2y = 0 `eˇt 2y+z = 0, ˚i˜l `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `d`o“n`c
`àffl S. S̀o˘i`e›n˚t (x; y; z) `eˇt (x ′; y′; z′) `d`eˇu‹x `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eS, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

�
x + 2y = 0 et 2y + z = 0
x ′ + 2y′ = 0 et 2y′ + z′ = 0 ;

`eˇt ¯sfi`o˘i`e›n˚t � `eˇt � `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s.
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E”nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`a‹n˚t ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `é´g´a˜lˇi˚t´é˙s `d˚uffl ˛h`a˚u˚t ¯p`a˚rffl� `eˇt ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `d˚uffl
˜bˆa¯s ¯p`a˚rffl � , `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

�
�x + 2�y = 0 et 2�y + �z = 0
�x ′ + 2�y ′ = 0 et 2�y ′ + �z ′ = 0 ;

E”nffl ˜l´e˙s ¯sfi`o“m‹m`a‹n˚t `d`eˇu‹x-`àffl-`d`eˇu‹x, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
�

(�x + �x ′) + 2(�y + �y ′) = 0 ;
2(�y + �y ′) + (�z + �z ′) = 0 ;

`c´e `qfi˚u˚iffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e
(�x + �x ′; �y + �y ′; �z + �z ′) = � (x; y; z) + � (x ′; y′; z′) ∈ S :

O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e S `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`eR3.

L’`a˚u˚tˇr`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e, ˜b˘i`e›nffl ¯p˜lˇu¯s `é¨l´é´g´a‹n˚t´e
���, ˚r`e›v˘i`e›n˚t `àffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl

˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯sfi`o˘u¯s-`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e˙s
P := {(x; y; z) ∈ R3 | x + 2y = 0} `eˇt Q := {(x; y; z) ∈ R3 | 2y + z = 0} :

I˜l ¯s’`a`gˇi˚t ˜l´àffl `d`e `d`eˇu‹x ¯p˜l´a‹n¯s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s, `c´e ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c `d`eˇu‹x ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s `d`eR3. (O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˜l´e `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl `c´o“m‹m`e
`d`a‹n¯s ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t.) E”nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`a‹n˚t `qfi˚u`e S `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´c-
˚tˇi`o“nffl `d`e P `eˇt `d`e Q, S = P ∩Q, `eˇt `c´o“m‹m`e ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s `e˙sfi˚t `e›n`c´o˘r`e ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l (P̊r`o-
¯p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 28), `o“nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`eS `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l
`d`e R3.

(2) C`o“m‹m`e `e›x˙p˜lˇi`qfi˚u`é `àffl ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`eˇrffl `d`e
`d`eˇu‹x ”m`a‹n˚i`èˇr`e˙s `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e˙s. O”nffl ¯p`eˇu˚t `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl `d˚i˚r`e `qfi˚u`eS `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹nffl-
˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x ¯p˜l´a‹n¯s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s `eˇt `d`o“n`c `qfi˚uffl’˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’˚u‹n`e
`d˚r`o˘i˚t´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e. O˚rffl, ¯p`o˘u˚rffl `e›n`g´e›n`d˚r`eˇrffl ˚u‹n`e `d˚r`o˘i˚t´e, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `dffl’˚u‹nffl
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n`o“nffl ”n˚u˜l. I`cˇiffl, `o“nffl ”vˆo˘i˚t, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, `qfi˚u`e ˜l´e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s
`d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (−1; 1

2 ;−1) ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s `eˇt `d`o“n`c `qfi˚uffl’˚i˜l
`e˙sfi˚t `d`a‹n¯sS. A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l,
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˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e {(−1; 1
2 ;−1)} `e˙sfi˚t `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e `d`eS .

O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚r`é´é´cˇr˚i˚r`e ˜l´e˙s `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s `qfi˚u˚iffl `d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`e›n˚tS, ¯p`a˚rffl
`e›x´e›m¯p˜l´e `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

�
x + 2y = 0
2y + z = 0

⇐⇒
�

x = −2y
z = −2y :

L`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eS ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c ˚t´o˘u¯s `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
(−2y; y;−2y) = y(−2; 1;−2) :

C`e´cˇiffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e

˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e {(−2; 1;−2)} `e›n`g´e›n`d˚r`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eS .

�

Exercice 34 (Combinaisons linéaires).
On considère les vecteurs suivants de R4

~v1 := (1; 2; 3; 0); ~v2 := (0; 1; 2; 3); et ~v3 := (2; 3; 4;−3)
ainsi que les familles

F1 := {~v1}; F2 := {~v1;~v2}; et F3 := {~v1;~v2;~v3} :

On considére les vecteurs suivants

~w1 := (1; 1; 1; 1); ~w2 := (1;−1; 1;−1); ~w3 := (−3;−4;−5; 6) :

(1) Est-ce que le vecteur ~w1 (respectivement ~w2 et ~w3) est une combinaison
linéaire des vecteurs de F1, F2 ou F3 ?

(2) Déterminer les sous-espaces vectoriels Vect(F1), Vect(F2) et Vect(F3).

(3) Déterminer toutes les manières d’écrire les vecteurs (0; 0; 0; 0) et (1; 3; 5; 3)
comme combinaisons linéaires des vecteurs de F3.

Correction.

(1) O”nffl ¯p`eˇu˚t ”vˆo˘i˚rffl ¯p`a˚rffl ˚u‹nffl `c´a˜l´cˇu˜l ”m`e›n˚t´a˜l ˚r`a¯p˚i`d`e `qfi˚uffl’`a˚u`cˇu‹nffl `d`e˙s ”vfle´c-
˚t´eˇu˚r¯s ~w1, ~w2 `eˇt ~w3, ”nffl’`e˙sfi˚t `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl~v1. I˜l˙s ”n`e ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c
¯p`a¯s `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e F1.

D˚i˚r`e `qfi˚u`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w1 `e˙sfi˚t `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F2 ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s� 1 `eˇt
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� 2 ˚t´e¨l˙s `qfi˚u`e~w1 = � 1~v1 + � 2~v2. A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `c´e¨l´affl
`d`o“n‹n`e

(1; 1; 1; 1) = � 1(1; 2; 3; 0) + � 2(0; 1; 2; 3) = (� 1; 2� 1 + � 2; 3� 1 + 2� 2; 3� 2) :

O”nffl `affl `d`o“n`c ˚r`a‹m`e›n`é `àffl ˜l„`éˇtˇu`d`e `d˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s
8
>><

>>:

� 1 = 1
2� 1 + � 2 = 1
3� 1 + 2� 2 = 1

3� 2 = 1 :

C`e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ”nffl’`a`d‹m`eˇt ¯p`a¯s `d`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `c´a˚rffl ˜l´e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s� 1 = 1 `eˇt
� 2 =

1
3 ”n`e ¯sfi`a˚tˇi¯sfi˜f´o“n˚t ¯p`a¯s ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e

˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w1 ”n`e ¯s’`é´cˇr˚i˚t ¯p`a¯s `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e˙s
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e F2.
O”nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w2. C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e
˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s

8
>><

>>:

� 1 = 1
2� 1 + � 2 = −1
3� 1 + 2� 2 = 1

3� 2 = −1 :

C`e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ”nffl’`a`d‹m`eˇt ¯p`a¯s `d`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `c´a˚rffl ˜l´e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s� 1 = 1 `eˇt
� 2 = −1

3 ”n`e ¯sfi`a˚tˇi¯sfi˜f´o“n˚t ¯p`a¯s ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl. O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t
`qfi˚u`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w2 ”n`e ¯s’`é´cˇr˚i˚t ¯p`a¯s `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e
`d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eF2.
O”nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w3.
C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s

8
>><

>>:

� 1 = −3
2� 1 + � 2 = −4
3� 1 + 2� 2 = −5

3� 2 = 6 :

C`e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t� 1 = −3 `eˇt � 2 =

2. O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w3 ¯s’`é´cˇr˚i˚t `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl
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˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eF2 :
~w3 = −3~v1 + 2~v2 11 :

O”nffl `d`o˘i˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ¯sfi`e `d`e›m`a‹n`d`eˇrffl ¯sfi˚iffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w1 `e˙sfi˚t `c´o“mffl-
˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF3. O”nffl ¯p`o˘u˚r˚r`a˚i˚t
˜b˘i`e›nffl ¯sfi˚û˚rffl ¯sfi`e ˜l´a‹n`c´eˇrffl `d`a‹n¯s ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl
`eˇt ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e (4 `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s `àffl 3 ˚i‹n`c´o“n‹n˚u`e˙s ...). M`a˚i¯s
”n`e ¯sfi`o“y´o“n¯s ¯p`a¯s ˚tˇr`o¸pffl ˜bˆo˘u˚r˚r˚i‹nffl ˚tˇr`o¸pffl ”v˘i˚t´e. E”nffl ˜f´a˚i˚t, ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl~v3

«nffl’`a¯p¯p`o˘r˚t´e ˚r˚i`e›nffl `d`e ”n`o˘u‹vfle´a˚u» : `e›nffl `e¨f¨f´eˇt, `o“nffl ”vˆo˘i˚t ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t
`qfi˚u`e

~v3 = 2~v1 − ~v2 :

D˚i˚t `a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t, ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~v3 ˜f´a˚i˚t ¯p`a˚r˚tˇi`e `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l
`e›n`g´e›n`d˚r`é ~v1 `eˇt ~v2. I˜l `e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a˚r˜f´a˚i˚t´e›m`e›n˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t `d`e ¯sfi`e `d`e-
”m`a‹n`d`eˇrffl ¯sfi˚iffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w1 `e˙sfi˚t `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F2 `o˘uffl `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F3 ! L`e˙s `c´o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“n¯s `àffl `c´eˇtˇt´e
`qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c ˜l´e˙s ”m`ê›m`e˙s `qfi˚u`e `c´e¨l¨l´e˙s `d`e ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é-
`d`e›n˚t´e : ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl~w1 `eˇt ~w2 ”n`e ¯s’`é´cˇr˚i‹vfle›n˚t ¯p`a¯s `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘iffl-
”n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eF3 `eˇt ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w3 ¯s’`é´cˇr˚i˚t
`c´o“m‹m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eF3.

(2) L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF1 `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é
`d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

Vect(F2) = {� 1(1; 2; 3; 0) = (� 1; 2� 1; 3� 1; 0) | � 1 ∈ R} :

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF2 `e˙sfi˚t
˜f´o˘r‹m`é `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

Vect(F2) =
{� 1(1; 2; 3; 0) + � 2(0; 1; 2; 3) = (� 1; 2� 1 + � 2; 3� 1 + 2� 2; 3� 2) | � 1; � 2 ∈ R}:

11. Résultat que l’on vérifie à la fin en effectuant le calcul direct de −3(1, 2, 3, 0) +
2(0, 1, 2, 3) = (−3,−4,−5, 6).



8. CORRECTIONS DES EXERCICES 163

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF3 `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é
`d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

Vect(F3) =
{(� 1 + 2� 3; 2� 1 + � 2 + 3� 3; 3� 1 + 2� 2 + 4� 3; 3� 2 − 3� 3) | � 1; � 2; � 3 ∈ R}:

(3) O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e˙s ”m`ê›m`e˙s ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e˙s `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s `qfi˚uffl’`àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl1.
O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s� 1, � 2 `eˇt � 3 ˚t´e¨l˙s `qfi˚u`e(1; 3; 5; 3) =

� 1~v1 + � 2~v2 + � 3~v3. A˚uffl ”n˚i‹vfle´a˚uffl `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `c´e¨l´affl `d`o“n‹n`e
(1; 3; 5; 3) = � 1(1; 2; 3; 0) + � 2(0; 1; 2; 3) + � 3(2; 3; 4;−3)

= (� 1 + 2� 3; 2� 1 + � 2 + 3� 3; 3� 1 + 2� 2 + 4� 3; 3� 2 − 3� 3) :

O”nffl `affl `d`o“n`c ˚r`a‹m`e›n`é `àffl ˜l„`éˇtˇu`d`e `d˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s
8
>><

>>:

� 1 + 2� 3 = 1
2� 1 + � 2 + 3� 3 = 3
3� 1 + 2� 2 + 4� 3 = 5

3� 2 − 3� 3 = 3 :

⇐⇒
�

� 1 + 2� 3 = 1
� 2 − � 3 = 1 :

O”nffl `a˜bˆo˘u˚tˇi˚t `d`o“n`c `a˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e
�

� 1 = 1− 2� 3

� 2 = 1 + � 3 :

E”nffl ¯p`o¸sfi`a‹n˚t� 3 = � , `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s ”m`a‹n˚i`èˇr`e˙s `dffl’`é´cˇr˚i˚r`e ˜l´e
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (1; 3; 5; 3) `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e
F3 :

(1; 3; 5; 3) = (1− 2� )~v1 + (1 + � )~v2 + �~v 3; `a‹vfle´c � ∈ R :

P̀o˘u˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l´e ”m`ê›m`e ˚t›y˙p`e `d`e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t :
(0; 0; 0; 0) = −2�~v 1 + �~v 2 + �~v 3; `a‹vfle´c � ∈ R :

�

Exercice 35 (Dérivés de polynômes).
On note R3[X ] l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré infé-

rieur ou égal à 3. Soit

V :=
�

P ∈ R3[X ] | (X + 1)P ′ − (2− X 2)P ′′ = 0
	

:

(1) Montrer que l’ensemble V est un sous-espace vectoriel de R3[X ].
(2) En donner une famille génératrice.
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Correction.

(1) O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 27 `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e.
L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”n˚u˜l P = 0, `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `àffl V :

(X + 1)× 0− (2− X 2)0 = 0 :

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e V `e˙sfi˚t ¯sfi˚t´a˜b˝l´e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e : ¯sfi`o˘i`e›n˚tP; Q ∈ V,
”m`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e P + Q ∈ V. C`o“m‹m`e P; Q ∈ V, `o“nffl `affl
(X + 1)P ′ − (2− X 2)P ′′ = 0 `eˇt (X + 1)Q′ − (2− X 2)Q′′ = 0 :

D’`o˘ùffl, `e›nffl ¯sfi`o“m‹m`a‹n˚t `eˇt `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´e ˜f´a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl `d`éˇr˚i‹vflé´e `dffl’˚u‹n`e
¯sfi`o“m‹m`e `e˙sfi˚t ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s `d`éˇr˚i‹vflé´e˙s,

(X + 1)(P + Q)′ − (2− X 2)(P + Q)′′ =

(X + 1)(P ′ + Q′)− (2− X 2)(P ′′ + Q′′) =

(X + 1)P ′ − (2− X 2)P ′ + (X + 1)Q′ − (2− X 2)Q′′ = 0 :

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ˜fˇi‹n`a˜l´e›m`e›n˚t P + Q ∈ V .
L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e V `e˙sfi˚t ¯sfi˚t´a˜b˝l´e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ¯sfi`c´affl-
˜l´a˚i˚r`e˙s : ¯sfi`o˘i`e›n˚tP ∈ V `eˇt � ∈ R, ”m`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e �P ∈ V. C`o“m‹m`e
P ∈ V, `o“nffl `affl (X + 1)P ′ − (2 − X 2)P ′′ = 0. D’`o˘ùffl, `e›nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`a‹n˚t
¯p`a˚rffl � ,

(X + 1)(�P )′ − (2− X 2)(�P )′′ =

(X + 1)�P ′ − (2− X 2)�P ′′ =

� ((X + 1)P ′ − (2− X 2)P ′′) = 0 :

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ˜fˇi‹n`a˜l´e›m`e›n˚t �P ∈ V .
O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e V `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`eR3[X ].

(2) S̀o˘i˚t P = a0 + a1X + a2X 2 + a3X 3 ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e R3[X ]. C`e
¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `àffl V ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl
(X + 1)P ′ − (2− X 2)P ′′ =

(X + 1)(a1 + 2a2X + 3a3X 2)− (2− X 2)(2a2 + 6a3X ) =

a1 − 4a2 + (a1 + 2a2 − 12a3)X + (4a2 + 3a3)X 2 + 9a3X 3 = 0 :
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P̀a˚rffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“nffl, `c´e´cˇiffl `e˙sfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t `a˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯sfi˚u˚iffl-
”vˆa‹n˚t 8

>><

>>:

a1 − 4a2 = 0
a1 + 2a2 − 12a3 = 0

4a2 + 3a3 = 0
9a3 = 0

`qfi˚u˚iffl `a`d‹m`eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl a1 = a2 = a3 = 0. L`e ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lV `e˙sfi˚t `d`o“n`c `é´g´a˜l `a˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ˜f´o˘r‹m`é
`d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t˙s :

V = {a0 ∈ R3[X ] | a0 ∈ R} :

P̀a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, {1} `e›nffl `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e.
�

Exercice � 36 (Familles génératices de polynômes).
Soit Rd[X ] l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré

inférieur ou égal à d. Donner plusieurs familles génératrices de Rd[X ].

Correction. O”nffl `affl `d`é˙j´àffl ”v˘uffl `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e˙s ”m`o“n`ô“m`e˙s
n
1; X; X 2; : : : ; X d

o

˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `d`e
`d`e´gˇr`é ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl d. E”nffl `e¨f¨f´eˇt, `c‚h`a`qfi˚u`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ¯s’`é´cˇr˚i˚t, ¯p`a˚rffl
`d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e ”m`o“n`ô“m`e˙s.
C`o“m‹m`e ˚t´o˘u˚t´e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `o˝b˘t´e›n˚u`e `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `dffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e ¯p`a˚rffl
`a¯j´o˘u˚t `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `e˙sfi˚t `e›n`c´o˘r`e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `d˚i˚r`e `qfi˚u`e ˜l´affl
˜f´a‹m˚i˜l¨l´e

n
1; X; X 2; : : : ; X d; 3X 2 − 7X 5; 2 +

√
3X − X 4

o

(`e›nffl ¯sfi˚u¯p¯p`o¸sfi`a‹n˚t `qfi˚u`ed ≥ 5) `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e.
���
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P˜lˇu¯s ¯sfi`éˇr˚i`eˇu¯sfi`e›m`e›n˚t, `o“nffl ¯p˚r`éˇt´e›n`dffl `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
n
1; (X + 1); (X + 1)2; : : : ; (X + 1)d

o

`e˙sfi˚t ˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `d`e
`d`e´gˇr`é ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl d. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚uffl’`e¨l¨l´e `e›nffl-
`g´e›n`d˚r`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e�

1; X; X 2;

: : : ; X d
	 . E”nffl `e¨f¨f´eˇt, `o“nffl `affl

1 = 1 ;
X = (X + 1)− 1 ;
X 2 = (X + 1)2 − 2(X + 1) + 1 ;
X 3 = (X + 1)3 − 3(X + 1)2 + 5(X + 1)− 3 ;

· · · :

�

Exercice 37 (Polynômes I).
On considère la famille suivante de polyômes :

F :=
�
1; 1 + X; 1 + X + X 2; 1 + X + X 2 + X 3

	
:

(1) Montrer que F est une base de R3[X ], l’espace vectoriel des polynômes
de degré inférieur ou égal à 3, en démontrant que tout polynôme P =
a0+a1X +a2X 2+a3X 3 s’écrit de manière unique comme combinaison
linéaire d’éléments de F .

(2) Donner les coordonnées de P dans cette famille libre.

Correction.

(1) S̀o˘i˚t P = a0 + a1X + a2X 2 + a3X 3 ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e R3[X ], `c’`e˙sfi˚t-`àffl-
`d˚i˚r`e `qfi˚u`e ˜l´e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙sai ¯sfi`o“n˚t `d`o“n‹n`é˙s ˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e. O”nffl
`c‚h`eˇr`c‚h`e ¯s’˚i˜l `e˙sfi˚t ¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl `d`e˙s ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e˙s� 0; � 1; � 2; � 3 (`c´e
¯sfi`o“n˚t ˜l´e˙s ˚i‹n`c´o“n‹n˚u`e˙s) `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t

P = a0 + a1X + a2X 2 + a3X 3

= � 0 × 1 + � 1 × (1 + X ) + � 2 × (1 + X + X 2) + � 3 × (1 + X + X 2 + X 3)

= (� 0 + � 1 + � 2 + � 3) + (� 1 + � 2 + � 3)X + (� 2 + � 3)X 2 + � 3X 3 :
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C`e `qfi˚u˚iffl, `e›nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`a‹n˚t ˜l´e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s, `d`o“n‹n`e ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t
8
>><

>>:

� 0 + � 1 + � 2 + � 3 = a0

� 1 + � 2 + � 3 = a1

� 2 + � 3 = a2

� 3 = a3

⇐⇒

8
>>><

>>>:

� 0 = a0 − a1

� 1 = a1 − a2

� 2 = a2 − a3

� 3 = a3 :

C`e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ”nffl’`affl `d`o“n`c `qfi˚uffl’˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl. C`e `qfi˚u˚iffl
¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e `dffl’`é´cˇr˚i˚r`e ˚t´o˘u˚t ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
`d`e `d`e´gˇr`é ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl 3 `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e F . L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eR3[X ] .

(2) L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eP `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e F `e˙sfi˚t ˜l´en-˚u¯p˜l´eˇt
˜f´o˘r‹m`é `d`e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s `d˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e, `àffl ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl

(a0 − a1; a1 − a2; a2 − a3; a3) :

D˚i˚t `a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t,
P = (a0 − a1)× 1 + (a1 − a2)× (1 + X )+

(a2 − a3)× (1 + X + X 2) + a3 × (1 + X + X 2 + X 3) :

�

Exercice 38 (Bases).
Reprendre les exercices 32, 33 et 35 et répondre à la question supplémen-

taire suivante :

(3) Donner une base de ce sous-espace vectoriel.

Correction.

(3) E”x´eˇr`cˇi`c´e 32. O”nffl `affl `d`é˙j´àffl ”v˘uffl `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e{(1; 1; 0); (0; 1; 1)} `e˙sfi˚t
˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e `d`e S. C`o“m‹m`e ¯sfi`e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`e ¯sfi`o“n˚t
¯p`a¯s `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s, ˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi˜b˘r`e˙s. O”nffl `affl `d`o“n`c ˜l´àffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eS.
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A”vfle´c ˜l„`a˚u˚tˇr`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e `d`e ˚r`a˚i¯sfi`o“n‹n`eˇrffl, `o“nffl `affl ”v˘uffl `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
(x; y; z) `d`e S ¯s’`é´cˇr˚i‹vˆa˚i˚t `d`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

(x; y; z) = (x; x + z; z) = (x; x; 0) + (0; z; z) = x(1; 1; 0) + z(0; 1; 1) :

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ˚u‹n`e ¯sfi`e´c´o“n`d`e `d`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl `d˚uffl ˜f´a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
{(1; 1; 0); (0; 1; 1)} `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eS.
E”x´eˇr`cˇi`c´e 33. D`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e, `o“nffl `affl ”v˘uffl `qfi˚u`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
(−1; 1

2 ;−1) `e›n`g´e›n`d˚r`a˚i˚t ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lS. C`o“m‹m`e ˚i˜l `e˙sfi˚t
”n`o“nffl ”n˚u˜l, ˚i˜l ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e S.
E”x´eˇr`cˇi`c´e 35. C`o“m‹m`e ¯p˚r`é´c´é´d`e›m‹m`e›n˚t, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t 1

`e›n`g´e›n`d˚r`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lV. C`o“m‹m`e ˚i˜l `e˙sfi˚t ”n`o“nffl ”n˚u˜l, ˚i˜l
˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e V.

�

Exercice 39 (R6).
On considère les vecteurs suivants de R6 :

~v1 := (1; 2;−3; 4; 0; 1); ~v2 := (1; 3;−4; 6; 5; 4) et ~v3 := (3; 8;−11; 16; 10; 9) :

(1) Ces vecteurs sont-ils libres ?
(2) Quelle est la dimension de Vect({~v1;~v2;~v3}), le sous-espace vectoriel de

R6 engendré par ~v1, ~v2 et ~v3 ?
(3) Donner trois bases différentes de Vect({~v1;~v2;~v3}).
(4) Donner une combinaison linéaire non triviale vérifiée par ~v1, ~v2 et ~v3.

Correction.

(1) O”nffl ¯p`eˇu˚t ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e ”v˘u`e `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s `qfi˚u˚iffl `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e
`àffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`o“n˚t ˜l´e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ¯sfi`o“n˚t ˜f´o˘r‹m`é´e˙s `d`e˙s
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ~v1;~v2;~v3 ¯p˚u˚i¯s `àffl ˜l„`é´c‚h`e¨l´o“n‹n`eˇrffl :

0

BBBBBB@

1 1 3
2 3 8
−3 −4 −11
4 6 16
0 5 10
1 4 9

1

CCCCCCA
∼

0

BBBBBB@

1 0 1
2 1 2
−3 −1 −3
4 2 4
0 5 0
1 3 1

1

CCCCCCA
∼

0

BBBBBB@

1 0 0
2 1 0
−3 −1 0
4 2 0
0 5 0
1 3 0

1

CCCCCCA
:

C3 → C3 − 2C2

C2 → C2 − C1
C3 → C3 − C1
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O”nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ”nffl’`o˝b˘tˇi`e›n˚t `qfi˚u`e `d`eˇu‹x `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e˙s
`d`a‹n¯s ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e. C`e´cˇiffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´c-
˚t´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~v1;~v2;~v3 `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2,
¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 40. O˚rffl, `o“nffl `affl ”v˘uffl `àffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 37 `qfi˚u`e ˜l´e
”n`o“m˜b˘r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `dffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˜lˇi˜b˘r`e `e˙sfi˚t ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `àffl ˜l´affl `d˚i‹m`e›nffl-
¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e `d`a‹n¯s ˜l´e´qfi˚u`e¨l ˚i˜l˙s ”v˘i‹vfle›n˚t. I`cˇiffl, `o“nffl `affl3 ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`a‹n¯s
˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2, ˚i˜l˙s ”n`e ¯sfi`a˚u˚r`a˚i`e›n˚t `êˇtˇr`e ˜lˇi˜b˘r`e˙s.

(2) Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `éˇt´a˜b˝lˇiffl `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `qfi˚u`e
dimVect({~v1;~v2;~v3}) = 2 :

(3) O”nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“m‹m`e›n`c´eˇrffl ¯p`a˚rffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 40 `qfi˚u˚iffl `d˚i˚t `qfi˚u`e
˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`o“nffl ”n˚u˜l˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e ˜f´o˘r‹m`e›n˚t
˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e `e›n`g´e›n`d˚r`é. O”nffl `affl `d`o“n`c `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e

{(1; 2;−3; 4; 0; 1); (0; 1;−1; 2; 5; 3)}

˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e Vect({~v1;~v2;~v3}).
C`o“m‹m`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl~v1;~v2;~v3 `e˙sfi˚t `d`e
`d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 2, ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’˚u‹nffl ¯p˜l´a‹nffl ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l. T`o˘u˚t´e ˜bˆa¯sfi`e `e˙sfi˚t `d`o“n`c
˜f´o˘r‹m`é´e `dffl’˚u‹n`e ¯p`a˚i˚r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`o“nffl `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s. O”nffl `affl `d`o“n`c `qfi˚u`e

{(1; 2;−3; 4; 0; 1); (1; 3;−4; 6; 5; 4)}

˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e Vect({~v1;~v2;~v3}) `eˇt `qfi˚u`e
{(1; 2;−3; 4; 0; 1); (3; 8;−11; 16; 10; 9)}

˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e Vect({~v1;~v2;~v3}).
(4) L`e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s `é¨l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`o˘u¯s `o“n˚t ”m`o“n˚tˇr`é

`qfi˚u`e ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e `c´o˝l´o“n‹n`e ”m`o˘i‹n¯s `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ”m`o˘i‹n¯s ˜l´affl
¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `d`o“n‹n`a˚i˚t ˜l´affl `c´o˝l´o“n‹n`e ”n˚u˜l¨l´e. C`e `qfi˚u˚iffl ¯sfi`e ˚tˇr`a`d˚u˚i˚t `e›nffl ˚t´eˇr‹m`e
`d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p`a˚rffl :

~v3 − 2~v2 − ~v1 = ~0 :
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�

Exercice � 40 (R4).
On considère la famille suivante de vecteurs de R4 :

A := {(1; 2; 3; 1); (2; 1; 3; 1); (1; 1; 2; 3); (1; 1; 3; 2); (3; 2; 5; 4)} :

(1) Cette famille est-elle libre ?

(2) Quelle est la dimension de Vect(A), le sous-espace vectoriel de R4 en-
gendré par A ?

(3) Donner deux bases différentes de Vect(A).
(4) Donner une combinaison linéaire non triviale d’éléments de A.

Correction.

(1) L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s A ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˜lˇi˜b˘r`e`c´a˚rffl `e¨l¨l´e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ¯sfi˚tˇr˚i`c-
˚t´e›m`e›n˚t ¯p˜lˇu¯s `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l
`d`a‹n¯s ˜l´e´qfi˚u`e¨l `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t. (O”nffl `affl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 37.)

(2) O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e `qfi˚u˚iffl `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `àffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MA `d`o“n˚t ˜l´e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ¯sfi`o“n˚t ˜f´o˘r‹m`é´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e
A ¯p˚u˚i¯s `àffl ˜l„`é´c‚h`e¨l´o“n‹n`eˇrffl :

MA =

0

BB@

1 2 1 1 3
2 1 1 1 2
3 3 2 3 5
1 1 3 2 4

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 1 1 0 0
3 5 1 1 0

1

CCA :

C`o“m‹m`e `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e 4 ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`o“nffl ”n˚u˜l˙s, `o“nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t, ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 40, `qfi˚u`e ˜l´affl
`d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eA
`e˙sfi˚t4,

dimVect(A) = 4 :

(3) E”n`c´o˘r`e ˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s, `o“nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 40 `qfi˚u˚iffl `a˜f¨fˇi˚r‹m`e `qfi˚u`e ˜l´e˙s
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e
`d`e Vect(A), `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚i`cˇiffl

{(1; 1; 2; 3); (0; 1; 1; 5); (0; 0; 1; 1); (0; 0; 0; 1)}

`e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eVect(A).
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L`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
{(1; 2; 3; 1); (0; 1; 1; 5); (0; 0; 1; 1); (0; 0; 0; 1)}

`a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n‹n`e›n˚t `àffl Vect(A) `eˇt ˜l´eˇu˚rffl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `e˙sfi˚t `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e.
I˜l˙s ˜f´o˘r‹m`e›n˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e `a˚u˚tˇr`e ˜bˆa¯sfi`e`d`e Vect(A).

(4) L`e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s `é¨l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s ¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `o“n˚t ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e
~v5 = ~v2 + ~v3 ;

˚r`e¨l´a˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl `àffl ˜l´affl ”m`a˚i‹nffl.
�

Exercice 41 (Sous-espaces vectoriels de R4).
On appelle U le sous-espace vectoriel de R4 engendré par les vecteurs sui-

vants :

~u1 := (1; 2;−1; 3); ~u2 := (2; 4; 1;−2) et ~u3 := (3; 6; 3;−7) :

On appelle W le sous-espace vectoriel de R4 engendré par les vecteurs suivants :

~w1 := (1; 2;−4; 11) et ~w2 := (2; 4;−5; 14) :

(1) Quelle est la dimension de W ?

(2) Montrer que U = W.

(3) En donner deux bases différentes.

Correction.

(1) C`o“m‹m`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~w1 `eˇt ~w2 ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s.
I˜l˙s ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi˜b˘r`e˙s; ˚i˜l˙s `e›n`g´e›n`d˚r`e›n˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e
`d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 2,

dimW = 2 :

(2) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~w1 `eˇt ~w2 `a¯pffl-
¯p`a˚r˚tˇi`e›n‹n`e›n˚t `àffl U `gˇr`â`c´e `a˚u‹x ˚r`e¨l´a˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s

~w1 = 3~u1 − ~u2 `eˇt ~w2 = 4~u1 − ~u2 :

(O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e {~v1 := (1; 2;−1; 3);~v2 := (0; 0; 3;−8)}
`d`e U ˚tˇr`o˘u‹vflé´e `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s `eˇt ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇrffl `qfi˚u`e

~w1 = ~v1 − ~v2 `eˇt ~w2 = 2~v1 − ~v2 :)
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O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e W ⊂ U. O˚rffl, `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”v˘uffl
`qfi˚u`e dimU = 2. C`o“m‹m`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙sU `eˇt W

¯sfi`o“n˚t `d`e ”m`ê›m`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl, `o“nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚uffl’˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t `é´g´a˚u‹x
U = W :

(3) C`o“m‹m`e ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2,
˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`o“nffl `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `e›nffl ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e.
P̀a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ˜l´e˙s ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e˙s

{~u1; ~u2} ; {~v1;~v2} `eˇt {~w1; ~w2}

˜f´o˘r‹m`e›n˚t `d`e˙s ˜bˆa¯sfi`e˙s `d`eU = W.
�

Exercice 42 (Polynômes II).
On considère la famille suivante de polynômes

F :=
�
1 + X + X 2 + X 3; 1− X − X 3; 1− X 2 − X 3; 3− X 3

	

(1) Cette famille est-elle génératrice dans l’espace-vectoriel R3[X ] des po-
lynômes de degré inférieur ou égal à 3 ?

(2) Cette famille est-elle libre dans R3[X ] ?

(3) Cette famille est-elle libre dans R[X ] ?

(4) Donner deux bases du sous-espace Vect(F) engendré par la famille F .

(5) Compléter ces bases de Vect(F) en des bases de R3[X ].

Correction.

(1) O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e �
X 3; X 2; X; 1

	 `d`e R3[X ] `d`a‹n¯s ˜l´affl-
`qfi˚u`e¨l¨l´e `o“nffl `é´cˇr˚i˚t ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eF ¯p`o˘u˚rffl ¯sfi`e ˚r`a‹m`e›n`eˇrffl `àffl ˚u‹nffl ¯p˚r`o-
˜b˝l´è›m`e `d`a‹n¯s R4. C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e

{(1; 1; 1; 1); (−1; 0;−1; 1); (−1;−1; 0; 1); (−1; 0; 0; 3); }

`d`e R4. L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`a‹n˚t´e `e˙sfi˚t `d`o“n`c
0

BB@

1 −1 −1 −1
1 0 −1 0
1 −1 0 0
1 1 1 3

1

CCA :



8. CORRECTIONS DES EXERCICES 173

E˜l¨l´e `a`d‹m`eˇt ¯p`o˘u˚rffl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e ¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

0

BB@

1 −1 −1 −1
1 0 −1 0
1 −1 0 0
1 1 1 3

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 2 2 0

1

CCA :

P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 40, `o“nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F `e›n`g´e›n`d˚r`e
˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl3 `eˇt ”n`o“nffl 4 = dimR3[X ].
C`eˇtˇt´e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e.

(2) L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F `c´o“n˚tˇi`e›n˚t 4 ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `eˇt `e›n`g´e›n`d˚r`e ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e
”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 3. L`affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 37 ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚uffl’`e¨l¨l´e ”n`e
¯p`eˇu˚t ¯p`a¯s `êˇtˇr`e ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˜lˇi˜b˘r`e.

(3) L`e ˜f´a˚i˚t `d`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F `d`a‹n¯s R3[X ] `o˘uffl `d`a‹n¯s ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e
¯p˜lˇu¯s `gˇr`o¸sR[X ] `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s ”n`e `c‚h`a‹n`g´e ˚r˚i`e›nffl `a˚uffl ˜f´a˚i˚t
`qfi˚uffl’`e¨l¨l´e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˜lˇi˜b˘r`e. D’`a¯p˚r`è˙s ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e, ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e
`d`a‹n¯s R3[X ] ˚u‹n`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ”n`o“nffl ˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l´e `e›n˚tˇr`e ˜l´e˙s ”vfle´c-
˚t´eˇu˚r¯s `d`e F . C`eˇtˇt´e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ”n`o“nffl ˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l´e `e˙sfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s
”vfléˇr˚i˜fˇi`é´e `d`a‹n¯s R[X ]. D`o“n`c ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˜lˇi˜b˘r`e `d`a‹n¯sR[X ].

(4) D’`a¯p˚r`è˙s ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 40, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`e ˜l´affl
”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e, ˚i‹n˚t´eˇr¯p˚r`éˇt´é˙s, `d`a‹n¯sR3[X ] ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e
`d`e Vect(F). O”nffl `affl `d`o“n`c `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e

�
X 3 + X 2 + X + 1; X 2 + 2; X + 2

	

˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e Vect(F).

L`e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s `é¨l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”m`o“n˚tˇr`e›n˚t `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl
`affl `o˝b˘t´e›n˚uffl `c´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `d`e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ¯p˚r`e-
”m˚i`eˇr¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e, ˜l´e `qfi˚u`a˚tˇr˚i`è›m`e ¯s’`é´cˇr˚i‹vˆa‹n˚t `c´o“m‹m`e
`c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ¯p˚r`e›m˚i`eˇr¯s. O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `d`o“n`c
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`qfi˚u`e ˜l´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ¯p˚r`e›m˚i`eˇr¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s, ˚i‹n˚t´eˇr¯p˚r`éˇt´é˙s `d`a‹n¯sR3[X ], ˚iffl.`e.
�
1 + X + X 2 + X 3; 1− X − X 3; 1− X 2 − X 3

	
;

˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e Vect(F).

(5) L`affl ˜f´o˘r‹m`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚uffl’˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `dffl’`a¯j´o˘u˚t´eˇrffl
˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t ”n`o“nffl ”n˚u˜l `a˚u‹x `d`eˇu‹x ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e˙s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e˙s
¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl `d`eˇu‹x ˜bˆa¯sfi`e˙s `d`eR3[X ] :

�
X 3 + X 2 + X + 1; X 2 + 2; X + 2; 1

	 `eˇt
�
1 + X + X 2 + X 3; 1− X − X 3; 1− X 2 − X 3; 1

	
:

�

Exercice 43 (Somme directe).
Montrer que les deux sous-espaces vectoriels de R3

U :=
�
(x; y; z) ∈ R3 | x + y + z = 0

	
et V := Vect({(2; 0; 0)})

sont en somme directe.

Correction. I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `e›n˚tˇr`e U `eˇt
V ¯sfi`e ˚r`é´d˚u˚i˚t `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l. L`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eV ¯sfi`o“n˚t ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `àffl(2; 0; 0), `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e(2�; 0; 0)

`a‹vfle´c � ∈ R. I˜l˙s ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nfflx + y + z = 0 `d`e U ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t
¯sfi˚iffl 2� + 0 + 0 = 0, `c´e `qfi˚u˚iffl ˚i‹m¯p`o¸sfi`e� = 0.

D`o“n`c, U ∩V = {~0}; ˚iffl.`e. U `eˇt V ¯sfi`o“n˚t `e›nffl ¯sfi`o“m‹m`e `d˚i˚r`e´cˇt´e :

�

Exercice � 44 (Fonctions paires et impaires).
Dans l’espace vectoriel F des applications de R vers R, on considère

les deux sous-espaces vectoriels formés respectivement des fonctions paires
f (−x) = f (x) et impaires f (−x) = −f (x) :

P := {f : R→ R | f paire} et I := {f : R→ R | f impaire} :

Montrer que P ⊕I = F .
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Correction. O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s
”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙sP `eˇt I ¯sfi`o“n˚t `e›nffl ¯sfi`o“m‹m`e `d˚i˚r`e´cˇt´e. S̀o˘i˚t f ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `àffl
˜l´affl ˜f´o˘i¯s ¯p`a˚i˚r`e f (−x) = f (x) `eˇt ˚i‹m¯p`a˚i˚r`e f (−x) = −f (x). E˜l¨l´e ”vfléˇr˚i˜fˇi`e
f (x) = f (−x) = −f (x), `d`o“n`c 2f (x) = 0 ¯p˚u˚i¯s f (x) = 0, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ R.
O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e

P ∩I =
n
˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p`a˚r˚t´o˘u˚t ”n˚u˜l¨l´e

o
:

O”nffl ”m`o“n˚tˇr`e `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e P `a‹vfle´c I `e›n`g´e›n`d˚r`e ˚t´o˘u˚t
˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e `d`e˙s ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`eR ”vfleˇr¯s R. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, `o“nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t´e
˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ¯s’`é´cˇr˚i˚t ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

f (x) =
f (x) + f (−x)

2| {z }
p(x)

+
f (x)− f (−x)

2| {z }
i(x)

;

`o˘ùffl p `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p`a˚i˚r`ep(−x) = p(x) `eˇt `o˘ùffl i `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
˚i‹m¯p`a˚i˚r`e i (−x) = −i (x).
R˚u¯sfi`é ”n`o“nffl?

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `o“nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é
P ⊕I = F :

�

Exercice 45 (Supplémentaire).
On se place dans le plan R2. On considère la droite vectorielle d’équation

D :=
�
(x; y) ∈ R2 | 2x + y = 0

	
:

(1) Trouver un supplémentaire de D dans R2.

(2) Est-il unique ? Sinon, combien y en a-t-il ?

Correction.

(1) L`affl `d˚r`o˘i˚t´e `d`e˙s `a˜b¸sfi`cˇi¯sfi¯sfi`e˙s `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi˚u¯p¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e `d`eD : ¯sfi`o“nffl ˚i‹nffl-
˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `a‹vfle´c D `e˙sfi˚t ˚r`é´d˚u˚i˚t´e `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l~0 `eˇt ¯sfi`affl ¯sfi`o“m‹m`e
`a‹vfle´c D `e›n`g´e›n`d˚r`e ˚t´o˘u˚t ˜l´e ¯p˜l´a‹nffl R2. D˚i˚t `a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t, ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
`d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl ¯s’`é´cˇr˚i˚t `d`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e `c´o“m‹m`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e D `eˇt
`dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ˛h`o˘r˚i˚z´o“n˚t´a˜l.
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(2) E”nffl ˜f´a˚i˚t, ˚t´o˘u˚t´e `d˚r`o˘i˚t´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e `d˚uffl ¯p˜l´a‹nffl, `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n˚t´e `d`e D, `e›nffl
`e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi˚u¯p¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ”m`ê›m`e˙s `a˚r`gˇu‹m`e›n˚t˙s.

�

Exercice 46 (Projections).
Dans l’espace R3, on considère la droite D d’équations

D :=
�
(x; y; z) ∈ R3 | 3x + y − z = 0; x + 2y + z = 0

	

et le plan P d’équation

P :=
�
(x; y; z) ∈ R3 | x + y − 2z = 0

	
:

(1) Montrer qu’ils sont supplémentaires l’un de l’autre dans R3.

(2) Donner l’expression des projections projPD sur D parallèlement à P et
projDP sur P parallèlement à D.

Correction.

(1) S̀o˘i˚t (x; y; z) ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `a¯p¯p`a˚r˚t´e›n`a‹n˚t `àffl D `eˇt `àffl P. A˜l´o˘r¯s ˚i˜l
”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

3x + y − z = 0
x + 2y + z = 0
x + y − 2z = 0 :

E”nffl ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e `e›n˚tˇr`e ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `eˇt ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e `é´qfi˚u`affl-
˚tˇi`o“nffl, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle y = −3z. C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e

�
3x − 4z = 0

x − 5z = 0 ;

¯p˚u˚i¯s x = 5z `eˇt 11z = 0. D’`o˘ùffl, ¯sfi`eˇu˜l´e ˜l´affl ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl (0; 0; 0) ”vfléˇr˚i˜fˇi`e
`c´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

D ∩ P = {~0} :

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e D `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl1 `eˇt `qfi˚u`e ˜l´e ¯p˜l´a‹nffl
P `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2. C`o“m‹m`e D `eˇt P ¯sfi`o“n˚t `e›nffl ¯sfi`o“m‹m`e `d˚i˚r`e´cˇt´e,
˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 43 `a˜f¨fˇi˚r‹m`e `qfi˚u`e

dim(D⊕ P) = dimD + dimP = 1 + 2 = 3 :

D`o“n`c, D⊕P = R3 `eˇt D `eˇt P ¯sfi`o“n˚t ¯sfi˚u¯p¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s ˜l„˚u‹nffl `d`e ˜l„`a˚u˚tˇr`e.
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(2) L`affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `d`é›m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e~w ∈ R3

¯s’`é´cˇr˚i˚t `d`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e `c´o“m‹m`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e ~w = ~u + ~v `dffl’˚u‹nffl
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u `d`e D `eˇt `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~v `d`e P. É`cˇr˚i‹vˆo“n¯s `e›x˙p˜lˇi`cˇi˚t´e›m`e›n˚t
˚u‹n`e ˚t´e¨l¨l´e `d`é´c´o“m¯p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl : ¯sfi`o˘i˚t~w = (x; y; z) `eˇt `c‚h`eˇr`c‚h`o“n¯s ~u =

(a; b; c) `eˇt ~v = (�; �;  ) ˚t´e¨l˙s `qfi˚u`e
8
<

:

x = a + �
y = b+ �
z = c+  :

L’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `d`e P, ”vfléˇr˚i˜fˇi`é´e ¯p`a˚rffl ~v, `e˙sfi˚t� + � − 2 = 0 `eˇt `e¨l¨l´e `d`o“n‹n`e
a + b− 2c = x + y − 2z :

A”vfle´c ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s `d`eD ”vfléˇr˚i˜fˇi`é´e˙s ¯p`a˚rffl~u, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l´e
¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

3a + b− c = 0
a + 2b+ c = 0
a + b− 2c = x + y − 2z :

E”nffl ¯sfi`o“m‹m`a‹n˚t ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e˙s `eˇt `e›nffl ¯sfi`o“m‹m`a‹n˚t `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl
`d`eˇu‹xˇi`è›m`e `a‹vfle´c ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

8
<

:

4a + 3b = 0
3a + 5b = x + y − 2z

a + b− 2c = x + y − 2z :

O”nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`e ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ¯p`a˚rffl 3 `eˇt ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ¯p`a˚rffl 4 ¯p`o˘u˚rffl
`a˚r˚r˚i‹vfleˇrffl `àffl 8

<

:

12a + 9b = 0
12a + 20b = 4(x + y − 2z)
a + b− 2c = x + y − 2z :

L`affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e `e›n˚tˇr`e ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `eˇt ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e
˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl b

b=
4

11
(x + y − 2z) ;

¯p˚u˚i¯s a

a = − 3

11
(x + y − 2z) ;
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`eˇt `e›n˜fˇi‹nffl c

c = − 5

11
(x + y − 2z) :

L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s(�; �;  ) `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~v ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c

(�; �;  ) =

�
14

11
x +

3

11
y − 6

11
z;− 4

11
x +

7

11
y +

8

11
z;

5

11
x +

5

11
y +

1

11
z
�

:

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nfflprojPD ¯sfi˚u˚rffl D ¯p`a˚r`a˜l¨l´è¨l´e›m`e›n˚t `àffl P

`e›n‹vˆo˘i`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u, ¯sfi`o˘i˚t
R3 → D

(x; y; z) 7→
�
− 3

11(x + y − 2z); 4
11(x + y − 2z);− 5

11(x + y − 2z)
�

`eˇt ˜l´affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nfflprojDP ¯sfi˚u˚rffl P ¯p`a˚r`a˜l¨l´è¨l´e›m`e›n˚t `àffl D `e›n‹vˆo˘i`e ˜l´e ”vfle´c-
˚t´eˇu˚rffl ~w ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~v, ¯sfi`o˘i˚t
R3 → P

(x; y; z) 7→
�
14
11x + 3

11y − 6
11z;− 4

11x + 7
11y + 8

11z; 5
11x + 5

11y + 1
11z

�
:

�



CHAPITRE 3

Applications linéaires

De manière générale en mathématiques, c’est l’étude des applications entre
objets qui nous intéresse le plus, entre autre, parce qu’elles nous donne des in-
formations sur les objets eux-mêmes. Nous avons vu au premier chapitre la
notion d’application entre deux ensembles et le deuxième chapitre a mis au
jour la notion d’espace vectoriel. Dans ce chapitre, nous étudierons la bonne
notion d’application entre espaces vectoriels : les applications linéaires.

1. Définition

Comme un espace vectoriel est la donnée d’un ensemble et de deux lois, on
étudie les applications ensemblistes entre deux espaces vectoriels qui respectent
la somme des vecteurs et la multiplication par les scalaires. Plus précisément,
cela correspond à la définition suivante.

Définition (Application linéaire). Soient (U;+U ; :U ) et (V;+V ; :V ) deux
espaces vectoriels. Une application f : U → V est dite linéaire si

f
�
~u1 +U ~u2

�
= f

�
~u1

�
+V f

�
~u2

�
;

f
�
� : U ~u

�
= � : V f

�
~u

�
;

pour tout ~u1; ~u2; ~u ∈ U et � ∈ R. On les appelle aussi des morphismes, voire
des homéomorphismes.

Remarque. Ces deux conditions sont équivalentes au seul fait que l’appli-
cation f préserve les combinaisons linéaires de deux vecteurs

f
�
� 1 : ~u1 + � 2 : ~u2

�
= � 1 : f

�
~u1

�
+ � 2 : f

�
~u2

� 1 :

Ceci est encore équivalent au fait que f préserve n’importe quelle combinaison
linéaire

f
�
� 1 : ~u1 + · · ·+ � n : ~un

�
= � 1 : f

�
~u1

�
+ · · ·+ � n : f

�
~un

�
:

1. Lorsque le contexte est évident, on note simplement les lois de U et de V par «+» et
par «.» pour simplifier les notations.
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Il est facile de voir que toute application linéaire envoie le vecteur nul de
U sur le vecteur nul de V :

f
�~0U

�
= ~0V :

Exemples.
� Les applications de la forme

�
R → R
x 7→ ax

avec a ∈ R sont linéaires. En effet, a(�x + �y ) = � (ax)+ � (ay). Ce sont
d’ailleurs les seules applications linéaires de R dans R.

� Toute matrice A ∈ Mn,m donne naissance à une application
�

f A : Rm → Rn

X 7→ AX ;

où la multiplication AX de la matrice A par le vecteur colonne X est
0

B@
a1,1 · · · a1,m
...

. . .
...

an,1 · · · an,m

1

CA

0

B@
x1
...

xm

1

CA =

0

B@
a1,1x1 + · · ·+ a1,mxm

...
an,1x1 + · · ·+ an,mxm

1

CA

qui est linéaire car la multiplication des matrices l’est :

A(X + Y ) = AX + AY et A(�X ) = � (AX ) :

Toute application linéaire Rm dans Rn est de cette forme, voir ci-
dessous !

� Nous avions déjà vu une application linéaire au chapitre précédent :
l’application «coordonnées» dans une base B =

n
~b1; : : : ;~bn

o

�
coordB : V → Rn

~u = � 1
~b1 + · · ·+ � n

~bn 7→ (� 1; : : : ; � n) :

Dans l’autre sens, l’application «combinaison linéaire»
�

clB : Rn → V

(� 1; : : : ; � n) 7→ � 1
~b1 + · · ·+ � n

~bn :

est aussi linéaire. Notez que ces deux applications sont bijectives et
inverses l’une de l’autre.

� Pour toute décomposition d’un espace vectoriel en somme directe de
deux sous-espaces vectoriels W = U ⊕ V, les deux projections projVU
et projUV sur U parallèlement à V et sur V parallèlement à U sont des
applications linéaires.
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� Pour tout espace vectoriel V = (V;+; :), l’application identité
�

idV : V → V
~v 7→ ~v :

est manifestement linéaire.

Contre-exemple.
� L’application �

R → R
x 7→ x + 2

n’est pas linéaire, par exemple, parce que l’image de 0 n’est pas 0.

� L’application �
R → R
x 7→ x2

n’est pas linéaire. Certes l’image de 0 est bien 0 mais elle ne respecte
ni la somme

(x + y)2 = x2 + 2xy + y2 6= x2 + y2 ;

ni la multiplication par les scalaires

(�x )2 = � 2x2 6= �x 2 :

La proposition suivante va nous rendre l’étude des applications linéaires
beaucoup plus facile que celle des applications quelconques. Elle affirme qu’une
application linéaire est complètement caractérisée pour l’image des vecteurs
d’une base, c’est-à-dire une toute petite donnée.

Proposition 48. Soit B = {~u1; : : : ; ~um} une base de U et soit F =
{~v1; : : : ;~vm} une famille de V , il existe une unique application linéaire f :
U → V qui envoie la famille B sur la famille F :

f
�
~ui

�
= ~vi; pour tout 1 6 i 6 m :

Démonstration. La démonstration permet de comprendre ce qui se passe.
On cherche à décrire l’image f (~x) de tout élément ~x ∈ U par la fonction f .
Comme B est une base, on peut décomposer ~x de manière unique comme com-
binaison linéaire dessus : ~x = � 1~u1+ · · ·+ � m~um. Ensuite, on utilise le fait que
l’application f est linéaire, c’est-à-dire

f (~x) = f (� 1~u1+ · · ·+ � m~um) = � 1f (~u1)+ · · ·+ � mf (~um) = � 1~v1+ · · ·+ � m~vm ;

et hop, le tour est joué : l’application f existe et est unique. �

En utilisant cette propriété, on peut montrer que toutes les applications
linéaires entre puissances de R sont de forme matricielle.
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Théorème 49. Toute application linéaire f : Rm → Rn est de la forme
�

f = f A : Rm → Rn

X 7→ AX ;

où la matrice A ∈ Mn,m est composée en colonnes des images par f des vecteurs
8
>>><

>>>:

0

BBB@

1
0
...
0

1

CCCA
; : : : ;

0

BBB@

0
...
0
1

1

CCCA

9
>>>=

>>>;

de la base canonique de Rm, c’est-à-dire :

A =

0

BBB@
f

0

BBB@

1
0
...
0

1

CCCA
; : : : ; f

0

BBB@

0
...
0
1

1

CCCA

1

CCCA
:

Démonstration. La démonstration est similaire à la précédente. Si on
appelle 8

>>><

>>>:
~e1 =

0

BBB@

1
0
...
0

1

CCCA
; : : : ;~em =

0

BBB@

0
...
0
1

1

CCCA

9
>>>=

>>>;

la base canonique de Rm, alors tout vecteur X =

0

B@
x1
...

xm

1

CA s’écrit X = x1~e1 +

· · ·+ xm~em dans cette base. Donc son image par l’application linéaire f est

f (X ) = f (x1~e1 + · · ·+ xm~em) = x1f (~e1) + · · ·+ xm(~em) :

Si on note les vecteurs images f (~ei) =

0

B@
a1,i
...

an,i

1

CA , alors l’image de tout vecteur

X vaut

f (X ) = x1f (~e1) + · · ·+ xmf (~em)

= x1

0

B@
a1,1
...

an,1

1

CA + · · ·+ xm

0

B@
a1,m

...
an,m

1

CA =

0

B@
a1,1x1 + · · ·+ a1,mxm

...
an,1x1 + · · ·+ an,mxm

1

CA

= AX :

�
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On note l’ensemble des applications linéaires entre les deux espaces vecto-
riels U et V par

Hom(U ; V ) := {f : U → V | f linéaire} :

Attention
�

. La prochaine proposition va vous faire bien réfléchir ;
prenez de l’aspirine.

Proposition 50. L’ensemble (Hom(U ; V );+; :) des applications linéaires
entre deux espaces vectoriels fixés, muni de la somme et de la multiplication
des scalaires des fonctions, est un espace vectoriel.

Démonstration. Il suffit de montrer que c’est un sous-espace vectoriel
de l’espace vectoriel de toutes les applications partant de l’ensemble U et ar-
rivant dans l’espace vectoriel V , voir l’exercice 28. En fait, la somme de deux
applications linéaires est encore une application linéaire

(f + g)(� 1~u1 + � 2~u2) = f (� 1~u1 + � 2~u2) + g(� 1~u1 + � 2~u2)
= � 1f (~u1) + � 2f (~u2) + � 1g(~u1) + � 2g(~u2)
= � 1(f + g)(~u1) + � 2(f + g)(~u2) :

Et la multiplication d’une application linéaire par un scalaire donne encore une
application linéaire. �

Remarque

���. Notez la mise en abyme 2 : on part de deux espaces
vectoriels, on considère les applications entre eux et cela forme un nouvel es-
pace vectoriel ! Prenez le temps de digérer cela. Dis plus simplement, cette
proposition affirme que toute combinaison linéaire d’applications linéaires est
encore une application linéaire.

Poursuivons l’étude des opérations possibles sur les applications linéaires
avec la composition. Soit W un troisième espace vectoriel. On peut composer
toute paire d’applications linéaires de U vers V et de V vers W respective-
ment :

U
f //

g◦f

55V
g // W :

Proposition 51. La composée g ◦ f de deux applications linéaire f et g
est encore une application linéaire.

2. Se dit lorsque dans une oeuvre est fait référence à l’oeuvre elle-même. Par exemple,
lorsque dans un film on parle de ce film comme dans «La folle histoire de l’espace» de Mel
Brooks, ou comme dans certains tableaux de Magritte.
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Exemple. Si les espaces vectoriels en question sont des puissances de R,
i.e. U = Rm, V = Rn et W = Rp, alors on sait que les applications linéaires
sont nécessairement matricielles par le théorème 49.

Rm fA //

fB ◦fA =fAB

55Rn fB // Rp

X � // AX � // ABX :
La composée de la multiplication par une matrice A puis par une matrice B
est bien une application linéaire puisqu’elle est égale à la multiplication par la
matrice produit AB .

Nous venons de considérer trois opérations qui préservent les applications
linéaire : la somme, la multiplication par un scalaire et la composition. Entre
elles, elle vérifie la propriété suivante.

Proposition 52. La composition des applications définit une application
Hom(U ; V )×Hom(V ; W ) → Hom(U ; W )

(f; g ) 7→ g ◦ f
qui est bilinéaire, c’est-à-dire qu’elle est linéaire à gauche et à droite :

(� 1g1 + � 2g2) ◦ f = � 1(g1 ◦ f ) + � 2(g2 ◦ f ) ;
g ◦ (� 1f 1 + � 2f 2) = � 1(g ◦ f 1) + � 2(g ◦ f 2) :

Démonstration. Les vérifications sont automatiques à partir des défini-
tions. �

Interprétation

���. Si on résume, on a que l’ensemble des applica-
tions linéaires entre espaces vectoriels est encore un espace vectoriel et que la
composition des applications linéaires définit une application bilinéaire. Que
de mises en abyme ! On pourrait continuer ce triturage intellectuel, mais on
va arrêter les frais ici. Tout ceci vous montre la richesse de la notion d’espace
vectoriel.

2. Noyau et image

On va maintenant étudier comment se comporte les applications linéaires
vis-à-vis des sous-espaces vectoriels.

Proposition 53. Soit f : U → V une application linéaire.
� Pour tout sous-espace vectoriel U′ de U , son image par f

f
�
U′� =

�
f (~u) ∈ V | ~u ∈ U′	

est un sous-espace vectoriel de V .
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� Pour tout sous-espace vectoriel V′ de V , son image réciproque par f

f −1
�
V′� =

�
~u ∈ U | f (~u) ∈ V′	

est un sous-espace vectoriel de U .

Exemples. Dans l’espace E , considérons la projection projDP sur le plan
horizontal P parallèlement à la droite verticale D.

D

P

U′

projDP
�
U′�

E

� Soit U′ un plan vertical. Son image par la projection projDP sur le plan
horizontal est une droite vectorielle, c’est-à-dire bien un sous-espace
vectoriel du plan horizontal.
� Soit V′ une droite vectorielle du plan horizontal. Son image réciproque

par la projection projDP est le plan vertical qu’elle définit. Il s’agit bien
d’un sous-espace vectoriel de l’espace E .

On va s’intéresser plus particulièrement au deux cas extrêmes suivants
U ′ = U et V ′ = {~0}.

Définition (Image et noyau).
� L’image d’une application linéaire f : U → V est le sous-espace vecto-

riel du but défini par

Imf := f (U) :
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� Le noyau d’une application linéaire f : U → V est le sous-espace
vectoriel de la source défini par

Kerf := f −1
�
{~0}

�
:

Exemples.
� Soient U et V deux droites vectorielles distinctes du plan P. On consi-

dère la projection projVU sur U parallèlement à V.

U

V

P

~x

projVU(~x)

Dans ce cas, l’image de la projection est la droite U et le noyau de
la projection est la droite V.
� Soit une application linéaire entre des puissances de R

f A : Rm → Rn

X 7→ AX ;

où A est une matrice de Mn,m. On appelle ~c1; : : : ;~cm les m vecteurs de
Rn données par les colonnes de la matrice A :

~c1 :=

0

B@
a1,1
...

an,1

1

CA ; : : : ; ~cm :=

0

B@
a1,m

...
an,m

1

CA ∈ Rn :

L’image de l’application f A est le sous-espace vectoriel de Rn engendré
par les ~c1; : : : ;~cm :

Im f A = Vect(~c1; : : : ;~cm) :

En effet, les éléments de l’image de f A sont les éléments de la forme

f A(X ) = f A

0

B@
x1
...

xm

1

CA = x1

0

B@
a1,1
...

an,1

1

CA +· · ·+xm

0

B@
a1,m

...
an,m

1

CA = x1~c1+· · ·+xm~cm :
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Le noyau de l’application f A est le sous-espace vectoriel de Rm formé
par les vecteurs dont les coordonnées sont solutions du système de n
équations linéaires à m inconnues :

8
><

>:

a1,1x1 + · · ·+ a1,mxm = 0 ;
...

an,1x1 + · · ·+ an,mxm = 0 :

En effet, par définition, on a Ker f A = {X ∈ Rm | AX = 0}.

Interprétation

���. On commence ici à voir l’intérêt de la théorie
des espaces vectoriels : on vient d’interpréter les braves solutions de systèmes
d’équations linéaires comme un sous-espace vectoriel particulier, le noyau d’une
application linéaire matricielle. On peut donc s’attendre à ce que la suite du
cours nous donne de nouveaux outils pour résoudre ce genre de question ...

Théorème 54. Soit f : U → V une application linéaire.
� L’application f est surjective si et seulement si Imf = V. On dit alors

que c’est un épimorphisme et on note f : U � V .
� L’application f est injective si et seulement si Kerf = {~0}. On dit alors

que c’est un monomorphisme et on note f : U � V .
� L’application f est bijective si et seulement si Imf = V et Kerf = {~0}.

On dit alors que c’est un isomorphisme et on note f : U
∼=−→ V .

Exemples.
� Dans tout espace vectoriel décomposé sous la forme W = U ⊕ V, la

projection
projVU : W→ U

sur U est un épimorphisme mais pas un monomorphisme car V 6= {~0}.
� Les deux applications «coordonnées» et «combinaison linéaire» dans

une base sont des isomorphismes, inverses l’une de l’autre :

coordA = clA−1 et clA = coordA
−1 :

En pratique
���. Notez la puissance pratique de ce résultat. Lorsque

l’on veut montrer qu’une application est injective, nous avons vu qu’il fallait
compter le nombre d’antécédents pour chaque élément du but. Dans le cas où
l’application est linéaire, il suffit juste de vérifier que le seul antécédent du
vecteur nul (du but) est le vecteur nul (de la source) ! Économe, non ?

Proposition 55. Lorsqu’une application linéaire f : U → V est bijective,
alors son application réciproque f −1 : V → U est linéaire.
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Exemple. Nous verrons plus loin que si une application linéaire matricielle
f A : Rm → Rn est bijective, alors cela force les dimensions à être égales : n = m.
La fonction réciproque est encore matricielle, par le théorème 49, c’est-à-dire
(f A)−1 = f B, où BA = AB = I . La matrice B est l’inverse de la matrice A ,
c’est-à-dire B = A−1. Au final, ceci se résume en

(f A)−1 = f A−1 :

�

Exercice 47 (Dérivation).
Dans l’espace vectoriel R[X ] des polynômes, on considère l’application «dé-

rivation» suivante�
der : R[X ]→ R[X ]

P = a0 + a1X + · · ·+ anX n 7→ P ′ = a1 + 2a2X + · · ·+ nanX n−1 :

(1) L’application der est-elle linéaire ?
(2) Décrire son image Im der. Cette application est-elle un épimorphisme ?
(3) Décrire son noyau Ker der. Cette application est-elle un monomor-

phisme ?
(4) L’application der est-elle un isomorphisme ?

�

Exercice 48 (Décalage).
Dans l’espace vectoriel R[X ] des polynômes, on considère l’application «dé-

calage» suivante �
dec : R[X ]→ R[X ]

P(X ) 7→ P(X + 1) :

(1) L’application dec est-elle linéaire ?
(2) Décrire son image Im dec. Cette application est-elle un épimorphisme ?
(3) Décrire son noyau Ker dec. Cette application est-elle un monomor-

phisme ?
(4) L’application dec est-elle un isomorphisme ?
(5) Si oui, décrire son application linéaire réciproque.

�

Exercice 49 (Application linéaire matricielle).
Dans l’espace vectoriel R3, on note E := {~e1; ~e2; ~e3} la base canonique

~e1 := (1; 0; 0); ~e2 := (0; 1; 0); ~e3 := (0; 0; 1) :

On considère la famille F :=
n

~f 1; ~f 2; ~f 3
o

définie par

~f 1 := (1; 0;−1); ~f 2 := (0; 1; 2); ~f 3 := (2; 1; 1) :
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Il existe une unique application linéaire f : R3 → R3 qui envoie

~e1 7→ ~f 1; ~e2 7→ ~f 2; ~e3 7→ ~f 3 :

(1) Montrer que cette application linéaire est de la forme
�

f : R3 → R3

X 7→ AX ;

où A ∈ M3(R) est une matrice 3× 3 que l’on explicitera.

(2) Décrire l’image Imf de f et en donner une base.

(3) L’application f est-elle un épimorphisme ?

(4) Décrire le noyau Kerf de f .

(5) L’application f est-elle un monomorphisme ?

(6) L’application f est-elle un isomorphisme ?

(7) Si oui, décrire l’application réciproque.

�

Proposition 56. Soit f : U → V une application linéaire.
� L’application f est un épimorphisme si et seulement si, pour toute fa-

mille génératrice A = {~a1; : : : ;~an} de U , son image f (A) =
�

f (~a1);
: : : ; f (~an)

	
par f est une famille génératrice de V .

� L’application f est un monomorphisme si et seulement si, pour toute
famille libre A =

�
~a1; : : : ;~an

	
de U , son image f (A) =

�
f (~a1); : : : ;

f (~an)
	

par f est une famille libre de V .
� L’application f est un isomorphisme si et seulement si, pour toute base
A =

�
~a1; : : : ;~an

	
de U , son image f (A) =

�
f (~a1); : : : ; f (~an)

	
par f

est une base de V .

En pratique
���. On se servira, bien sur, plus souvent de l’implica-

tion directe (de la gauche vers la droite) qui se lit respectivement : un épi-
morphisme préserve les familles génératrices, un monomorphisme préserve les
familles libres et un isomorphisme préserve les bases.

Exemples.
� Dans l’espace E , reprenons l’exemple de la projection projDP sur le plan

horizontal P parallèlement à la droite verticale D. La projection sur
le plan horizontal d’une famille génératrice de E donne une famille
génératrice du plan P.
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D

projDP

P

E

•

Mais, la projection d’une base de E donne une famille de trois vec-
teurs du plan qui n’est jamais libre. La projection est bien un épimor-
phisme mais pas un monomorphisme.
� Considérons l’inclusion du plan P dans l’espace E , par exemple comme

étant le plan horizontal.

P

�

P

E

Toute famille libre du plan P reste une famille libre lorsqu’elle est
vue dans l’espace E . Par contre, une famille génératrice du plan P
n’engendre pas plus que le plan horizontal de l’espace E ; elle perd donc
la propriété d’être génératrice par l’inclusion. Au final, l’inclusion est
un monomorphisme mais pas un épimorphisme.

Corollaire 57. Si deux espaces vectoriels sont isomorphes, alors ils ont la
même dimension.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la dernière assertion
de la proposition 56 : un isomorphisme envoie une base sur une base. Donc les
bases de la source et du but ont le même nombre d’éléments. �

Remarque. La réciproque est aussi vraie : deux espaces vectoriels de
même dimension (finie) sont isomorphes.

3. Rang

On va maintenant étudier le comportement des applications linéaires vis-
à-vis des dimensions.
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Définition (Rang). Le rang d’une application linéaire f est la dimension
de son image

rg f := dim Imf :

Exemple. Considérons le cas des applications linéaires f A : Rm → Rn

entre puissances de R. Nous avons vu précédemment que l’image de f A était
le sous-espace vectoriel de Rn engendré par les vecteurs colonnes de la matrice
A , Im f A = Vect(~c1; : : : ;~cm). Le rang de l’application f A est donc la dimension
de ce sous-espace. Il est égal au nombre de colonnes non nulles dans la matrice
échelonnée ; c’est donc le rang de la matrice A .

Proposition 58. Pour toute application linéaire f : U → V , on a rg f 6
dimV avec égalité si et seulement si f est un épimorphisme.

Démonstration. C’est un corollaire direct de la proposition 37 appliquée
au sous-espace vectoriel Imf de l’espace vectoriel V . �

Le théorème fondamental suivant relie le rang d’une application linéaire à
la dimension de sa source.

Théorème 59 (Théorème du rang). Toute application linéaire f : U → V
depuis un espace vectoriel U de dimension finie vérifie

dimU = dimKerf + rg f :

Démonstration. La démonstration est simple et permet d’illustrer com-
ment on utilise la notion de supplémentaire pour décomposer un espace vecto-
riel.

Le noyau de f est un sous-espace vectoriel de la source U . Il admet donc
(au moins) un supplémentaire : U = Ker f ⊕ S. On considère la restriction

f |S : S→ Im f

de f à la source à S et au but à l’image de f . Comme Ker f et S sont en somme
directe, Ker f ∩ S =

n
~0

o
, alors le noyau de f |S est réduit au vecteur nul et f |S

est injective. Il est facile de voir que l’image de f |S est égale à l’image de f .
Donc, l’application linéaire f |S est un isomorphisme. Le corollaire 57 implique
que les dimensions de S et de Im f sont égales, c’est-à-dire

rg f = dimU − dimKerf :

�

Exemple. Dans l’espace E de dimension 3, reprenons l’exemple de la pro-
jection � = projDP : E � P sur un plan P parallèlement à une droite D. Dans
ce cas, Ker � = D et Im � = P et le théorème du rang donne

dimE = dimKer � + rg �
3 = 1 + 2 :
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�

Exercice 50 (Sous-espace vectoriel).
On considère le sous-ensemble de R4 défini par

F := {(x; y; z; t) ∈ R4 | 2x − y = 0; x − y + t + z = 0} :

(1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4 en l’écrivant comme
le noyau d’une application linéaire bien choisie.

(2) Calculer la dimension du sous-espace vectoriel F.

�

La proposition suivante est similaire à la proposition 1 du chapitre 1 qui
compare les cardinaux des ensembles source et but. Ici, comme les différents
cardinaux sont infinis, cette notion ne nous aide pas beaucoup. A la place, on
utilise celle, plus pertinente, de dimension.

Proposition 60. Soit f : U → V une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de dimensions finies.

� Si l’application f est un épimorphisme U � V , alors dimU > dimV .
� Si l’application f est un monomorphisme U � V , alors dimU 6
dimV .
� Si l’application f est un isomorphisme U

∼=−→ V , alors dimU = dimV .

Démonstration. C’est un corollaire direct du théorème du rang (et du
théorème 54) qui illustre bien la puissance et l’élégance de ce dernier.

� Si l’application f est un épimorphisme, on a Imf = V et la formule du
théorème du rang devient

dimU = dimKerf + dimV > dimV :

� Si l’application f est un monomorphisme, on a Kerf = {~0} et la formule
du théorème du rang devient

dimU = 0 + rg f 6 dimV :

� C’est un corollaire immédiat des deux points précédents.
�

Attention
�

. La réciproque est en générale fausse. C’est une erreur
malheureusement trop fréquente contre laquelle vous devez vous travailler. Si
on vous donne une application fixée f : U → V , ce n’est pas parce que
la dimension de la source est supérieure à celle du but que cette application
précise f est un épimorphisme ! L’application nulle de R2 dans R en est un bon
exemple.
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Les contraposées 3 des assertions de la proposition précédente donnent le
corollaire suivant.

Corollaire 61. Soient U et V deux espaces vectoriels de dimensions fi-
nies.

� Si dimU < dimV , alors il n’existe aucun épimorphisme U � V entre
U et V .
� Si dimU > dimV , alors il n’existe aucun monomorphisme U � V

entre U et V .
� Si dimU 6= dimV , alors il n’existe aucun isomorphisme U

∼=−→ V entre
U et V .

Dans le cas de deux espaces vectoriels de même dimension finie, le théorème
suivant montre que toutes les situations ne peuvent pas arriver.

Théorème 62. Soit f : U → V une application linéaire entre deux es-
paces vectoriels de même dimension finie. Les propositions suivantes sont équi-
valentes.

f épimorphisme⇐⇒ f monomorphisme⇐⇒ f isomorphisme :

Démonstration. Il s’agit d’une application directe du théorème 59 du
rang avec dimU = dimV . Il suffit de montrer la première équivalence.

(⇒) : Si l’application f est un épimorphisme, on a Imf = V et la formule
du théorème du rang devient

dimU = dimKerf + dimV = dimKerf + dimU :

On a donc dimKerf = 0 et, par conséquent, Kerf = {~0}.
(⇐) : Si l’application f est un monomorphisme, on a Kerf = {~0} et la

formule du théorème du rang devient

dimU = 0 + rg f = dimV :
On a donc dim rg f = dimV et, par conséquent, Imf = V.

�

Interprétation

���. En général, quatre cas sont possibles : injectif-
surjectif, non injectif-surjectif, injectif-non surjectif et non injectif-non surjectif.
Or, dans le cas où les dimensions sont les mêmes et finies, alors seuls les deux
cas injectif-surjectif et non injectif-non surjectif peuvent arriver.

En pratique, si vous connaissez les dimensions de la source et du but et
qu’elles sont égales, vous pouvez conclure l’injectivité (ou non) à partir de la

3. On rappelle que la contraposée d’une implication logique «A ⇒ B» est «non B ⇒
non A». Par exemple, la contraposée de «s’il a réussit son partiel, alors c’est qu’il a travaillé»
est «s’il ne travaille pas, alors il n’aura pas son partiel».



194 CHAPITRE 3. APPLICATIONS LINÉAIRES

surjectivité (ou non) ! C’est très puissant. Mais attention ! Vous vous souvien-
drez bien que cela ne fonctionne pas si les dimensions sont différentes.

Considérons maintenant le cas U = V .

Définition (Endomorphisme et automorphisme). Une application linéaire
f : U → U entre le même espace vectoriel est appelée un endomorphisme. S’il
est inversible, on parle d’automorphisme.

Exemple. Pour conclure, revenons à l’exemple des endomorphismes f A :
X 7→ AX de Rn. Ils correspondent aux matrices carrées Mn de taille n. Le
théorème 62 se traduit de la manière suivante en terme de matrices

A de rang maximal n ⇐⇒ le système d’équations linéaires AX = 0
n’admet que la solution triviale X = 0

⇐⇒ A est inversible :

4. Matrice associée à une application linéaire

On connait toutes les applications linéaires entre puissances de R ; elles sont
données par multiplication matricielle (Théorème 49). D’autre part, le calcul
matriciel simple nous permet d’étudier toutes les propriétés de ces applications
linéaires (rang, noyau, surjectivité, injectivité, etc.). Pour toute application
linéaire f : U → V , il serait donc très intéressant de pouvoir se ramener à ce
cas.

Pour cela, il suffit de choisir une base A = {~u1; : : : ; ~um} de U et une base
B = {~v1; : : : ;~vn} de V . On peut alors identifier l’espace U à Rm et l’espace V
à Rn grâce aux isomorphismes «coordonnées» et «combinaison linéaire».

U
f //

coordA

��

V

coordB

��
Rm

clA

OO

fA // Rn

clB

OO

La composée coordB ◦ f ◦ clA est une application linéaire de Rm vers Rn ; elle
est donc de la forme matricielle f A : X 7→ AX , avec A ∈ Mn,m. Le théorème 49
nous dit que la i e colonne de la matrice A est le vecteur colonne [f (~ui)]B formé
des coordonnées dans la base B de l’image par f du vecteur de base ~ui.

Définition (Matrice associée à une application linéaire). La matrice de
l’application linéaire f : U → V dans les bases A et B est la matrice dont
les colonnes sont composées des coordonnées dans la base B des images des
vecteurs de la base A.

MatB,A(f ) :=
�
[f (~u1)]B; : : : ; [f (~um)]B

�
:
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Si on note ces coordonnées par

f (~u1) = a1,1~v1 + · · ·+ an,1~vn; : : : ; f (~um) = am,1~v1 + · · ·+ an,m~vn
alors la matrice représentant l’application linéaire f dans les bases A et B est

MatB,A(f ) =

0

B@
a1,1 · · · a1,m
...

. . .
...

an,1 · · · an,m

1

CA :

En pratique
���. Pour ne pas faire d’erreur et bien vous souvenir de

la définition, n’hésitez pas à écrire en bas des colonnes les vecteurs représentés
et à droite de la matrice la base B de V . Cela donne

a1,1 a1,2 · · · a1,m ~v1

a2,1 a2,2 · · · a2,m ~v2
...

...
. . .

...
...

an,1 an,2 · · · an,m ~vn

f (~u1) f (~u2) · · · f (~um)

Exemples.
� La matrice de l’application identité id : U → U dans n’importe quelle

base A est la matrice ... identité !

MatA,A(id) =

0

BBB@

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

1

CCCA
= I :

� Dans R3, on considère la projection projDP : R3 → P sur le plan hori-
zontal P parallèlement à la droite verticale D. Les images des vecteurs
de la base canonique B = {~e1;~e2;~e3} sont

projDP(~e1) = ~e1; projDP(~e2) = ~e2 et projDP(~e3) = ~0 :

Donc la matrice de cette projection dans la base canonique B de R3 et
la base canonique {~e1;~e2} de P est

1 0 0 ~e1

0 1 0 ~e2

f (~e1) f (~e2) f (~e3)
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La matrice MatB,A(f ) que nous venons de définir répond positivement à
la question de départ.

Proposition 63. La composée coordB ◦ f ◦ clA est l’application linéaire
matricielle f A : Rm → Rn définie par la matrice A = MatB,A(f ) représentant
l’application f dans les bases A et B.

Démonstration. Comme expliqué dans le corps du texte, c’est une ap-
plication directe du théorème 49. �

On peut maintenant lire toutes les propriétés de l’application linéaire f sur
la matrice MatB,A(f ).

�

Exercice 51 (Dérivation bis).
On reprend les notations de l’exercice 47. Dans l’espace vectoriel R3[X ] des

polynômes de degré inférieur ou égal à 3, on considère l’application linéaire
«dérivation» suivante �

der : R3[X ] → R3[X ]
P 7→ P ′ :

(1) Écrire la matrice MatB,B(der) de l’application linéaire der dans la base
B :=

�
1; X; X 2; X 3

	
.

(2) En utilisant la matrice MatB,B(der) répondre aux questions suivantes.
L’application linéaire der est-elle un épimorphisme ? L’application li-
néaire der est-elle un monomorphisme ? L’application linéaire der est-
elle un automorphisme ?

(3) Quelle est la dimension de l’image de der ?
(4) Quelle est la dimension du noyau de der ?

�

Exercice 52 (Matrice associée à une application linéaire).
On considère l’application suivante :

�
f : R3 → R4

(x; y; z) 7→ (x + 2y + 3z;2x + 4y + 6z;−x + y + 3z;3x − 2y − 7z):

(1) Montrer que l’application f est linéaire.
(2) L’application linéaire f est-elle surjective ?
(3) Écrire la matrice MatB4,B3(f ) de l’application linéaire f dans les bases

canoniques de R3 et R4.
(4) Décrire l’image de l’application f en utilisant la matrice MatB4,B3(f ).
(5) En déduire la dimension du noyau de f .
(6) Décrire le noyau de l’application f en utilisant la matrice MatB4,B3(f ).
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�

Exercice 53 (Nombre complexe).
On considère l’application suivante

�
f : C → C

z 7→ z̄ + iz :

(1) Montrer que l’application f est R-linéaire.
(2) Écrire la matrice MatB,B(f ) de l’application linéaire f dans la base

canonique B := {1; i} de C.
(3) L’application f est-elle un isomorphisme ?

�
On peut maintenant se demander quelle est la matrice qui représente la

composée de deux applications linéaires.

U
f //

coordA

��

V

coordB

��

g // W

coordC

��
Rm

clA

OO

fA //

fB ◦fA =fBA

55Rn

clB

OO

fB // Rp

clC

OO

Ce diagramme commutatif montre que la réponse est donnée par le produit
des deux matrices de g et de f .

Proposition 64. Soient f : U → V et g : V → W deux applications
linéaires et soient A une base de U , B une base de V et C une base de W .

La matrice représentant la composée g ◦ f : U → W dans les bases A et C
est le produit des deux matrices qui représentent g et f respectivement :

MatC,A(g ◦ f ) = MatC,B(g)MatB,A(f ) :

Notation

���. Puisque vous êtes attentif-ve, vous avez déjà remarqué
que dans la notation MatB,A(f ) de la matrice représentant une application
linéaire, nous avons écrit la base de départ à droite et la base d’arrivée à
gauche ... Cette convention s’explique par la composition des applications qui
se lit de la droite vers la gauche. Du coup, la formule précédente donnant la
matrice de la composée de deux applications linéaires peut se retenir grâce à
une «formule de Chasles» : en lisant de la droite vers la gauche, on part de la
base A pour aller dans la base B par l’application f , puis on va de la base B
à la base C par l’application g.
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�

Exercice 54 (Composées).
Soient f et g des endomorphismes de R2 dont les matrices associées dans

des bases données sont

A :=

�
1 −1
2 1

�
et B :=

�
3 2
5 3

�
:

Calculer les matrices représentant les composées f ◦ g et g ◦ f dans les mêmes
bases.

�
Nous avons vu à la section 2 qu’une application linéaire matricielle f A : Rn →
Rn est un isomorphisme si et seulement si la matrice A est inversible. Dans ce
cas, l’application réciproque est donnée par l’inverse de la matrice : (f A)−1 =
f A−1 . Ceci donne la matrice qui représente la réciproque d’une application
linéaire, avec la proposition 64.

Proposition 65. Soit f : U → V un isomorphisme et soient A une base
de U et B une base de V .

La matrice représentant la réciproque f −1 : V → U de f dans les bases B
et A est l’inverse de la matrice qui représente f :

MatA,B(f −1) = (MatB,A(f ))−1 :

�

Exercice 55 (Décalage bis).
On reprend les notations de l’exercice 48. Dans l’espace vectoriel R3[X ] des

polynômes de degré inférieur ou égal à 3, on considère l’application linéaire
«décalage» suivante

�
dec : R3[X ] → R3[X ]

P(X ) 7→ P(X + 1) :

(1) Écrire la matrice MatB,B(dec) de l’application linéaire dec dans la base
B :=

�
1; X; X 2; X 3

	
.

(2) En utilisant la matrice MatB,B(dec), calculer l’image par dec du poly-
nôme P = 2X 3 − 3X 2 + 7.

(3) Reprendre les questions de l’exercice 48 avec cette représentation ma-
tricielle de l’application dec.

(4) Montrer que la famille
�
1; 1 + X; 1 + 2X + X 2; 1 + 3X + 3X 2 + X 3

	

forme une base de R3[X ].

�



4. MATRICE ASSOCIÉE À UNE APPLICATION LINÉAIRE 199

Considérons l’exemple de l’application identité id : U → U mais écrivons
là en prenant deux bases différentes B et B′ de U .

Définition (Matrice de passage). On appelle matrice de passage de la base
B′ dans la base B la matrice de l’application identité dans les bases B et B′ :

MatB,B′(id) :

Par définition, la matrice de passage est composée, en colonne, des coor-
données des vecteurs de la base B′ dans la base B.

En pratique
���. On va surtout utiliser la matrice de passage de la

manière suivante. On connait souvent une base B de l’espace que l’on étudie,
par exemple une base canonique 4 et on voudrait étudier les propriétés d’une
nouvelle base B′. La seule manière de définir cette nouvelle base est de la définir
en coordonnées dans la première base. Cette donnée est donc équivalente à la
matrice de passage. Notez que cette interprétation permet de ne pas se tromper
dans l’ordre des bases. En effet, il est très naturel d’écrire la nouvelle base dans
l’ancienne alors que le problème inverse est beaucoup plus difficile.

Application
���(Changement de bases dans un même espace

vectoriel). Lorsque l’on a deux bases B («ancienne») et B′ («nouvelle») d’un
même espace vectoriel U , on est amené à chercher les coordonnées d’un vec-
teur dans la nouvelle base à partir de celles dans l’ancienne. La matrice de
passage apporte une solution élégante et pratique à cette question.

Soit ~u = � 1~u1 + · · · + � n~un un vecteur de U écrit dans la base B =
{~u1; : : : ; ~un}. Pour trouver les coordonnées de ~u = � ′

1~u′1 + · · · + � ′
n~u′n dans

l’autre base B′, il suffit de regarder son image par l’application identité dans
la base B à la source et la base B′ au but. Or on sait que la matrice de cette
application est justement

MatB′,B(id) =
�
MatB,B′(id)

� −1 :

Proposition 66. Les coordonnées � ′
1; : : : ; � ′

n du vecteur ~u dans la base B′
sont données par le produit de la matrice colonne composée des coordonnées de
~u dans la base B avec l’inverse de la matrice de passage

0

B@
� ′
1
...

� ′
n

1

CA =
�
MatB,B′(id)

� −1

0

B@
� 1
...

� n

1

CA :

4. cet adjectif signifie «très naturel» voire «intrinsèque». Attention, tous les espaces vec-
toriels n’admettent de telle base.



200 CHAPITRE 3. APPLICATIONS LINÉAIRES

Démonstration. C’est une application immédiate de la proposition 65 à
l’isomorphisme identité. �

Exemple. Reprenons l’exercice 37 avec cette méthode. On travaille dans
l’espace vectoriel R3[X ] muni de sa base canonique B =

�
1; X; X 2; X 3

	
. On

considère la nouvelle base donnée par B′ =
�
1; 1 + X; 1 + X + X 2; 1 + X +

X 2 + X 3
	
. La matrice de passage de la base B′ dans la base B est donc

MatB,B′(id) =

0

BB@

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

1

CCA :

Son inverse est égale à

�
MatB,B′(id)

� −1
=

0

BB@

1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1

1

CCA :

Un polynôme P = a0 + a1X + a2X 2 + a3X 3 a donc pour coordonnées dans la
nouvelle base B′

0

BB@

1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1

1

CCA

0

BB@

a0

a1

a2

a3

1

CCA =

0

BB@

a0 − a1

a1 − a2

a2 − a3

a3

1

CCA :

Au final le polynôme P s’écrit de la manière suivante dans la base B′ :

P = (a0 − a1) + (a1 − a2)(1 + X )+

(a2 − a3)(1 + X + X 2) + a3(1 + X + X 2 + X 3):

�

Exercice 56 (Changement de base).
On considère la base suivante de R3

B := {(1; 0; 2); (2; 1;−1); (3; 0; 7)} :

(1) Écrire les coordonnées d’un élément (x; y; z) de R3 dans la base B.
On considère les sous-espaces vectoriels

U := Vect({(1; 0; 2)}) et V := Vect({(2; 1;−1); (3; 0; 7)}) :

(2) Décrire la projection projVU sur U parallèlement à V.

�



4. MATRICE ASSOCIÉE À UNE APPLICATION LINÉAIRE 201

Application
���(Changement de base dans la matrice associée

à une application linéaire).

Attention
�

. La matrice représentant une application linéaire dépend
très fortement des bases choisies. Si on change de bases, les coefficients de la
matrice changent aussi.

Soit f : U → V une application linéaire et soient A et B des bases de U
et de V respectivement. Ces données induisent la matrice associée MatB,A(f ).
On se donne maintenant deux nouvelles bases A′ et B′ de U et de V respec-
tivement. Quelle est la nouvelle matrice MatB′,A′(f ) représentant l’application
linéaire f en fonction de l’ancienne MatB,A(f ) ?

La composée des trois applications suivantes

U
idU // U

f // V
idV // V

A′ A B B′

n’est rien d’autre que la fonction f mais dans les nouvelles bases. Donc la
réponse est donnée en passant aux différentes matrices associées.

Proposition 67. La matrice représentant l’application linéaire f : U → V
dans les nouvelles bases A′ et B′ est donnée par

MatB′,A′(f ) = (MatB,B′(id))−1MatA,A(f )MatA,A′(id) :

Démonstration. C’est un corollaire direct des propositions 64 et 65. �

Conseil

���. Il ne faut pas avoir peur de toutes ces notations ! Prenez
le temps de bien comprendre ce que l’on fait. Et puis, comme nous l’avons déjà
dit, les notations que nous avons choisies dès le début fournissent un moyen
pratique pour s’en souvenir. Comme la composition des fonctions, si on lit de
la droite vers la gauche, la formule

MatB′,A′(f ) = MatB′,B(id)MatB,A(f )MatA,A′(id) :

on passe de la base A′ vers la base A sans changer les éléments (identité), puis
on effectue l’application f de A vers B et enfin on passe de la base B vers la
base B′ sans changer les éléments. Enfin, on change les places de B et B′ dans
la matrice de gauche au prix d’inverser la matrice.

Corollaire 68. Dans le cas d’un endormorphisme f : U → U , si on note
P := MatB,B′(id) la matrice de passage entre deux bases et A := MatB,B(f ) la
matrice de f dans la base B, alors la matrice de f dans la base B′ est

MatB′,B′(f ) = P−1AP :
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Exemple. On considère l’application linéaire
�

f : R3 → R3

(x; y; z) 7→ (2y − z;3x − 2y;−2x + 2y + z) :
Sa matrice dans la base canonique

Bcan = {~e1 = (1; 0; 0); ~e2 = (0; 1; 0); ~e3 = (0; 0; 1)}
est

A :=

0

@
0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1

1

A :

Considérons maintenant la base

B := {~u1 = (1; 1; 1); ~u2 = (4; 3;−2); ~u3 = (2;−3; 2)} :

La matrice de passage P = MatBcan ,B(id) de la base B dans la base Bcan est
donc

P =

0

@
1 4 2
1 3 −3
1 −2 2

1

A :

Son inverse est

P−1 =
1

30

0

@
0 12 18
−5 0 5
5 −6 1

1

A :

Au final la matrice représentant l’endomorphisme f dans la base B est donnée
par le produit

MatB,B(f ) = P−1AP =

=
1

30

0

@
0 12 18
−5 0 5
5 −6 1

1

A

0

@
0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1

1

A

0

@
0 12 18
−5 0 5
5 −6 1

1

A

=

0

@
1 0 0
0 2 0
0 0 −4

1

A :

Remarque

���. Chouette résultat, non ? En choisissant une bonne
base, on a pu simplifier drastiquement la matrice représentant l’application
linéaire. Sous cette forme, l’étude de f est encore plus simple. La question que
vous devez maintenant vous poser est : «mais comment a-t-il fait pour trouver
une si jolie base ?» On vous donnera le secret de ce tour de magie dans la
section 6, promis.

�
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Exercice 57 (Application linéaire et changement de bases).
Soit f : R4 → R3 l’application linéaire définie par

f (x; y; z; t) =
�
y + t − x; 2x + t; 1

2x − z
�

:

(1) Écrire la matrice A := MatB3,B4(f ) de l’application f dans les bases
canoniques de R4 et R3.
On considère les vecteurs

~a1 := (1; 1; 0; 1); ~a2 := (1; 0; 1; 0); ~a3 := (0; 1; 1; 1); ~a4 := (1; 2; 0; 0) :

(2) Montrer que A := {~a1;~a2;~a3;~a4} est une base de R4.
On considère les vecteurs

~b1 := (2; 0; 0); ~b2 := (0; 1; 1); ~b3 := (1; 1; 0) :

(3) Montrer que B := {~b1;~b2;~b3} est une base de R3.

(4) Écrire la matrice B := MatB,A(f ) de l’application f dans ces deux
bases, à partir de sa définition.

(5) Donner les matrices de passage P et Q des bases A et B dans les bases
canoniques respectivement de R4 et R3.

(6) Retrouver la matrice B directement grâce aux matrices A , P et Q.

�

Exercice � 58 (Application linéaire matricielle). On reprend les nota-
tions de l’exercice 49. Dans l’espace vectoriel R3, on note
E := {~e1; ~e2; ~e3} la base canonique où

~e1 := (1; 0; 0); ~e2 := (0; 1; 0); ~e3 := (0; 0; 1) :

On considère la famille F := {~f 1; ~f 2; ~f 3} définie par

~f 1 := (1; 0;−1); ~f 2 := (0; 1; 2); ~f 3 := (2; 1; 1) :

(1) Montrer que F est une base de R3.
Soit ’ : R3 → R3 l’application linéaire représentée dans la base F par
la matrice

B := MatF ,F (’ ) :=

0

@
1 1 2
0 1 1
2 −1 1

1

A :

(2) Donner une base de l’image Im ’ et du noyau Ker ’ de ’ .

(3) Donner les coordonnées des vecteurs ~e1, ~e2 et ~e3 dans la base F .

(4) En déduire les coordonnés de ’ (~e1), ’ (~e2) et ’ (~e3) dans la base F .
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(5) Donner enfin les vecteurs ’ (~e1), ’ (~e2) et ’ (~e3) dans la base canonique
E .
On considère la matrice représentant l’application linéaire ’ dans la
base canonique E :

A := MatE,E(’ ) :

(6) Décrire la matrice A .
On dénote les matrices de passage par

P := MatE,F (id) et P−1 = MatF ,E(id) :

(7) Retrouver la matrice A par un calcul à l’aide des matrices B , P et P−1.

(8) Donner la matrice représentant l’application ’ avec pour base à la
source E et pour base au but F :

C := MatF ,E(f ) :

�

5. Trace et déterminant

Définition (Trace). La trace d’une matrice carrée

A =

0

B@
a1,1 · · · a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n

1

CA

est la somme de ses coefficients diagonaux

trA := a1,1 + a2,2 + · · ·+ an,n :

Exemple.

tr

0

@
0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1

1

A = 0− 2 + 1 = −1

Proposition 69. Pour toute paire A; B de matrices carrées de même taille,
la trace vérifie

tr(AB ) = tr(BA ) :

Démonstration. On montre cette égalité par un calcul direct :

tr(AB ) =

nX

i=1

 
nX

k=1

ai,kbk,i

!

=

nX

k=1

 
nX

i=1

bk,iai,k

!

= tr(BA ) :

�
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Définition (Trace d’un endomorphisme). La trace d’un endomorphisme
f : U → U est définie par la trace de la matrice associée dans une base B de
U :

trf := tr MatB,B(f ) :

Le premier réflexe que vous devez avoir, en tant qu’apprenti-e mathématicien-
ne est : cette notion est-elle bien définie ? En effet, si on prend une autre base,
ne va-t-on pas trouver un autre résultat ?

Proposition 70. La trace d’un endomorphisme ne dépend pas de la base
avec laquelle on la calcule.

Démonstration. La démonstration est courte et utilise les résultats pré-
cédents. Soit B′ une autre base de U et soit P := MatB,B′(id) la matrice de
passage de la base B′ dans la base B. Le corollaire 68 donne la matrice représen-
tant l’endomorphisme f dans la base B′. Au final, en utilisant la proposition 69,
cela donne

tr MatB′,B′(f ) = tr(P−1MatB,B(f )P) = tr(P P−1MatB,B(f )) = tr MatB,B(f ) :

�

Exemple. Reprenons l’exemple de l’application linéaire «décalage» des
polynômes �

dec : R3[X ] → R3[X ]
P(X ) 7→ P(X + 1) :

Sa matrice dans la base canonique B =
�
1; X; X 2; X 3

	
est

MatB,B(dec) =

0

BB@

1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

1

CCA :

On peut donc calculer sa trace avec cette matrice : tr dec = 4 .

�

Exercice 59 (Trace).
On considère l’application f : R3[X ]→ R3[X ] définie par

f (a + bX + cX 2 + dX 3) := d+
a + b+ c

2
X 2 + (d− b)X 3 :

(1) Montrer que l’application f est linéaire.
(2) Calculer sa trace.

�
Commençons par définir le déterminant d’une matrice carrée par récurrence

sur sa taille.
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Définition (Déterminant d’une matrice). Le déterminant d’une matrice
de taille 1× 1 est

det(a) = |a| = a :

La déterminant d’une matrice de taille n×n se ramène aux calculs de détermi-
nants de matrices de taille (n− 1)× (n− 1) par le développement par rapport
à la première colonne

detA =

�����������

a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,n

�����������

= a1,1

�������������

a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,n

�������������

−a2,1

�������������

a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,n

�������������

+· · ·+(−1)n−1an,1

�������������

a1,1 a1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,n

�������������

:

detA = a1,1

��������

a2,2 · · · a2,n

...
. . .

...

an,2 · · · an,n

��������
− a2,1

�����������

a1,2 · · · a1,n

a3,2 · · · a3,n

...
. . .

...

an,2 · · · an,n

�����������

+

· · ·+ (−1)n−1an,1

��������

a1,2 · · · a1,n

...
. . .

...

an−1,2 · · · an−1,n

��������
:

Remarque
���. Cette définition est élémentaire mais le calcul peut

s’avérer très long. Si votre petit frère vous embête un jour, donnez lui cette
définition, qu’il peut facilement comprendre, et demandez lui de calculer un
déterminant de taille 10 × 10. Il faudra qu’il se ramène à 10 déterminants de
taille 9×9 puis à 10×9 déterminants de taille 8×8, etc. Au final, cela fait 10!
calculs. Votre petit frère devrait vous laisser tranquille après un coup pareil !

Les propositions suivantes vont vous donner des méthodes de calcul plus
élaborées.
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Proposition 71. Les formules suivantes calculent les déterminants de pe-
tites tailles.
� 2× 2 :

a b
c d = ad− bc :

� 3× 3 : Méthode de Sarrus

a b c
d e f
g h i

= aei + bfg + cdh− afh − bdi− ceg :

Interprétation

���. La méthode de Sarrus revient à considérer les
6 «diagonales» de la matrice 3× 3. Pour chacune d’entre elles, on multiplie les
éléments qui sont dessus. Si la direction de la diagonale est en bas à droite,
alors on affecte le résultat du signe +

����������

+

��

+ +

��

a b c

��

d e f

g h i

����������

et si la direction de la diagonale est en bas à gauche, alors on affecte le résultat
du signe −

����������

− − −

��

a b c

��

d e f

��
g h i

����������

:

Exemple.
0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1

= −6− 6 + 4 = −8

Attention
�

. N’essayez pas de généraliser naïvement la méthode de
Sarrus pour les déterminants de dimensions supérieures. Le simple fait de ne
considérer que les grandes diagonales ne donne pas le bon résultat ! (Il y a en fait
beaucoup plus de termes dans le calcul des déterminants de taille supérieure.)
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Proposition 72. Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure ou
inférieure est donné par le produit des éléments diagonaux

���������������

a1,1 a1,2 · · · a1,n

0 a2,2 · · · a2,n

0 0
. . .

...
...

...
. . .

0 0 · · · 0 an,n

���������������

= a1,1a2,2 : : : an,n :

Démonstration. Cette propriété se montre par un récurrence élémen-
taire sur n en utilisant la définition du déterminant basée sur le développement
par rapport à la première colonne. �

Proposition 73 (Opérations sur les colonnes).
� Intervertir deux colonnes change le signe du déterminant

��������

· · · Ci · · · Cj · · ·

��������
= −

��������

· · · Cj · · · Ci · · ·

��������
:

� Multiplier une colonne par un nombre � donne une matrice dont le
déterminant est égal à � fois le déterminant de départ

��������

· · · �C i · · ·

��������
=

������������

�a 1,i

· · ·
... · · ·

�a n,i

������������

= �

�����������

a1,i

· · ·
... · · ·

an,i

�����������

= �

��������

· · · Ci · · ·

��������
:

� Lorsqu’une colonne est somme de deux colonnes, le déterminant est égal
à la somme des deux déterminants des matrices obtenues avec chacune
des deux colonnes

��������

· · · Ci + C ′
i · · ·

��������
=

��������

· · · Ci · · ·

��������
+

��������

· · · C ′
i · · ·

��������
:
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� Ajouter à une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes ne
change pas le déterminant

��������

· · · Ci · · ·

��������
=

��������

· · · Ci + � 1C1 + · · ·+ � i−1Ci−1 + � i+1Ci+1 + · · ·+ � nCn · · ·

��������
:

Proposition 74. Le déterminant d’une matrice est égal au déterminant
de sa matrice transposée

detA = det tA :

Règle générale

���. Comme la transposée d’une matrice change les
lignes en colonnes et les colonnes en lignes, tous les résultats que nous venons
de voir pour calculer le déterminant d’une matrice sont encore valables si on
travaille avec les lignes à la place des colonnes.

Pour définir le déterminant d’un endomorphisme, nous utilisons exactement
la même méthode que pour la trace. Or, nous avons que pour cela, nous avions
besoin d’un résultat du type suivant.

Proposition 75. Pour toute paire A; B de matrice carrée de même taille,
le déterminant vérifie

det(AB ) = det(BA ) = detA detB :

Définition (Déterminant d’un endomorphisme). Le déterminant d’un en-
domorphisme f : U → U est défini par le déterminant de la matrice associée
dans une base B de U :

det f := detMatB,B(f ) :

Encore une fois, nous sommes sortis couverts : cette notion est bien définie,
le résultat ne dépend pas de la base choisie.

Proposition 76. Le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas de
la base avec laquelle on le calcule.

Démonstration. La démonstration est exactement la même que celle de
la proposition 70. �

Exemple. Le déterminant de l’application «décalage» des polynômes
�

dec : R3[X ] → R3[X ]
P(X ) 7→ P(X + 1)
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vaut
1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

= 1 :

Cette object combinatoire qu’est, pour l’instant, le déterminant, permet
aussi de répondre à des questions sur les espaces vectoriels.

Proposition 77. Une famille {~c1; : : : ;~cn} de vecteurs de Rn forme une
base si et seulement si le déterminant de la matrice associée n’est pas nul

det(~c1| · · · |~cn) 6= 0 :

Démonstration. On peut bien comprendre ce résultat avec sa démons-
tration. S’il existe une combinaison linéaire non triviale de ~0 avec des vecteurs
de {~c1; : : : ;~cn}, alors la proposition 73 assure que le déterminant est nul. Donc,
si le déterminant n’est pas nul, la famille est libre et comme elle a autant d’élé-
ments que la dimension de Rn, c’est une base.

Dans l’autre sens, si la famille forme une base, alors on peut échelonner
la matrice par colonne pour obtenir une matrice triangulaire inférieure dont
aucun des coefficients diagonaux n’est nul. On conclut que le déterminant n’est
pas nul avec les propositions 72 et 73. �

Comme application, on obtient la propriété suivante.

Corollaire 78. Une matrice A est inversible (respectivement un endomor-
phisme f : U → U est un automorphisme) si et seulement si le déterminant
de A (respectivement le déterminant det f 6= 0 de f ) n’est pas nul, detA 6= 0.

Démonstration. Comme application du théorème 62, nous avons vu
qu’une matrice carrée A ∈ Mn est inversible si et seulement si le rang de
ses vecteurs colonnes est maximal, c’est-à-dire qu’ils forment une base de Rn.
La proposition 77 ci-dessus montre donc que la matrice A est inversible si et
seulement si son déterminant n’est pas nul. �

�

Exercice 60 (Rang).
On considère la matrice

A :=

0

@
1 2 3
4 0 5
6 7 8

1

A :

(1) Calculer le déterminant de A .

(2) Quel est le rang de la matrice A ?
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(3) Montrer que la famille

{(1; 4; 6); (2; 0; 7); (3; 5; 8)}

forme une base de R3.

�

La notion de déterminant permet aussi de donner une formule générale qui
fournit les solutions des systèmes d’équations linéaires.

Proposition 79 (Méthode de Cramer). Soit
8
><

>:

a1,1x1 + · · ·+ a1,nxn = b1
...

...
an,1x1 + · · ·+ an,nxn = bn

un système d’équations linéaires qui s’écrit matriciellement AX = B , avec

A =

0

B@
a1,1 · · · a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n

1

CA ; B =

0

B@
b1
...

bn

1

CA ; et X =

0

B@
x1
...

xn

1

CA

où A est une matrice inversible. Ce système admet une unique solution donnée
par

xi =
1

detA
det

�
A1| · · · |A i−1|B |A i+1| · · · |An

�

où ce déterminant est celui de la matrice obtenue à partir de la matrice A en
remplaçant la i -ème colonne par B .

Remarque

���. Sans utiliser le déterminant, cette solution est obte-
nue par la formule X = A−1B . Mais cela implique de calculer l’inverse d’une
matrice ; c’est vous qui voyez.

Exemple. On cherche à résoudre le système d’équations linéaires
�

2x − 7y = 3
−x + 4y = 5 :

Il est équivalent à l’équation AX = B , avec

A =

�
2 −7
−1 4

�
; B =

�
3
5

�
; et X =

�
x
y

�
:

Comme le déterminant de A vaut
2 −7
−1 4

= 8− 7 = 1 6= 0 ;
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la matrice A est inversible. Le système admet donc une unique solution qui
vaut

x =
1

detA
3 −7
5 4

= 12 + 35 = 47 ;

y =
1

detA
2 3
−1 5

= 10 + 3 = 13 :

�

Exercice 61 (Méthode de Cramer).
On considère le système d’équations linéaires suivant

8
<

:

2x + y − z = 1
3x + 2y + z = 4
x + 3y + z = 2 :

(1) Décrire l’ensemble des solutions avec la méthode de Cramer.
(2) Retrouver ce résultat par un calcul matriciel utilisant l’inversion d’une

matrice.

�

6. Diagonalisation

Revenons un instant sur l’exemple de l’application linéaire
�

f : R3 → R3

(x; y; z) 7→ (2y − z;3x − 2y;−2x + 2y + z) :

donnée à la section 4. Elle peut aussi s’écrire
�

f : R3 → R3

X 7→ AX ;
avec

X =

0

@
x
y
z

1

A et A =

0

@
0 2 −1
3 −2 0
−2 2 1

1

A :

Nous avions vu que la matrice de cet endomorphisme dans la base

B := {~u1 = (1; 1; 1); ~u2 = (4; 3;−2); ~u3 = (2;−3; 2)}
est

MatB,B(f ) =

0

@
1 0 0
0 2 0
0 0 −4

1

A :

La forme diagonale, c’est-à-dire particulièrement simple, de cette dernière per-
met de répondre très facilement à toutes les questions se posant sur l’endo-
morphisme f . Par exemple, on voit immédiatement qu’il est inversible, que
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son déterminant vaut −8 et que si on note par (x ′; y′; z′) les coordonnées dans
cette nouvelle base B, l’application f s’écrit

f :
�
x ′; y′; z′

�
7→

�
x ′; 2y′;−4z′

�
:

Maintenant la grande question qui reste en suspens est : «est-ce que tous
les endomorphismes admettent de telles bases ?» ou encore «comment fait-on
en pratique pour en trouver une ?» Dans cette section, on vous dit tout !

Définition (Endomorphisme/matrice diagonalisable).
� Un endomorphisme f : U → U est diagonalisable s’il existe une base
B de U telle que la matrice de f dans cette base soit une matrice
diagonale, c’est-à-dire

MatB,B(f ) =

0

BBBBBBBBB@

� 1 0 0 · · · 0

0 � 2 0 · · · 0

0 0
. . . . . .

...
...

...
. . . � n−1 0

0 0 · · · 0 � n

1

CCCCCCCCCA

:

� Une matrice carrée A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible
P telle que la conjugaison de A par P est une matrice diagonale, c’est-
à-dire

P−1AP =

0

BBBBBBBBB@

� 1 0 0 · · · 0

0 � 2 0 · · · 0

0 0
. . . . . .

...
...

...
. . . � n−1 0

0 0 · · · 0 � n

1

CCCCCCCCCA

:

Remarque

���. Remarquez que ces deux définitions sont les équiva-
lentes. En effet, à partir d’une matrice A , on peut considérer l’endomorphisme
f A de Rn défini par X 7→ AX . Dire qu’il est diagonalisable signifie qu’il existe
une nouvelle base telle que la matrice de f A dans cette base soit diagonale.
Mais si on note par P la matrice de passage (inversible) de cette nouvelle base
dans la base canonique, la formule de changement de base donne que cette
matrice diagonale n’est autre que P−1AP .

Essayons de raisonner par analyse-synthèse, c’est-à-dire commençons par
bien étudier le cas des endomorphismes diagonalisables et d’en tirer, après
coup, une méthode pour détecter ceux qui le sont et comment les diagonaliser.
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Considérons donc un endomorphisme f : U → U diagonalisable. Quelle
propriété doivent vérifier les vecteurs B = {~u1; : : : ; ~un} d’une base pour que
la matrice de f soit diagonale ? Simple : ils doivent tous vérifier l’équation
f (~ui) = � i~ui

Définition (vecteur/valeur propre). Soient un vecteur non nul ~u 6= ~0 et
un nombre � ∈ R qui vérifie l’équation

f (~u) = �~u :

Alors le vecteur ~u est un vecteur propre de valeur propre � .

Attention
�

. D’accord, on vient de l’écrire dans la définition ... mais
c’est la faute que l’on voit le plus souvent chez les étudiant-es, donc il est
bon de le dire encore : un vecteur propre n’est jamais nul ! Une bonne raison
pour avoir choisi cette convention est que si on autorisait le vecteur nul à être
vecteur propre, alors tout nombre réel serait valeur propre car f (~0) = � ~0, pour
tout � .

Exemple. Dans l’exemple précédent, le vecteur ~u3 = (2;−3; 2) est un
vecteur propre de f de valeur propre −4 : f (~u3) = −4~u3.

Proposition 80. Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il
existe une base de vecteurs propres.

Démonstration. Nous avons dégagé ci-dessus la définition idoine qui
rend quasi-automatique la démonstration de cette proposition.

(⇒) : Si un endomorphisme f est diagonalisable, alors il existe une base
B = {~u1; : : : ; ~un} de vecteurs vérifiant f (~ui) = � i~ui, pour tout 1 6 i 6
n, c’est-à-dire une base de vecteurs propres.

(⇐) : S’il existe une base B = {~u1; : : : ; ~un} de vecteurs propres, cela im-
plique que la matrice de l’endomorphisme dans cette base ne possède
que des 0 sauf éventuellement sur la diagonale.

�

Pour pouvoir diagonaliser un endomorphisme, il faut donc qu’il y ait suf-
fisamment de vecteurs propres. Notre mission va donc être maintenant de les
traquer.

Un vecteur propre n’admet qu’une seule valeur propre. A l’inverse, à toute
valeur propre correspond une infinité de vecteurs propres, au moins tous les
multiples de ~u car

f (a~u) = af (~u) = a(�~u ) = � (a~u); pour tout a ∈ R :
Ça sent le sous-espace vectoriel ; considérons tous les vecteurs propres, dans
leur ensemble, à valeur propre fixée.
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Définition (Sous-espace propre). L’union de l’ensemble des vecteurs propres
de valeur propre � avec le vecteur nul

Eλ := {~u ∈ U | f (~u) = �~u }

est appelé le sous-espace propre associé à � .

Exemple. Dans l’exemple précédent, déterminons le sous-espace propre
associé à la valeur propre −4. Il est formé de tous les vecteurs X = (x; y; z) ∈
R3 vérifiant l’équation

f (X ) = AX = (−4)X ;
c’est-à-dire le système d’équations linéaires

8
<

:

2y − z = −4x
3x − 2y = −4y
−2x + 2y + z = −4z :

Ce dernier se résout de la manière suivante8
<

:

4x + 2y − z = 0
3x + 2y = 0
−2x + 2y + 5z = 0

⇐⇒ 3x = −2y = 3z :

Le sous-espace propre associé à la valeur propre −4 est donc la droite engendrée
par le vecteur ~u3 = (2;−3; 2) :

E−4 = Vect({(2;−3; 2)}) :

Proposition 81.
� Tout sous-espace propre Eλ est un sous-espace vectoriel de U .
� Un nombre � ∈ R est valeur propre si et seulement si la dimension du

sous-espace propre associé est supérieure à 1 :

dimEλ > 1 :

Démonstration.
� Ce premier point est très intéressant car il permet de donner une autre

caractérisation équivalente de la notion de sous-espace propre. Remar-
quons les équivalence suivantes :

f (~u) = �~u ⇐⇒ f (~u)− �~u = ~0⇐⇒ (f − � id)(~u) = ~0 :

Le sous-espace propre Eλ est donc égal au noyau de l’endomorphisme
f − � id

Eλ = Ker(f − � id) :

C’est donc un sous-espace vectoriel par la proposition 53.
� Cela découle automatiquement du fait qu’un vecteur propre est non

nul.
�



216 CHAPITRE 3. APPLICATIONS LINÉAIRES

Remarque

���. Remarquez que le sous-espace propre E0 n’est autre
que le noyau de f

E0 = {~u ∈ U | f (~u) = ~0} = Kerf :
Après avoir considéré les ensembles de vecteurs propres, on va maintenant

étudier l’ensemble des valeurs propres.
Définition (Spectre). Le spectre d’un endomorphisme est l’ensemble de

ses valeurs propres ; on le note

Specf = {� 1; : : : ; � k} :

Exemple. Dans l’exemple que nous suivons, on sait pour l’instant que le
spectre de l’endomorphisme f contient

{1; 2;−4} ⊂ Specf :
Diagonaliser une matrice signifie trouver une base de vecteurs propres.

L’idée la plus naive consiste à prendre une base de chaque sous-espace propre
non-trivial et à former leur union. La proposition suivante montre que c’est
une bonne idée : on obtient bien ainsi une famille libre.

Proposition 82.
� Soit Specf = {� 1; : : : ; � k} le spectre de f et soient {Bi}i=1,...,k des bases

des sous-espaces propres Eλi . Alors l’union B1 ∪ · · · ∪ Bk de ces bases
forme une famille libre.
� L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si B1 ∪ · · · ∪ Bk

forme une base de U , c’est-à-dire que son cardinal est égal à la dimen-
sion de U :

|B1 ∪ · · · ∪ Bk| = dimU :

En termes de sous-espaces propres, cette proposition est équivalente à la
suivante.

Proposition 83.
� Les sous-espaces propres non-triviaux sont en somme directe

Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk :
� L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si les sous-espaces

propres engendrent tout l’espace vectoriel U :

Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk = U :

Exemple. Dans notre exemple, il y trois sous-espaces propres non-triviaux
E1, E2 et E−4 qui sont tous de dimension 1. L’endomorphisme est diagonali-
sable car l’espace total R3 est décomposable en somme directe de ces trois
droites :

E1 ⊕ E2 ⊕ E−4 = R3 :
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Conclusion
���. Un endomorphisme (une matrice) est diagonalisable

s’il y a assez de vecteurs propres pour engendrer tout l’espace. Plus précisé-
ment, cela arrive lorsque la dimension totale des sous-espaces propres est égale
à celle l’espace U .

On a presque toutes les cartes en main : il suffit de déterminer la taille
des sous-espaces propres, que l’on sait déterminer en résolvant des systèmes
d’équations linéaires. Ce qu’il nous manque, c’est un outil pratique pour cal-
culer les valeurs propres, c’est-à-dire le spectre. Le résultat précédent montre
déjà qu’il y a au plus n = dimU valeurs propres car aucune des bases Bi n’est
vide. Donc le spectre est un ensemble fini. Toute la magie de la diagonalisation
est dans le résultat suivant : les valeurs propres ne sont rien d’autres que les
racines d’un polynôme bien choisi.

Définition (Polynôme caractéristique). Le polynôme caractéristique d’un
endomorphisme f (respectivement d’une matrice A) est le déterminant de f −
X id (respectivement de A − XI ) :

� f (X ) := det(f − X id) et � A(X ) := det(A − XI ) :

Exemple. Dans l’exemple que nous suivons, le polynôme caractéristique
vaut

� f (X ) = det(f − X id) = det(A − XI ) =
−X 2 −1
3 −2− X 0
−2 2 1− X

:

On peut le calculer en faisant la somme de toutes les colonnes, ce qui en change
pas le déterminant.

� f (X ) =
1− X 2 −1
1− X −2− X 0
1− X 2 1− X

= (1− X )
1 2 −1
1 −2− X 0
1 2 1− X

= (1− X )
1 2 −1
0 −4− X 1
0 0 2− X

= −(X − 1)(X − 2)(X + 4) :

Proposition 84. Le polynôme caractéristique a la forme développée sui-
vante

� f (X ) = (−1)nX n + (−1)n−1trfX n−1 + · · ·+ det f :

Exemple. Dans notre exemple, on trouve

� f (X ) = −X 3 + (−1)
| {z }
trf=−1

X 2 + 11X + (−8)
| {z }

det f=−8

:
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Proposition 85. Un nombre � ∈ R est valeur propre d’un endomorphisme
f si et seulement si � est racine du polynôme caractéristique � f (X ).

Specf = {racines de � f (X )} :

Démonstration. La démonstration est particulièrement simple, alors ne
nous privons pas. Un nombre � ∈ R est racine du polynôme caractéristique
si et seulement le déterminant det(f − � id) = 0 est nul. Ceci est équivalent
au fait que l’endomorphisme f − � id n’est pas injectif par le corolaire 78 et
le théorème 62. Au final, ceci équivaut au fait que � est valeur propre par la
proposition 81. �

Exemple. Dans notre exemple, comme le polynôme caractéristique vaut

� f (X ) = −(X − 1)(X − 2)(X + 4) ;

ce résultat montre que le spectre est égal à l’ensemble suivant

Specf = {1; 2;−4} :

Théorème 86 (Critère de diagonalisabilité). Un endomorphisme f (res-
pectivement une matrice A) est diagonalisable si et seulement si son polynôme
caractéristique est scindé

� f (X ) = (X − � 1)
ν1 · · · (X − � k)

νk

et si les dimensions de chaque sous-espace propre est égal à la multiplicité
algébrique de la valeur propre comme racine du polynôme caractéristique

dimEλi = � i :

Dans ce cas, la matrice diagonale obtenue est la matrice diagonale avec � 1 fois
� 1, ..., � k fois � k sur la diagonale.

En pratique
���. Si on veut savoir si un endomorphisme ou une ma-

trice est diagonalisable, on commence par calculer son polynôme caractéris-
tique. S’il n’est pas scindé, on s’arrête : on ne pourra jamais diagonaliser. S’il
est scindé, on considère les racines ; elles fournissent les valeurs propres pour
lesquelles on pourra trouver des vecteurs propres. Mieux, la multiplicité al-
gébrique des racines donne un majorant pour la dimension des sous-espaces
propres associés

1 6 dimEλi 6 � i :

L’endomorphisme ou la matrice est alors diagonalisable si et seulement si la
dimension des sous-espaces propres est maximale, c’est-à-dire égale à la mul-
tiplicité algébrique de la valeur propre comme racine du polynôme caractéris-
tique.
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Exemple. Considérons la matrice

A =

�
1 −1
0 1

�
:

Son polynôme caractéristique vaut � A(X ) = (X − 1)2. Il n’existe donc qu’un
seul sous-espace propre E1 non réduit au vecteur nul. On sait déjà que sa
dimension 1 ou 2. Pour la déterminer, on va appliquer le théorème du rang à
la matrice A − I (c’est-à-dire à l’endomorphisme f A − id). Le rang de A − I
vaut

rg

�
0 −1
0 0

�
= 1

donc la dimension de E1 vaut

dimE1 = dimKer(A − I ) = dimR2 − rg (A − I ) = 2− 1 = 1 :

On en conclut que la matrice A n’est pas diagonalisable.

Corollaire 87. Un endomorphisme f (respectivement une matrice A) dont
le polynôme caractéristique est scindé à racines simples

� f (X ) = (X − � 1) · · · (X − � n)

est diagonalisable.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier du critère de diagonalisa-
bilité (théorème 86) précédent. Ici, tous les � i, pour 1 6 i 6 n, sont valeurs
propres. Donc la dimension de leurs sous-espaces propres vaut au moins 1. Mais
comme il y en a n, cette dimension est toujours égal à 1 et la somme directe
des sous-espaces propres engendre tout l’espace vectoriel. �

Exemple. L’exemple que nous étudions depuis le début de cette section
entre dans ce cas particulier où le polynôme caractéristique est scindé à racines
simples. Et nous avons vu que l’endomorphisme est bien diagonalisable.

�

Exercice 62 (Diagonalisation à valeurs propres simples).
Soit f : R3 → R3 l’application linéaire dont la matrice dans la base

canonique B est la suivante

A = MatB,B(f ) :=

0

@
1 1 −1
1 1 0
0 0 1

1

A :

(1) Quel est le rang de f ?
(2) En déduire, sans calcul, que 0 est valeur propre de f .
(3) Calculer le polynôme caractéristique � f (X ) de f .
(4) En déduire, sans plus de calcul, mais en justifiant, que f est diagonali-

sable.
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(5) Montrer, sans diagonaliser complètement A , que tr
�
Ak

�
= 1+2k, pour

tout k ∈ N\{0}.
(6) Diagonaliser l’endomorphisme f .

�

Exercice 63 (Diagonalisation à valeurs propres avec multiplicité).
On note B := {~e1; ~e2; ~e3} la base canonique de R3. On considère l’applica-

tion linéaire f : R3 → R3; X 7→ AX , dont la matrice représentative dans la
base B est la suivante

A = MatB,B(f ) :=

0

@
3 −1 −1
0 2 0
−1 1 3

1

A :

(1) Quel est le rang de f ?
(2) En déduire que F := {f (~e1); f (~e2); f (~e3)} est une base de R3 et que 0

n’est pas valeur propre de f .
(3) Calculer le polynôme caractéristique � f (X ) de f .
(4) Quelle sont les dimensions des sous-espaces propres E2 et E4 associés

aux valeurs propres 2 et 4 ? Trouver une base de R3 constituée de vec-
teurs propres de f .

(5) Trouver une matrice inversible P ∈ GL3(R) et une matrice diagonale
∆ telles que A = P−1∆P .

�

Exercice 64 (Non diagonalisable).
On considère la matrice suivante

A :=

0

@
7 3 −4
−6 −2 5
4 2 −1

1

A :

(1) Calculer le polynôme caractéristique � A(X ) de la matrice A .
(2) Quelle sont les dimensions des sous-espaces propres E1 et E2 associés

aux valeurs propres 1 et 2 ?
(3) La matrice A est-elle diagonalisable ?

�

7. Trigonalisation

Nous venons de voir un critère qui caractérise les endomorphismes et les
matrices diagonalisables. Ceci montre qu’il n’est pas toujours possible de ré-
duire un endomorphisme sous forme diagonale. Nous allons maintenant essayer
de réduire les endomorphismes sous une forme plus générale, et donc moins res-
trictive, celle des matrices triangulaires supérieures.
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Définition (Endomorphisme/matrice trigonalisable).
� Un endomorphisme f : U → U est trigonalisable s’il existe une base
B de U telle que la matrice de f dans cette base soit une matrice
triangulaire supérieure, c’est-à-dire

MatB,B(f ) =

0

BBBBBBBBB@

� 1 ∗ ∗ · · · ∗
0 � 2 ∗ · · · ∗

0 0
. . . . . .

...
...

...
. . . � n−1 ∗

0 0 · · · 0 � n

1

CCCCCCCCCA

:

� Une matrice carrée A est trigonalisable s’il existe une matrice inversible
P telle que la conjugaison de A par P est une matrice triangulaire
supérieure, c’est-à-dire

P−1AP =

0

BBBBBBBBB@

� 1 ∗ ∗ · · · ∗
0 � 2 ∗ · · · ∗

0 0
. . . . . .

...
...

...
. . . � n−1 ∗

0 0 · · · 0 � n

1

CCCCCCCCCA

:

Remarques.
� Comme les matrices diagonales sont des exemples de matrices triangu-

laires supérieures, un endomorphisme ou une matrice diagonalisable est
trigonalisable.
� On peut faire la même remarque qu’après la définition de la diagonali-

sabilité : une matrice A est trigonalisable si et seulement si l’endomor-
phisme f A : X → AX associé est trigonalisable.

Exemple. Considérons l’endomorphisme suivant
�

f : R2 → R2

(x; y) 7→ (2x − y; x) :

Dans la base B := {(1; 1); (1; 2)}, on a f (1; 1) = (1; 1) et f (1; 2) = (0; 1) =
−(1; 1) + (1; 2), donc la matrice représentant l’endomorphisme f dans cette
base est triangulaire supérieure :

MatB,B(f ) =
�

1 −1
0 1

�
:
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Notons A la matrice représentant l’endomorphisme f dans la base canonique
C de R2

A := MatC,C(f ) =
�

2 −1
1 0

�

et notons P la matrice inversible de passage de la base B dans la base canonique
C

P := MatC,B(id) =

�
1 1
1 2

�
:

On peut alors calculer son inverse

P−1 =

�
2 −1
−1 1

�
:

Le produit P−1AP donne bien une matrice triangulaire supérieure

P−1AP =

�
2 −1
−1 1

� �
2 −1
1 0

� �
1 1
1 2

�
=

�
1 −1
0 1

�
:

Il existe un critère de trigonalisabilité, qui est formé de la première condi-
tion du critère de diagonalisabilité (théorème 86).

Théorème 88 (Critère de trigonalisabilité). Un endomorphisme f (res-
pectivement une matrice A) est trigonalisable si et seulement si son polynôme
caractéristique est scindé

� f (X ) = (X − � 1)
ν1 · · · (X − � k)

νk :

Dans ce cas, la matrice triangulaire obtenue est une matrice avec � 1 fois � 1,
..., � k fois � k sur la diagonale.

�

Exercice 65 (Non diagonalisable, mais trigonalisable).
On reprend l’énoncé de l’exercice 64.

(4) La matrice A est-elle trigonalisable ?
(5) Donner une matrice inversible P telle que P−1AP soit une matrice

triangulaire supérieure.

�

Exercice 66 (Trigonalisation).
On considère l’application linéaire f : R3 → R3 dont la matrice représen-

tative dans la base canonique B est la suivante

A = MatB,B(f ) :=

0

@
2 2 −3
5 1 −5
−3 4 0

1

A :

(1) L’endomorphisme f est-il trigonalisable ?
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(2) Quelle est la dimension du sous-espace propre E1 associé à la valeur
propre 1 ?

(3) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
(4) Donner une base dans laquelle l’endomorphisme f est représenté par

une matrice triangulaire supérieure.

�

Remarque

���. Depuis le début du chapitre 2, nous travaillons avec
des espaces vectoriels dont les scalaires sont des nombres réels R. Or, il n’y
rien de particulier aux nombres réels dans la définition des espaces vectoriels.
Nous pouvons très bien considérer des espaces vectoriels dont les scalaires sont
des nombres rationnels Q ou des nombres complexes C. 5

Par exemple, les matrices à coefficients complexes forment un espace vec-
toriel sur C. En effet, on peut sommer des matrices à coefficients complexes
et les multiplier par des nombres complexes ! Le grand intérêt de considérer
les matrices à coefficients complexes plutôt que réels réside dans le théorème
suivant.

Corollaire 89. Sur le corps des nombres complexes, tout endomorphisme
(respectivement toute matrice) est trigonalisable.

Démonstration. Ce corollaire est une conséquence du Théorème 20 de
d’Alembert–Gauss 6 . �

Exemple. Considérons la matrice

A :=

�
1 −1
2 −1

�
;

dont le polynôme caractéristique vaut

� A(X ) =
1− X −1

2 −1− X = X 2 + 1 :

Il n’est manifestement pas scindé sur R car il n’a aucune racine réelle. Donc par
le critère de diagonalisabilité (théorème 86) et par le critère de trigonalisabilité
(théorème 88), cette matrice n’est ni diagonalisable ni trigonalisable, si on
n’utilise que les nombres réels. Cela signifique qu’il n’existe aucune matrice
inversible P à coefficients réels telle que la conjuguée P−1AP soit triangulaire
supérieure.

Par contre, si on considère la matrice A comme une matrice à coefficients
complexes et que l’on cherche s’il existe une matrice P inversible à coefficients

5. Relisez au besoin le chapitre 2 pour vous en convaincre.
6. C’est d’ailleurs une des raisons pour l’avoir introduit au chapitre 1.
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complexes dont la conjugaison par P fournisse une matrice triangulaire supé-
rieure, ce problème est toujours résoluble par le corollaire 89. Ici, le polynôme
caractéristique se factorise sous la forme suivante :

� A(X ) = X 2 + 1 = (X − i )(X + i ) ;

il est donc scindé à racines simples. Le corollaire 87 nous assure que la matrice
A est diagonalisable dans les nombres complexes. En effet, les vecteurs

�
1

1− i

�
et

�
1− i
2

�

sont deux vecteurs propres de valeur propre i et -i respectivement. La matrice
de passage vaut donc

P =

�
1 1− i

1− i 2

�
et P−1 =

1

2(i + 1)

�
2 i − 1

i − 1 1

�
:

Au final, on peut diagonaliser la matrice A dans les nombres complexes

P−1AP =

�
i 0
0 −i

�
;

chose que nous ne pouvons faire si on se restreint aux nombres réels !

8. Puissances de matrices

Comme l’avons expliqué dans l’introduction de ce cours, les endomor-
phismes et les matrices sont utilisés en économie pour décrire comme les fonc-
tions de transition d’une année sur l’autre. Si on veut faire de la prospective,
c’est-à-dire essayer de prédire l’état d’une économie dans 10 ans, par exemple, il
suffit d’itérer 10 fois l’endomorphisme qui la décrit. Cela revient donc à mettre
une matrice à la puissance 10 ; inutile de vous convaincre que si la matrice est
de grande taille, cela va prendre du temps ... beaucoup de temps.

Dans cette section, on va fournir deux méthodes pour calculer plus rapide-
ment et simplement les puissances de matrices.

Méthode
���(avec la diagonalisation). Soit A une matrice diago-

nalisable avec pour matrice de passage P et pour forme diagonale

P−1AP = ∆ :=

0

BBBBBB@

� 1 0 · · · 0

0 � 2
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 � n

1

CCCCCCA
:
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En multipliant cette égalité à gauche par P et à droite par P−1, on obtient

A = P∆P−1 :

D’où, pour tout entier k ∈ N,

Ak = (P∆P−1)k = (P∆P−1)(P∆P−1) · · · (P∆P−1)
| {z }

k fois

= P∆P−1P| {z }
=I

∆P−1P| {z }
=I

· · ·P−1P| {z }
=I

∆P−1

= P∆kP−1 = P

0

BBBBBBB@

� k
1 0 · · · 0

0 � k
2

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 � k
n

1

CCCCCCCA

P−1 :

L’élégance de cette méthode vient du fait que nous avons ramené un calcul de
puissances d’une matrice quelconque à un calcul de puissances d’une matrice
diagonale, qui est une chose extrêmement simple.

Exemple. Reprenons l’exemple précédent de la matrice

A =

�
1 −1
2 −1

�
:

On peut passer dans le monde des nombres complexes et utiliser la diagonalisa-
tion car on sait que toutes les puissances Ak de la matrice A sont des matrices
réelles. Donc, même si on fait un calcul passant par les nombres complexes, le
résultat final donnera une matrice réelle. On obtient ici

Ak =
1

2(i + 1)

�
1 1− i

1− i 2

� �
i k 0
0 (−i )k

� �
2 i − 1

i − 1 1

�
:

Il y a au final quatre cas de figure en fonction des puissances de i , qui est de
période 4.
� k ≡ 0 [4] : Si k = 4l est un multiple de 4, alors i 4l = (−i )4l = 1. On est

donc ramené au calcul

A4l = P IP −1 = I =

�
1 0
0 1

�
:

� k ≡ 1 [4] : Si k = 4l + 1 est congru à 1 modulo 4, alors i 4l+1 = i et
(−i )4l+1 = −i . On est donc ramené au calcul

A4l+1 = P
�

i 0
0 −i

�
P−1 =

�
1 −1
2 −1

�
:
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� k ≡ 2 [4] : Si k = 4l + 2 est congru à 2 modulo 4, alors i 4l+2 = i 2 = −1
et (−i )4l+2 = (−i )2 = −1. On est donc ramené au calcul

A4l+2 = P(−)IP −1 = −I =

�
−1 0
0 −1

�
:

� k ≡ 3 [4] : Si k = 4l + 3 est congru à 3 modulo 4, alors i 4l+3 = i 3 = −i
et (−i )4l+3 = (−i )3 = i . On est donc ramené au calcul

A4l+3 = P
�
−i 0
0 i

�
P−1 =

�
−1 1
−2 1

�
:

�

Exercice 67 (Puissance de matrice diagonalisable).
On considère la matrice

A =

0

@
3 −1 −1
0 2 0
−1 1 3

1

A :

de l’exercice 63.
Calculer les puissances Ak, pour k ∈ N.

�

Si cette méthode vous semble encore trop «calculatoire», rassurez-vous,
nous allons en voir une nouvelle qui repose sur le théorème suivant. Avant
de pouvoir l’énoncer, rappelons que si on se donne un polynôme P(X ) =
anX n+· · · a1X +a0 et une matrice carrée A , alors on peut calculer le polynôme
P en A . En effet, si on recopie bêtement la formule de P avec X = A , cela
donne P(A) = anAn+ · · ·+a1A+“a0”, où les premiers termes ont un sens bien
défini : on sait mettre une matrice à une certaine puissance, la multiplier par
un nombre et sommer les matrices. Le dernier terme, lui, n’est pas compatible
avec les premiers : on ne sait pas ajouter un nombre à une matrice. La formule
correcte est plutôt

P(A) = anAn + · · ·+ a1A + a0I

car le terme constant de P est a0 = a0×X 0 = a0×1 ; il devient donc a0×A0 =
a0 × I .

Théorème 90 (de Cayley–Hamilton). Pour toute matrice carrée A (res-
pectivement tout endomorphisme), l’évaluation de son polynôme caractéristique
en A, donne la matrice nulle

� A(A) = 0 :
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Remarque

���. Quel résultat magnifique ! Et puis quelle idée : définir
un polynôme à partir d’une matrice par un déterminant «exotique», puis le
calculer en la matrice, c’est-à-dire en remplaçant tous les X par des A . Et au
final, par magie, pouf, tout disparait. Sont fous ces matheux-ses.

Méthode
���(avec le théorème de Cayley–Hamilton). En quoi

est-ce que le théorème de Cayler–Hamilton peut-il nous aider pour calculer les
puissances de matrices ? Toute l’astuce revient à considérer la division eucli-
dienne de X k par le polynôme caractéristique :

X k = � A(X )Qk(X ) + Rk(X ) ;

où on sait que le degré du polynôme Rk est strictement inférieur à celui du
polynôme caractéristique � A, qui lui est égal à la dimension de la matrice. Au
final, il suffit d’évaluer la formule précédente en la matrice A , pour avoir

Ak = � A(A)
| {z }

=0

Qk(A) + Rk(A) = Rk(A) ;

justement par le théorème 90 de Cayley–Hamilton.

Exemple. Regardons comment cela fonctionne sur l’exemple précédent où
le polynôme caractéristique est égal à � A(X ) = X 2 +1. Comme ce dernier est
de degré 2, on sait que la division euclidienne de X k par X 2+1 est de la forme

X k = (X 2 + 1)Qk(X ) + akX + bk :

Encore une fois, on ne va pas «calculer» brutalement cette division euclidienne,
mais utiliser notre cerveau et une astuce 7 : on évalue l’égalité précédente en i
et en −i qui sont les racines du polynôme caractéristique. Ceci donne

�
i k = aki + bk

(−i )k = −aki + bk
puis

8
><

>:

ak =
i k − (−i )k

2i
bk =

i k + (−i )k

2

:

Au final, on trouve

Ak =
i k − (−i )k

2i

�
1 −1
2 −1

�
+

i k + (−i )k

2

�
1 0
0 1

�
;

que l’on peut développer pour retrouver les mêmes résultats que la méthode
précédente (ouf !).

�

7. C’est la marque de fabrique des mathématicien-nes.
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Exercice 68 (Puissance de matrice avec le théorème de Cayley–Hamilton).

On considère la matrice suivante

A :=

�
−1 2
2 −1

�
:

(1) Calculer les puissances Ak, pour k ∈ N, en diagonalisant la matrice A .
(2) Retrouver ce résultat en utilisant le théorème de Cayley–Hamilton et

la division euclidienne des polynômes.

�
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9. Corrections des exercices

�

Exercice 47 (Dérivation).
Dans l’espace vectoriel R[X ] des polynômes, on considère l’application «dé-

rivation» suivante�
der : R[X ]→ R[X ]

P = a0 + a1X + · · ·+ anX n 7→ P ′ = a1 + 2a2X + · · ·+ nanX n−1 :
(1) L’application der est-elle linéaire ?
(2) Décrire son image Im der. Cette application est-elle un épimorphisme ?
(3) Décrire son noyau Ker der. Cette application est-elle un monomor-

phisme ?
(4) L’application der est-elle un isomorphisme ?

Correction.
(1) O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl `d`éˇr˚i‹vˆa˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t ˚u‹n`e `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e : ¯p`o˘u˚rffl

˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e P; Q `d`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e�; � `d`e
”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s, `e¨l¨l´e ”vfléˇr˚i˜fˇi`e(�P + �Q )′ = �P ′+ �Q ′. L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
der `e˙sfi˚t `d`o“n`c˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e :

der(�P + �Q ) = � der(P) + � der(Q) :

(2) T`o˘u˚t ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ¯p`eˇu˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e `c´o“m‹m`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`éˇr˚i‹vflé `dffl’˚u‹nffl
`a˚u˚tˇr`e : ¯sfi`o˘i˚t Q = b0 + b1X + · · ·+ bnX n, `o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e

P := b0X +
b1
2

X 2 + · · ·+ bn
n + 1

X n+1 :

O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e Q = P ′ = der(P). L’˚i‹m`a`g´e `d`e der `e˙sfi˚t `d`o“n`c
Imder = R[X ]

`eˇt `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `é˙p˚i‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.
(3) O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `d`o“n˚t ˜l´affl `d`éˇr˚i‹vflé´e `e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e : ¯sfi`o˘i˚tP =

a0 + a1X + · · ·+ anX n ˚t´e¨l `qfi˚u`e
P ′ = a1 + 2a2X + · · ·+ nanX n−1 = 0 :

P̀a˚rffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“nffl, `c´e´cˇiffl ˚i‹m¯p`o¸sfi`ea1 = a2 = · · · = an = 0. L`e ¯p`o˝l›y-
”n`ô“m`e P `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e, `dffl’`o˘ùffl

Ker der = {¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t˙sP = a0} :
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C`o“m‹m`e ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚r`é´d˚u˚i˚t `a˚uffl ”vfle´c-
˚t´eˇu˚rffl ”n˚u˜l, `e¨l¨l´e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle. D˚i˚t `a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t, ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
der ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl ”m`o“n`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

(4) C`o“m‹m`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e `d`éˇr˚i‹vˆa˚tˇi`o“nffl ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl ”m`o“n`o“m`o˘rffl-
¯p˛h˚i¯sfi‹m`e, `c´e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”n`o“nffl ¯p˜lˇu¯s ˚u‹nffl ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

�

Exercice 48 (Décalage).
Dans l’espace vectoriel R[X ] des polynômes, on considère l’application «dé-

calage» suivante �
dec : R[X ]→ R[X ]

P(X ) 7→ P(X + 1) :

(1) L’application dec est-elle linéaire ?
(2) Décrire son image Im dec. Cette application est-elle un épimorphisme ?
(3) Décrire son noyau Ker dec. Cette application est-elle un monomor-

phisme ?
(4) L’application dec est-elle un isomorphisme ?
(5) Si oui, décrire son application linéaire réciproque.

Correction.
(1) L’`o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“nffl `d`e `d`é´c´a˜l´a`g´e ¯p˚r`é˙sfi`eˇr‹vfle ˜l´e˙s `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s :

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e P; Q `d`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ¯p`a˚i˚r`e�; �

`d`e ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s, `o“nffl `affl
dec(�P + �Q ) = (�P + �Q )(X + 1) =

�P (X + 1) + �Q (X + 1) = � dec(P) + � dec(Q) :

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl dec `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e.
(2) T`o˘u˚t ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ¯p`eˇu˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e `c´o“m‹m`e ˜l„˚i‹m`a`g´e ¯p`a˚rffl dec `dffl’˚u‹nffl

`a˚u˚tˇr`e : ¯sfi`o˘i˚t Q(X ) = b0 + b1X + · · ·+ bnX n, `o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´e ¯p`o˝l›y-
”n`ô“m`e

P(X ) := Q(X − 1) :

O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e Q(X ) = P(X +1) = dec(P). L’˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l„`o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“nffl
`d`e `d`é´c´a˜l´a`g´e `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl

Imdec = R[X ] :
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L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl dec `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl `é˙p˚i‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.
(3) O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙sP(X ) = a0 + a1X + · · · + anX n `d`o“n˚t

˜l„˚i‹m`a`g´e ¯p`a˚rffl ˜l„`o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“nffl `d`e `d`é´c´a˜l´a`g´e `e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e, ˚iffl.`e.P(X + 1) = 0.
C`e´cˇiffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e Q(X ) = P(X + 1) = 0 `e˙sfi˚t ”n˚u˜l.
A˚i‹n¯sfi˚iffl, P(X ) = Q(X − 1) = 0 `eˇt

Ker dec = {0} :

C`o“m‹m`e ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t ˚r`é´d˚u˚i˚t `a˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
”n˚u˜l, `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle. L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffldec `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ”m`o“n`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

(4) L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e `d`é´c´a˜l´a`g´e `e˙sfi˚t `àffl ˜l´affl ˜f´o˘i¯s ˚u‹nffl `é˙p˚i‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `eˇt ˚u‹nffl
”m`o“n`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e, `c’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

(5) O”nffl ¯sfi`a˚i˚t ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 55 `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `d`e
dec `e˙sfi˚t `e›n`c´o˘r`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. I˜l `e˙sfi˚t ˜f´a`cˇi˜l´e `d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´e `d`é´c´a˜l´a`g´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e :

dec−1 : R[X ]→ R[X ]
P(X ) 7→ P(X − 1) :

I˜l ¯s’`a`gˇi˚t ˜b˘i`e›nffl `dffl’˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e, ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ”m`ê›m`e˙s `a˚r`gˇuffl-
”m`e›n˚t˙s `qfi˚uffl’`àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl1.

�

Exercice 49 (Application linéaire matricielle).
Dans l’espace vectoriel R3, on note E := {~e1; ~e2; ~e3} la base canonique

~e1 := (1; 0; 0); ~e2 := (0; 1; 0); ~e3 := (0; 0; 1) :

On considère la famille F :=
n

~f 1; ~f 2; ~f 3
o

définie par

~f 1 := (1; 0;−1); ~f 2 := (0; 1; 2); ~f 3 := (2; 1; 1) :
Il existe une unique application linéaire f : R3 → R3 qui envoie

~e1 7→ ~f 1; ~e2 7→ ~f 2; ~e3 7→ ~f 3 :
(1) Montrer que cette application linéaire est de la forme

�
f : R3 → R3

X 7→ AX ;

où A ∈ M3(R) est une matrice 3× 3 que l’on explicitera.
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(2) Décrire l’image Imf de f et en donner une base.
(3) L’application f est-elle un épimorphisme ?
(4) Décrire le noyau Kerf de f .
(5) L’application f est-elle un monomorphisme ?
(6) L’application f est-elle un isomorphisme ?
(7) Si oui, décrire l’application réciproque.

Correction.

(1) S̀o˘i˚t (x; y; z) ∈ R3. C`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯s’`é´cˇr˚i˚t x~e1 + y~e2 + z~e3 ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e E . C`o“m‹m`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e, ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e `c´e
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p`a˚rffl f `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl

f (x; y; z) = f (x~e1 + y~e2 + z~e3) = xf (~e1) + yf (~e2) + zf (~e3)

= x ~f 1 + y ~f 2 + z ~f 3

= x

0

@
1
0
−1

1

A + y

0

@
0
1
2

1

A + z

0

@
2
1
1

1

A =

0

@
x + 2z
y + z

−x + 2y + z

1

A :

O”nffl ”vˆo˘i˚t `d`o“n`c `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f `e˙sfi˚t `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`ef A

`a‹vfle´c ¯p`o˘u˚rffl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

A =

0

@
1 0 2
0 1 1
−1 2 1

1

A :

(2) L’˚i‹m`a`g´e `d`e f `e˙sfi˚t ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ˜f´o˘r‹m`é `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ˚i‹m`a`g´e˙sf (x; y; z) = x ~f 1+y ~f 2+z ~f 3. I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`o“n`c `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lVect(~f 1; ~f 2; ~f 3) `d`e R3 `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
~f 1, ~f 2 `eˇt ~f 3. E”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`a‹n˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e, `o“nffl
˚tˇr`o˘u‹vfle ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚tˇr˚i`a‹n`gˇu˜l´a˚i˚r`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

0

@
1 0 0
0 1 0
−1 2 1

1

A

`qfi˚u˚iffl ¯p`o¸sfi¯sfi`è´d`e ˚tˇr`o˘i¯s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e˙s. D`o“n`c ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF `e˙sfi˚t
˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e R3. A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t `qfi˚u`e

Im f = R3
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`a‹vfle´c, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ¯p`o˘u˚rffl ˜bˆa¯sfi`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F .

(3) C`o“m‹m`e ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e f `e˙sfi˚t ˚t´o˘u˚t ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lR3, `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇiffl-
`c´a˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `é˙p˚i‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

(4) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e f `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é `d`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t˙s
`d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`eKer f = {(x; y; z) ∈ R3 | f (x; y; z) =

(0; 0; 0)}. I˜l `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜f´o˘r‹m`é `d`e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s `d˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

x + 2z = 0
y + z = 0

−x + 2y + z = 0 :

E”nffl `a¯j´o˘u˚t´a‹n˚t ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˜lˇi`g›n`e `àffl ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e ¯p˚u˚i¯s `e›nffl ˜lˇu˚iffl ¯sfi`o˘u¯s-
˚tˇr`a‹y´a‹n˚t `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t z = 0, ¯p˚u˚i¯s x = y = 0.
O”nffl `affl `a˚i‹n¯sfi˚iffl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e

Ker f = {(0; 0; 0)} :

(5) C`o“m‹m`e ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e f `e˙sfi˚t ˚r`é´d˚u˚i˚t `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l, `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
`e˙sfi˚t ˚u‹nffl ”m`o“n`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

(6) C`o“m‹m`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t `àffl ˜l´affl ˜f´o˘i¯s ˚u‹nffl `é˙p˚i‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `eˇt ˚u‹nffl
”m`o“n`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e, `c’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

(7) L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e f −1 = (f A)−1 `e˙sfi˚t ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e
”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e f A−1 `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e A−1. O”nffl `c´a˜l-
`cˇu˜l´e `d`o“n`c ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `a‹vfle´c ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t
`d`e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s `é¨l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s ¯p`a˚rffl ˜lˇi`g›n`e˙s, `c´o“m‹m`e `e›x˙p˜lˇi`qfi˚u`é `àffl ˜l´affl
¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl 5 `d˚uffl `c‚h`a¯p˚i˚tˇr`e 1. (Ǹo˘t´eˇz `qfi˚u`e ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `d`é˙j´àffl `c´a˜l´cˇu˜l´é
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˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e `c´eˇtˇt´e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `àffl ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e 26.)
0

@
1 0 2 1 0 0
0 1 1 0 1 0
−1 2 1 0 0 1

1

A ∼

0

@
1 0 2 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 2 3 1 0 1

1

A

∼

0

@
1 0 2 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 −2 1

1

A

∼

0

@
1 0 0 −1 4 −2
0 1 0 −1 3 −1
0 0 1 1 −2 1

1

A :

L’˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

A−1 =

0

@
−1 4 −2
−1 3 −1
1 −2 1

1

A :

E˚t ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `d`e f `e˙sfi˚t

f −1 : R3 → R3

X =

0

@
x
y
z

1

A 7→ A−1X =

0

@
−x + 4y − 2z
−x + 3y − z
x − 2y + z

1

A :

�

Exercice 50 (Sous-espace vectoriel).
On considère le sous-ensemble de R4 défini par

F := {(x; y; z; t) ∈ R4 | 2x − y = 0; x − y + t + z = 0} :

(1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4 en l’écrivant comme
le noyau d’une application linéaire bien choisie.

(2) Calculer la dimension du sous-espace vectoriel F .

Correction.

(1) O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
�

f : R4 → R2

(x; y; z; t) 7→ (2x − y; x − y + t + z) :
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C`o“m‹m`e, `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯s’`é´cˇr˚i˚t ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e›m`e›n˚t ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
f (X ) = AX , `a‹vfle´c

X =

0

BB@

x
y
z
t

1

CCA `eˇt A =

�
2 −1 0 0
1 −1 1 1

�
;

˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. S̀o“nffl ”n`o“y´a˚uffl `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`eR4. I˜l `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s(x; y; z; t)

”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s2x − y = 0 `eˇt x − y + t + z = 0. C`e´cˇiffl
”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e F `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`eR4.

(2) L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `e˙sfi˚t `c¨l´a˚i˚r`e›m`e›n˚t `d`e ˚r`a‹n`g2 (˚r`a‹n`g ”m`a‹xˇi‹m`a˜l). E”nffl
`a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`a‹n˚t ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g `àffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f , `o“nffl
˚tˇr`o˘u‹vfle

dimF = dimKerf = dimR4 − rg f = 4− 2 = 2 :

�

Exercice 51 (Dérivation bis).
On reprend les notations de l’exercice 47. Dans l’espace vectoriel R3[X ] des

polynômes de degré inférieur ou égal à 3, on considère l’application linéaire
«dérivation» suivante �

der : R3[X ] → R3[X ]
P 7→ P ′ :

(1) Écrire la matrice MatB,B(der) de l’application linéaire der dans la base
B :=

�
1; X; X 2; X 3

	
.

(2) En utilisant la matrice MatB,B(der) répondre aux questions suivantes.
L’application linéaire der est-elle un épimorphisme ? L’application li-
néaire der est-elle un monomorphisme ? L’application linéaire der est-
elle un automorphisme ?

(3) Quelle est la dimension de l’image de der ?
(4) Quelle est la dimension du noyau de der ?

Correction.

(1) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
B ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl der :
der(1) = 0; der(X ) = 1; der

�
X 2

�
= 2X `eˇt der

�
X 3

�
= 3X 2 :
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P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB,B(der) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e
`d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eB `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B,
`c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ˚i`cˇiffl

0 1 0 0 1

0 0 2 0 X
0 0 0 3 X 2

0 0 0 0 X 3

der(1) der(X ) der
�
X 2

�
der

�
X 3

�

¯sfi`o˘i˚t

MatB,B(der) =

0

BB@

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

1

CCA :

(2) C`o“m‹m`e ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB,B(der) `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl3, ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e
˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e der `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl3. C`e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `e˙sfi˚t ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t
˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `àffl ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ˜b˘u˚tdimR3[X ] = 4, `d`o“n`c
˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl der ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl `é˙p˚i‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

Ǹo˘u¯s ¯sfi`o“m‹m`e˙s `e›nffl ¯p˚r`é˙sfi`e›n`c´e `dffl’˚u‹nffl `e›n`d`o˘r‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `e›nffl `d˚i‹m`e›nffl-
¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e, ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 62 ”m`o“n˚tˇr`e `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl der
”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”n`o“nffl ¯p˜lˇu¯s ˚u‹nffl ”m`o“n`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

C`e ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˚u‹nffl `a˚u˚t´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.
(3) L`affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e der `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e

`a˚uffl ˚r`a‹n`g `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB,B(der), `dffl’`o˘ùffl
rg der = 3 :

(4) L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é `àffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e der `d`o“n‹n`e
dim R4[X ] = dim Ker der + rg der ;

`dffl’`o˘ùffl
dim Ker der = 4− 3 = 1 :

�
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Exercice 52 (Matrice associée à une application linéaire).
On considère l’application suivante

�
f : R3 → R4

(x; y; z) 7→ (x + 2y + 3z;2x + 4y + 6z;−x + y + 3z;3x − 2y − 7z):

(1) Montrer que l’application f est linéaire.
(2) L’application linéaire f est-elle surjective ?
(3) Écrire la matrice MatB4,B3(f ) de l’application linéaire f dans les bases

canoniques de R3 et R4.
(4) Décrire l’image de l’application f en utilisant la matrice MatB4,B3(f ).
(5) En déduire la dimension du noyau de f .
(6) Décrire le noyau de l’application f en utilisant la matrice MatB4,B3(f ).

Correction.

(1) L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f ¯p`eˇu˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e f (X ) =

AX `a‹vfle´c

X =

0

@
x
y
z

1

A `eˇt A =

0

BB@

1 2 3
2 4 6
−1 1 3
3 −2 −7

1

CCA :

C’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e.
(2) L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f ¯p`a˚r˚t `dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl3 ¯p`o˘u˚rffl

`a˚r˚r˚i‹vfleˇrffl `d`a‹n¯s ˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl4. L`affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ”m`a‹xˇiffl-
”m`a˜l´e `d`e ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e `e˙sfi˚t `d`o“n`c `d`e3 ; ˚i˜l `e˙sfi˚t ˚i‹m¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e `qfi˚u`e ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e
¯sfi`o˘i˚t ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ˜b˘u˚tR4 ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl (”vˆo˘i˚rffl `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˜l´e `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 61).
L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle.

(3) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB4,B3(f ) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s
`c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`a‹n¯sB4 `d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eB3 = {(1; 0; 0);

(0; 1; 0); (0; 0; 1)}. C`e¨l´affl `d`o“n‹n`e
f (1; 0; 0) = (1; 2;−1; 3); f (0; 1; 0) = (2; 4; 1;−2); f (0; 0; 1) = (3; 6; 3;−7)

`eˇt `d`o“n`c

MatB4,B3(f ) =

0

BB@

1 2 3
2 4 6
−1 1 3
3 −2 −7

1

CCA = A :
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O”nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle ˜b˘i`e›nffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl 1.
(4) L’˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f `e˙sfi˚t ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›nffl-

`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`eA. O”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ¯p`o˘u˚rffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl

0

BB@

1 2 3
2 4 6
−1 1 3
3 −2 −7

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0
2 0 0
−1 3 6
3 −8 −16

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0
2 0 0
−1 3 0
3 −8 0

1

CCA :

L’˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f `e˙sfi˚t `d`o“n`c `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2 `eˇt
`a`d‹m`eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˜bˆa¯sfi`e

Im f = Vect ({(1; 2;−1; 3); (0; 0; 3;−8)}) :

(5) L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é `àffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f `d`o“n‹n`e
dimR3 = dimKerf + rg f :

O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t
dimKerf = 3− 2 = 1 :

(6) L`e ”n`o“y´a˚uffl `d`e f `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é `d`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s `d˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e
`dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙sAX = 0 :

8
>><

>>:

x + 2y + 3z = 0
2x + 4y + 6z = 0
−x + y + 3z = 0
3x − 2y − 7z = 0 :

O”nffl ”vˆo˘i˚t ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t `qfi˚u`e (1;−2; 1) `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e.
C`o“m‹m`e `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e f `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l
`d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 1, `a˜l´o˘r¯s `o“nffl `affl `qfi˚u`e ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `e˙sfi˚t ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e `e›n`g´e›n`d˚r`é´e
¯p`a˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (1;−2; 1)

Kerf = Vect({(1;−2; 1)}) :

�
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Exercice 53 (Nombre complexe).
On considère l’application suivante

�
f : C → C

z 7→ z̄ + iz :

(1) Montrer que l’application f est R-linéaire.
(2) Écrire la matrice MatB,B(f ) de l’application linéaire f dans la base

canonique B := {1; i} de C.
(3) L’application f est-elle un isomorphisme ?

Correction.

(1) M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e f ¯p˚r`é˙sfi`eˇr‹vfle ˜l´e˙s `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s ˚r`é´e¨l¨l´e˙s.
S̀o˘i`e›n˚t `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s�; � ∈ R `eˇt ¯sfi`o˘i`e›n˚t `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s `c´o“mffl-
¯p˜l´e›x´e˙sz; w ∈ C. O”nffl `affl

f (�z + �w ) = �z + �w + i (�z + �w ) =

� z̄ + � w̄ + �iz + �iw = �f (z) + �f (w) :

(2) C`a˜l´cˇu˜l´o“n¯s `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB = {1; i}

¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f :
f (1) = 1 + i `eˇt f (i ) = −1− i :

P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB,B(f ) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s
`c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eB `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B, ¯sfi`o˘i˚t

MatB,B(f ) =
�

1 −1
1 −1

�
:

(3) C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB,B(f ) ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e
f `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g1, `a˜l´o˘r¯s ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e f `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl
1. D`o“n`c ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `e¨l¨l´e ”nffl’`e˙sfi˚t
`d`o“n`c ¯p`a¯s ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle. C`e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

�

Exercice 54 (Composées).
Soient f et g des endomorphismes de R2 dont les matrices associées dans

des bases données sont

A :=

�
1 −1
2 1

�
et B :=

�
3 2
5 3

�
:
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Calculer les matrices représentant les composées f ◦ g et g ◦ f dans les mêmes
bases.

Correction. P̀a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 64, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é-
¯sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´affl `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `d`e `d`eˇu‹x `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s
˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t `c‚h`a`cˇu‹n`e `dffl’`e¨l¨l´e˙s. L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl `c´o“m¯p`o¸sfi`é´ef ◦g

`e˙sfi˚t `d`o“n`c `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t

AB =

�
1 −1
2 1

� �
3 2
5 3

�
=

�
−2 −1
11 7

�
:

E˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl `c´o“m¯p`o¸sfi`é´eg◦ f `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t

BA =

�
3 2
5 3

� �
1 −1
2 1

�
=

�
7 −1
11 −2

�
:

�

Exercice 55 (Décalage bis).
On reprend les notations de l’exercice 48. Dans l’espace vectoriel R3[X ] des

polynômes de degré inférieur ou égal à 3, on considère l’application linéaire
«décalage» suivante

�
dec : R3[X ] → R3[X ]

P(X ) 7→ P(X + 1) :

(1) Écrire la matrice MatB,B(dec) de l’application linéaire dec dans la base
B :=

�
1; X; X 2; X 3

	
.

(2) En utilisant la matrice MatB,B(dec), calculer l’image par dec du poly-
nôme P = 2X 3 − 3X 2 + 7.

(3) Reprendre les questions de l’exercice 48 avec cette représentation ma-
tricielle de l’application dec.

(4) Montrer que la famille
�
1; 1 + X; 1 + 2X + X 2; 1 + 3X + 3X 2 + X 3

	

forme une base de R3[X ].

Correction.

(1) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
B ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl dec :

dec(1) = 1; dec(X ) = 1 + X; dec(X 2) = 1 + 2X + X 2

`eˇt dec(X 3) = 1 + 3X + 3X 2 + X 3 :
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L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB,B(dec) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s
`d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eB `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B, `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ˚i`cˇiffl

MatB,B(dec) =

0

BB@

1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

1

CCA :

(2) L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eP = 2X 3 − 3X 2 + 7 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
B ¯sfi`o“n˚t

C =

0

BB@

7
0
−3
2

1

CCA :

L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e ˜l„˚i‹m`a`g´edec(P) `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B ¯sfi`o“n˚t `d`o“n‹n`é´e˙s
¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t MatB,B(dec)C, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

0

BB@

1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

1

CCA

0

BB@

7
0
−3
2

1

CCA =

0

BB@

6
0
3
2

1

CCA :

L’˚i‹m`a`g´e `d`e P ¯p`a˚rffl dec `e˙sfi˚t `d`o“n`c

dec(P) = 6 + 3X 2 + 2X 3 :

(3) L’˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é
¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`o“n˚t ˜l´e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB ¯sfi`o“n˚t ˜l´e˙s `c´o-
˜l´o“n‹n`e˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eMatB,B(dec). C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB,B(dec)

`e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g ”m`a‹xˇi‹m`a˜l4, `a˜l´o˘r¯s ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`e `d`é´c´a˜l´a`g´e
`e˙sfi˚t ˚t´o˘u˚t ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lR3[X ], ˚iffl.`e.

Im dec = R3[X ] :

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl dec `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `é˙p˚i‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.
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I˜l `e˙sfi˚t ˜f´a`cˇi˜l´e `d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e ¯sfi`eˇu˜l ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l `e˙sfi˚t ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d˚uffl
¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s

MatB,B(dec)

0

BB@

x
y
z
t

1

CCA =

0

BB@

0
0
0
0

1

CCA :

D`o“n`c, ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl dec `e˙sfi˚t ˚r`é´d˚u˚i˚t `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l
Ker dec = {~0} :

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl dec `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ”m`o“n`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.
O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl dec `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `a˚u˚t´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e.

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ¯sfi`affl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹nffl-
”vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB,B(dec) `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ¯p`a˚rffl `d`e˙s `o¸p`é-
˚r`a˚tˇi`o“n¯s `é¨l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s `e›nffl ˜lˇi`g›n`e

0

BB@

1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 2 3 0 1 0 0
0 0 1 3 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0 0 1 −1 1 −1
0 1 0 0 0 1 −2 3
0 0 1 0 0 0 1 −3
0 0 0 1 0 0 0 1

1

CCA :

D’`o˘ùffl

(MatB,B(dec))
−1 = MatB,B(dec

−1) =

0

BB@

1 −1 1 −1
0 1 −2 3
0 0 1 −3
0 0 0 1

1

CCA :

O”nffl ¯p`eˇu˚t ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇrffl `qfi˚uffl’˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t ˜b˘i`e›nffl `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´affl-
˚tˇi`o“nffl P(X ) 7→ P(X − 1) `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B.

(4) L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e �
1; 1 + X; 1 + 2X + X 2; 1 + 3X + 3X 2 + X 3

	 `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹m`a`g´e
`d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B ¯p`a˚rffl ˜l„˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e dec. C’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e, ¯p`a˚rffl
˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 56.

�

Exercice 56 (Changement de base).
On considère la base suivante de R3

B := {(1; 0; 2); (2; 1;−1); (3; 0; 7)} :
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(1) Écrire les coordonnées d’un élément (x; y; z) de R3 dans la base B.
On considère les sous-espaces vectoriels

U := Vect({(1; 0; 2)}) et V := Vect({(2; 1;−1); (3; 0; 7)}) :

(2) Décrire la projection projVU sur U parallèlement à V.

Correction.

(1) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `é´cˇr˚i˚r`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl
˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é ¯p`a˚r˚t´a‹n˚t `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e C `eˇt `a˚r˚r˚i‹vˆa‹n˚t `d`a‹n¯s ˜l´affl
˜bˆa¯sfi`e B. E˜l¨l´e `e˙sfi˚t `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eB
`d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e C :

P := MatC,B(id) =

0

@
1 2 3
0 1 0
2 −1 7

1

A :

O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e `c´eˇtˇt´e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e›nffl ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t ˜l´e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e˙s ˜lˇi`g›n`e˙s

0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 0 0 1 0
2 −1 7 0 0 1

1

A ∼
L3→L3−2L1

0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 −5 1 −2 0 1

1

A

∼
L3→L3+5L2

0

@
1 2 3 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 −2 5 1

1

A

∼
L1→L1−2L2−3L3

0

@
1 0 0 7 −17 −3
0 1 0 0 1 0
0 0 1 −2 5 1

1

A :

L’˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e P−1 `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P ¯s’˚i‹n˚t´eˇr¯p˚r`èˇt´e `c´o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
`d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e C ”vfleˇr¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B,
˚iffl.`e. P−1 = MatB,C(id).

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜l´e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`a‹n¯s ˜l´affl ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e
˜bˆa¯sfi`e B `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚iffl ¯p`a˚rffl (x; y; z) `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e
C, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˚r`e´g´a˚r`d`eˇrffl ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é (`qfi˚u˚iffl
”n`e `c‚h`a‹n`g´e ¯p`a¯s ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl) ”m`a˚i¯s ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´é´e `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eC ”vfleˇr¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B ; ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e›m`e›n˚t, `e¨l¨l´e˙s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n‹n`é´e˙s ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t
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¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

P−1

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
7 −17 −3
0 1 0
−2 5 1

1

A

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
7x − 17y − 3z

y
−2x + 5y + z

1

A :

L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl(x; y; z) `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c
(7x − 17y − 3z; y;−2x + 5y + z) :

(2) Ǹo˘u¯s ”vfle›n`o“n¯s `d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (x; y; z) ¯s’`é´cˇr˚i˚t `d`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e
˚u‹n˚i`qfi˚u`e

(x; y; z) = (7x − 17y − 3z):(1; 0; 2)
| {z }

∈U

+ y:(2; 1;−1) + (−2x + 5y + z):(3; 0; 7)
| {z }

∈V

L`affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nfflprojVU ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e U ¯p`a˚r`a˜l¨l´è¨l´e›m`e›n˚t `a˚uffl ¯p˜l´a‹nffl V
`a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`e `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (x; y; z) ¯sfi`affl `c´o“m¯p`o¸sfi`a‹n˚t´e ¯sfi˚u˚rfflU, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
(7x − 17y − 3z):(1; 0; 2). P̀o˘u˚rffl ˚r`é˙sfi˚u‹m`eˇrffl, ˜l´affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nfflprojVU `e˙sfi˚t
˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e

R3 → U
(x; y; z) 7→ (7x − 17y − 3z):(1; 0; 2) = (7x − 17y − 3z;0; 14x − 34y − 6z) :

�

Exercice 57 (Application linéaire et changement de bases).
Soit f : R4 → R3 l’application linéaire définie par

f (x; y; z; t) =
�
y + t − x; 2x + t; 1

2x − z
�

:

(1) Écrire la matrice A := MatB3,B4(f ) de l’application f dans les bases
canoniques de R4 et R3.
On considère les vecteurs

~a1 := (1; 1; 0; 1); ~a2 := (1; 0; 1; 0); ~a3 := (0; 1; 1; 1); ~a4 := (1; 2; 0; 0) :

(2) Montrer que A := {~a1;~a2;~a3;~a4} est une base de R4.
On considère les vecteurs

~b1 := (2; 0; 0); ~b2 := (0; 1; 1); ~b3 := (1; 1; 0) :

(3) Montrer que B := {~b1;~b2;~b3} est une base de R3.
(4) Écrire la matrice B := MatB,A(f ) de l’application f dans ces deux

bases, à partir de sa définition.
(5) Donner les matrices de passage P et Q des bases A et B dans les bases

canoniques respectivement de R4 et R3.
(6) Retrouver la matrice B directement grâce aux matrices A , P et Q.
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Correction.

(1) O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `eˇt `o“nffl
˜l´e˙s ˚r`a‹n`g´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e ¯p`o˘u˚rffl ˜f´o˘r‹m`eˇrffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA. C`e¨l´affl `d`o“n‹n`e

A =

0

@
−1 1 0 1
2 0 0 1
1
2 0 −1 0

1

A :

(2) O”nffl ˜f´o˘r‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s
`d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eA `eˇt `o“nffl ˜l„`é´c‚h`e¨l´o“n‹n`e (˚i`cˇiffl `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e) :

0

BB@

1 1 0 1
1 0 1 2
0 1 1 0
1 0 1 0

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 0
0 1 0 1

1

CCA :

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g ”m`a‹xˇi‹m`a˜l (4 `c´o˝l´o“n‹n`e˙s
”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e˙s), ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eA `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eR4.

(3) O”nffl ¯p˚r`oˆc´è´d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e :
0

@
2 0 1
0 1 1
0 1 0

1

A ∼

0

@
1 0 0
1 1 0
0 1 1

1

A :

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g ”m`a‹xˇi‹m`a˜l (3 `c´o˝l´o“n‹n`e˙s
”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e˙s), ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eB `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eR3.

(4) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e B = MatB,A(f ) `e˙sfi˚t `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `e›nffl `c´o-
˜l´o“n‹n`e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB `d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e A ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f . O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e `d`o“n`c ¯p`a˚rffl
`c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eA :

f (~a1) =
�
1; 3;

1

2

�
; f (~a2) =

�
−1; 2;−1

2

�
;

f (~a3) = (2; 1;−1); f (~a4) =
�
1; 2;

1

2

�
:

O”nffl ˜l´e˙s `é´cˇr˚i˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB. P̀a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, `o“nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e
`àffl ˚r`é˙sfi`o˘u`d˚r`ef (~a1) = � ~b1 + � ~b2 +  ~b3. C`e `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t `a˚uffl
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¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s
8
<

:

2� +  = 1
� +  = 3

� = 1
2

⇐⇒

8
<

:

� = 1
2 (1−  )

 = 3− �
� = 1

2 ;

`d`o“n˚t ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t(�; �;  ) =
�
−3

4 ; 1
2 ; 5

2

� . O”nffl `affl `d`o“n`c
f (~a1) = −3

4
~b1 + 1

2
~b2 + 5

2
~b3 :

E”nffl ¯p˚r`oˆc´é´d`a‹n˚t `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
f (~a2) = −7

4
~b1 − 1

2
~b2 + 5

2
~b3 ;

f (~a3) = −~b2 + 2~b3 ;

f (~a4) = −1
4
~b1 + 1

2
~b2 + 3

2
~b3 :

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e `a˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l

B =

0

BBBB@

−3
4 −7

4 0 −1
4

1
2 −1

2 −1 1
2

5
2

5
2 2 3

2

1

CCCCA
:

(5) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e ¯sfi`o“n˚t ˜f´o˘r‹m`é´e˙s `d`e˙s `c´ofle¨f¨fˇiffl-
`cˇi`e›n˚t˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e˙s ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e˙s ˜bˆa¯sfi`e˙s `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e.
I`cˇiffl, `c´e¨l´affl `d`o“n‹n`e

P = MatB4,A(idR4) =

0

BB@

1 1 0 1
1 0 1 2
0 1 1 0
1 0 1 0

1

CCA `eˇt

Q = MatB3,B(idR3) =

0

@
2 0 1
0 1 1
0 1 0

1

A :

(6) P̀a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 67, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚tf

`d`a‹n¯s ˜l´e˙s ˜bˆa¯sfi`e˙sA `eˇt B `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `a˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s
B = MatB,A(f ) = (MatB3,B(id))

−1MatB3,B4(f )MatB4,A(id) = Q−1AP :
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O˚rffl, ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e Q `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl

Q−1 =

0

@
1
2 −1

2
1
2

0 0 1
0 1 −1

1

A :

0

@
1
2 −1

2
1
2

0 0 1
0 1 −1

1

A

0

@
−1 1 0 1
2 0 0 1
1
2 0 −1 0

1

A

0

BB@

1 1 0 1
1 0 1 2
0 1 1 0
1 0 1 0

1

CCA

=

0

BBBB@

−3
4 −7

4 0 −1
4

1
2 −1

2 −1 1
2

5
2

5
2 2 3

2

1

CCCCA
:

�

Exercice � 58 (Application linéaire matricielle).
On reprend les notations de l’exercice 49. Dans l’espace vectoriel R3, on

note
E := {~e1; ~e2; ~e3} la base canonique où

~e1 := (1; 0; 0); ~e2 := (0; 1; 0); ~e3 := (0; 0; 1) :

On considère la famille F :=
n

~f 1; ~f 2; ~f 3
o

définie par

~f 1 := (1; 0;−1); ~f 2 := (0; 1; 2); ~f 3 := (2; 1; 1) :

(1) Montrer que F est une base de R3.
Soit ’ : R3 → R3 l’application linéaire représentée dans la base F par
la matrice

B := MatF ,F (’ ) :=

0

@
1 1 2
0 1 1
2 −1 1

1

A :

(2) Donner une base de l’image Im ’ et du noyau Ker ’ de ’ .
(3) Donner les coordonnées des vecteurs ~e1, ~e2 et ~e3 dans la base F .
(4) En déduire les coordonnés de ’ (~e1), ’ (~e2) et ’ (~e3) dans la base F .
(5) Donner enfin les vecteurs ’ (~e1), ’ (~e2) et ’ (~e3) dans la base canonique
E .
On considère la matrice représentant l’application linéaire ’ dans la
base canonique E :

A := MatE,E(’ ) :
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(6) Décrire la matrice A .
On dénote les matrices de passage par

P := MatE,F (id) et P−1 = MatF ,E(id) :

(7) Retrouver la matrice A par un calcul à l’aide des matrices B , P et P−1.

(8) Donner la matrice représentant l’application ’ avec pour base à la
source E et pour base au but F :

C := MatF ,E(f ) :

Correction.

(1) O”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`e (`e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e) ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e ¯p`a˚rffl
˜l´e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF :

0

@
1 0 2
0 1 1
−1 2 1

1

A ∼

0

@
1 0 0
0 1 0
−1 2 1

1

A :

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g ”m`a‹xˇi‹m`a˜l (3 `c´o˝l´o“n‹n`e˙s
”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e˙s), ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eR3.

(2) O”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e B :
0

@
1 1 2
0 1 1
2 −1 1

1

A ∼

0

@
1 0 0
0 1 0
2 −3 0

1

A :

C`o“m‹m`e ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e ’ `e˙sfi˚t ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl
˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`o“n˚t ˜l´e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eF ¯sfi`o“n˚t ˜l´e˙s `c´o-
˜l´o“n‹n`e˙s `d`eB , `o“nffl `d`é´d˚u˚i˚t `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `qfi˚u`e ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e
’ `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2 `eˇt `qfi˚uffl’˚i˜l `a`d‹m`eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˜bˆa¯sfi`e

n
~f 1 + 2~f 3; ~f 2 − 3~f 3

o
:

D’`o˘ùffl
Im ’ = Vect ({(5; 2; 1); (6; 4; 5)}) :

P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ”n`o“y´a˚uffl
`d`e ’ `e˙sfi˚t1 ; ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `e˙sfi˚t `d`o“n`c `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˚u‹nffl `d`e ¯sfi`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`o“nffl
”n˚u˜l˙s. L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`a‹n¯sF `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d˚uffl ”n`o“y´a˚uffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t
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˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

x + y + 2z = 0
y + z = 0

2x − y + z = 0
⇐⇒

�
x + z = 0
y + z = 0 :

L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~f 3 − ~f 2 − ~f 1 `e›nffl `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e. D’`o˘ùffl

Ker ’ = Vect ({(1; 0; 0)}) :

(3) L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~e1, ~e2 `eˇt ~e3 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e F ˜f´o˘r‹m`e›n˚t
˜l´e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eMatF ,E(id), `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl
”m`a˚tˇr˚i`c´e MatE,F (id). O˚rffl `c´eˇtˇt´e `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `e˙sfi˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e
`d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e F `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e ; `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl
`c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eF :

P = MatE,F (id) =

0

@
1 0 2
0 1 1
−1 2 1

1

A

E”nffl ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t `d`e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s `é¨l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s ¯p`a˚rffl ˜lˇi`g›n`e, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

MatF ,E(id) = (MatE,F (id))
−1 = P−1 =

−1 4 −2 ~f 1

−1 3 −1 ~f 2

1 −2 1 ~f 3

~e1 ~e2 ~e3

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e `a˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l

~e1 = −~f 1 − ~f 2 + ~f 3; ~e2 = 4~f 1 + 3~f 2 − 2~f 3; ~e3 = −2~f 1 − ~f 2 + ~f 3 :
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(4) L`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eE ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ’ `d`a‹n¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e F ¯sfi`o“n˚t `d`o“n‹n`é´e˙s ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ”m`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨lBP −1 `qfi˚u˚iffl ”vˆa˚u˚t

BP −1 =

0 3 −1 ~f 1

0 1 0 ~f 2

0 3 −2 ~f 3

’ (~e1) ’ (~e2) ’ (~e3)

(5) I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t `dffl’˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eF

`d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e :

’ (~e1) = ~0 = (0; 0; 0);
’ (~e2) = 3(1; 0;−1) + (0; 1; 2) + 3(2; 1; 1) = (9; 4; 2);
’ (~e3) = −(1; 0;−1)− 2(2; 1; 1) = (−5;−2;−1):

(6) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A = MatE,E(f ) `e˙sfi˚t `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `e›nffl `c´o-
˜l´o“n‹n`e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eE `d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e E ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ’ . L`affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e ”n`o˘u¯s
`d`o“n‹n`e `c´eˇtˇt´e ”m`a˚tˇr˚i`c´e :

A =

0

@
0 9 −5
0 4 −2
0 2 −1

1

A :

(7) P̀a˚rffl ˜l´e `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 68, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t
˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e ’ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e E `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `a˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e˙s
”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s
A = MatE,E(’ ) = MatE,F (id)MatF ,F (’ )MatF ,E(id) = P BP −1 :

L`e `c´a˜l´cˇu˜l `e¨f¨f´e´cˇtˇi‹vfle ˚r`e´d`o“n‹n`e ˜b˘i`e›nffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e B :
0

@
1 0 2
0 1 1
−1 2 1

1

A

0

@
1 1 2
0 1 1
2 −1 1

1

A

0

@
−1 4 −2
−1 3 −1
1 −2 1

1

A =

0

@
0 9 −5
0 4 −2
0 2 −1

1

A :
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(8) L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e C = MatF ,E(’ ) ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t’ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e E `eˇt ˜l´affl
˜bˆa¯sfi`e F `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `a˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s

C = MatF ,E(’ ) = MatF ,F (’ )MatF ,E(id) = BP −1 :

L`e `c´a˜l´cˇu˜l `d`o“n‹n`e
0

@
1 1 2
0 1 1
2 −1 1

1

A

0

@
−1 4 −2
−1 3 −1
1 −2 1

1

A =

0

@
0 3 −1
0 1 0
0 3 −2

1

A :

O”nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle ˜b˘i`e›nffl ˜l´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `d`e ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl5.
�

Exercice 59 (Trace).
On considère l’application f : R3[X ]→ R3[X ] définie par

f (a + bX + cX 2 + dX 3) := d+
a + b+ c

2
X 2 + (d− b)X 3 :

(1) Montrer que l’application f est linéaire.

(2) Calculer sa trace.

Correction.

(1) S̀o˘i`e›n˚t �; � ∈ R `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s ˚r`é´e¨l˙s `eˇt ¯sfi`o˘i`e›n˚tP = a+ bX + cX 2+

dX 3 `eˇt Q = a′ + b′X + c′X 2 + d′X 3 `d`eˇu‹x ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s. O”nffl `affl
f (�P + �Q ) =f

�
(�a + �a ′) + (�b + �b ′)X + (�c + �c ′)X 2 + (�d + �d ′)X 3

�

= (�d + �d ′) +
(�a + �a ′) + (�b + �b ′) + (�c + �c ′)

2
X 2 +

((�d + �d ′)− (�b + �b ′))X 3

= �
�

d+
a + b+ c

2
X 2 + (d− b)X 3

�
+

�
�

d′ +
a′ + b′ + c′

2
X 2 + (d′ − b′)X 3

�

= �f (P) + �f (Q) :

D`o“n`c ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e.
(2) P̀o˘u˚rffl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e `d`e f , ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˜l´affl ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´eˇrffl ”m`a˚tˇr˚iffl-

`cˇi`e¨l¨l´e›m`e›n˚t `gˇr`â`c´e `àffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e. L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl f `d`a‹n¯s ˜l´affl
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˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e B = {1; X; X 2; X 3} `d`e R3[X ] `e˙sfi˚t

A =

0 0 0 1 1

0 0 0 0 X
1
2

1
2

1
2 0 X 2

0 −1 0 1 X 3

f (1) f (X ) f
�
X 2

�
f

�
X 3

�

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `o“nffl `affl
tr f = tr A = 3

2 :

�

Exercice 60 (Rang).
On considère la matrice

M :=

0

@
1 2 3
4 0 5
6 7 8

1

A :

(1) Calculer le déterminant de M .
(2) Quel est le rang de la matrice M ?
(3) Montrer que la famille

{(1; 4; 6); (2; 0; 7); (3; 5; 8)}
forme une base de R3.

Correction.

(1) L`affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `d`e S̀a˚r˚r˚u¯s `d`o“n‹n`e ˚i`cˇiffl
detM = 60 + 84− 64− 35 = 45 :

(2) P̀a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 77, `c´o“m‹m`e ˜l´e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t `d`eM `e˙sfi˚t ”n`o“nffl
”n˚u˜l, `c´eˇtˇt´e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

rgM = 3 :

(3) L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e {(1; 4; 6); (2; 0; 7); (3; 5; 8)} `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o-
”n˚i`qfi˚u`e `d`e R3 ¯p`a˚rffl ˜l„`a˚u˚t´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f M . C’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e ¯p`a˚rffl
˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 56.

�
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Exercice 61 (Méthode de Cramer).
On considère le système d’équations linéaires suivant

8
<

:

2x + y − z = 1
3x + 2y + z = 4
x + 3y + z = 2 :

(1) Décrire l’ensemble des solutions avec la méthode de Cramer.
(2) Retrouver ce résultat par un calcul matriciel utilisant l’inversion d’une

matrice.

Correction.

(1) O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s

A :=

0

@
2 1 −1
3 2 1
1 3 1

1

A `eˇt B :=

0

@
1
4
2

1

A :

A”vfle´c `c´e˙s ”n`o˘t´a˚tˇi`o“n¯s, ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s `d˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇiffl-

”n`é´a˚i˚r`e˙s ¯sfi`o“n˚t ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯sX =

0

@
x
y
z

1

A `d`e R3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t AX =

B .
L`e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ”vˆa˚u˚t

2 1 −1
3 2 1
1 3 1

= 4 + 1− 9− 6 + 2− 3 = −11

¯p`a˚rffl ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `d`e S̀a˚r˚r˚u¯s.
C`o“m‹m`e `c´e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”n˚u˜l, ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e

¯sfi`eˇu˜l´e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `d`e C`a˚r‹m`eˇrffl `d`e ˜l´affl
”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e.

x =
1

detA

1 1 −1
4 2 1
2 3 1

=
−11
−11

= 1;

y =
1

detA

2 1 −1
3 4 1
1 2 1

= 0;

z =
1

detA

2 1 1
3 2 4
1 3 2

=
−11
−11

= 1:
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L`affl ¯sfi`eˇu˜l´e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d`e `c´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e `e˙sfi˚t `d`o“n`c
(1; 0; 1) :

(2) U”n`e `a˚u˚tˇr`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e `d`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl `c´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `àffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`eˇrffl
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e (˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e) A :

A−1 =
1

11

0

@
1 4 −3
2 −3 5
−7 5 −1

1

A

D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s, ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rfflX = A−1B ,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

0

@
x
y
z

1

A =
1

11

0

@
1 4 −3
2 −3 5
−7 5 −1

1

A

0

@
1
4
2

1

A =

0

@
1
0
1

1

A :

�

Exercice 62 (Diagonalisation à valeurs propres simples).
Soit f : R3 → R3 l’application linéaire dont la matrice dans la base

canonique B est la suivante

A = MatB,B(f ) :=

0

@
1 1 −1
1 1 0
0 0 1

1

A :

(1) Quel est le rang de f ?

(2) En déduire, sans calcul, que 0 est valeur propre de f .

(3) Calculer le polynôme caractéristique � f (X ) de f .

(4) En déduire, sans plus de calcul, mais en justifiant, que f est diagonali-
sable.

(5) Montrer, sans diagonaliser complètement A , que tr
�
Ak

�
= 1+2k, pour

tout k ∈ N\{0}.
(6) Diagonaliser l’endomorphisme f .

Correction.

(1) L`e ˚r`a‹n`g `d`e f `e˙sfi˚t ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA. O”nffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l´e `e›nffl `é´c‚h`e-
˜l´o“n‹n`a‹n˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e ¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e.
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0

@
1 1 −1
1 1 0
0 0 1

1

A
∼

C2→C2−C1

C3→C3+C1

0

@
1 0 0
1 0 1
0 0 1

1

A ∼
C2↔C3

0

@
1 0 0
1 1 0
0 1 0

1

A

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e ¯p`o¸sfi¯sfi`è´d`e `d`eˇu‹x `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e˙s,
¯sfi`o“nffl ˚r`a‹n`g `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl2, `dffl’`o˘ùffl

rg f = 2 :

(2) C`o“m‹m`e ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e f ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e
f ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle. Ǹo˘u¯s ¯sfi`o“m‹m`e˙s `e›nffl ¯p˚r`é˙sfi`e›n`c´e `dffl’˚u‹nffl `e›nffl-
`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `e›nffl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e, `c´eˇtˇt´e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c
¯p`a¯s ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle, ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 62. D`o“n`c ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `a˚uffl ”m`o˘i‹n¯s ˚u‹nffl
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n`o“nffl ”n˚u˜l ~u 6= ~0 `d`a‹n¯s ¯sfi`o“nffl ”n`o“y´a˚uffl, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
¯p˚r`o¸p˚r`e :f (~u) = ~0 = 0:~u. L`affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl 0 `e˙sfi˚t `d`o“n`c ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e.

(3) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl

� f (X ) = det(A − XI ) =
1− X 1 −1

1 1− X 0
0 0 1− X

:

E”nffl ˜l´e `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ˜lˇi`g›n`e, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

� f (X ) = (1− X )
1− X 1

1 1− X = (1− X )((1− X )2 − 1)

= (1− X )(X 2 − 2X ) = (1− X )X (X − 2) :

(4) C`o“m‹m`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é `àffl ˚r`a`cˇi‹n`e˙s ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e˙s,
`o“nffl `affl, ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 87, `qfi˚u`e ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f `e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o-
”n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(5) C`o“m‹m`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é `àffl ˚r`a`cˇi‹n`e˙s ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e˙s,
`o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˚t´o˘u¯s ˜l´e˙s ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ”n`o“nffl ˚tˇr˚i‹v˘i`a˚u‹x, ˚i`cˇifflE0,
E1 `eˇt E2, ¯sfi`o“n˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 1. C`e `qfi˚u˚iffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e
˜bˆa¯sfi`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`eR3 `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e B′ = {~v0;~v1;~v2}
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`a‹vfle´c ~v0 ∈ E0, ~v1 ∈ E1 `eˇt ~v2 ∈ E2. M`ê›m`e ¯sfi`a‹n¯s `c´o“n‹n`a˚î˚tˇr`e ˜l´e˙s `c´o-
`o˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `e›x´a`cˇt´e˙s `d`e `c´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`ef `d`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi`eˇr`affl

∆ := MatB′,B′(f ) =

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 2

1

A :

S̊iffl `o“nffl `a¯p¯p`e¨l¨l´e P := MatB,B′(id) ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
B′ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B, `a˜l´o˘r¯s ∆ = P−1AP , `o˘ùffl `d`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e
A = P∆P−1. D`o“n`c

Ak = P∆kP−1 = P

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 2k

1

A P−1 :

O”nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e

tr(Ak) = tr(P∆kP−1) = tr(∆k) = 1 + 2k :

(6) D˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`eR3.

� � = 0 : O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e0,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹n`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`eR3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e f (~v0) = ~0. A”vfle´c ˜l´affl
`d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`e f , `c´e¨l´affl ˚r`e›v˘i`e›n˚t `àffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇrffl ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ”n`o“nffl
”n˚u˜l¨l´e `a˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

x + y − z = 0
x + y = 0

z = 0 ;

L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s~v0 =

0

@
1
−1
0

1

A `c´o“n‹v˘i`e›n˚t.

� � = 1 : O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e1,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹n`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`eR3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e f (~v1) = ~v1. A”vfle´c
˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`e f , `c´e¨l´affl ˚r`e›v˘i`e›n˚t `àffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇrffl ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ”n`o“nffl
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”n˚u˜l¨l´e `a˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

x + y − z = x
x + y = y

z = z ;

L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s~v1 =

0

@
0
1
1

1

A `c´o“n‹v˘i`e›n˚t.

� � = 2 : O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e2,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹n`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`eR3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e f (~v2) = 2~v2. A”vfle´c
˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`e f , `c´e¨l´affl ˚r`e›v˘i`e›n˚t `àffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇrffl ˚u‹n`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ”n`o“nffl
”n˚u˜l¨l´e `a˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

x + y − z = 2x
x + y = 2y

z = 2z ;

L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s~v2 =

0

@
1
1
0

1

A `c´o“n‹v˘i`e›n˚t.

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e P = MatB,B′(id) `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′ `d`a‹n¯s ˜l´affl
˜bˆa¯sfi`e B. E˜l¨l´e `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B, ¯sfi`o˘i˚t

P =

0

@
1 0 1
−1 1 1
0 1 0

1

A :
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O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s
`é¨l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e˙s ˜lˇi`g›n`e˙s

0

@
1 0 1 1 0 0
−1 1 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1

1

A
∼

L2↔L3

L3→L3+L1

0

@
1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1
0 1 2 1 1 0

1

A

∼
L3→ 1

2
(L3−L2)

0

@
1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 1

2
1
2 −1

2

1

A

∼
L1→L1−L3)

0

@
1 0 0 1

2 −1
2

1
2

0 1 0 0 0 1
0 0 1 1

2
1
2 −1

2

1

A :

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e

P−1 =

0

@
1
2 −1

2
1
2

0 0 1
1
2

1
2 −1

2

1

A :

L`e `c´a˜l´cˇu˜l ˜fˇi‹n`a˜l `d`e
P−1AP = MatB′,B(id)MatB,B(f )MatB,B′(id)

”vˆa˚u˚t ˜b˘i`e›nffl ∆ = MatB′,B′(f ) :
0

@
1
2 −1

2
1
2

0 0 1
1
2

1
2 −1

2

1

A

0

@
1 1 −1
1 1 0
0 0 1

1

A

0

@
1 0 1
−1 1 1
0 1 0

1

A =

0

@
0 0 0
0 1 0
0 0 2

1

A :

�

Exercice 63 (Diagonalisation à valeurs propres avec multiplicité).
On note B := {~e1; ~e2; ~e3} la base canonique de R3. On considère l’applica-

tion linéaire f : R3 → R3; X 7→ MX , dont la matrice représentative dans la
base B est la suivante

A = MatB,B(f ) :=

0

@
3 −1 −1
0 2 0
−1 1 3

1

A :

(1) Quel est le rang de f ?

(2) En déduire que F := {f (~e1); f (~e2); f (~e3)} est une base de R3 et que 0
n’est pas valeur propre de f .

(3) Calculer le polynôme caractéristique � f (X ) de f .
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(4) Quelle sont les dimensions des sous-espaces propres E2 et E4 associés
aux valeurs propres 2 et 4 ? Trouver une base de R3 constituée de vec-
teurs propres de f .

(5) Trouver une matrice inversible P ∈ GL3(R) et une matrice diagonale
∆ telles que A = P−1∆P .

Correction.

(1) O”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e.
0

@
3 −1 −1
0 2 0
−1 1 3

1

A
∼

C2→3C2+C1

C3→3C3+C1

0

@
3 0 0
0 6 0
−1 2 8

1

A

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e ¯p`o¸sfi¯sfi`è´d`e ˚tˇr`o˘i¯s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e˙s,
¯sfi`o“nffl ˚r`a‹n`g `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl3

rgA = 3 :

(2) C`o“m‹m`e ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e A `e˙sfi˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, `eˇt `c´o“m‹m`ef `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `e›n`d`o“m`o˘rffl-
¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e, `a˜l´o˘r¯s ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 62
”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e f `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `a˚u˚t´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e. E˚t `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t, ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o-
¯sfi˚i˚tˇi`o“nffl 56 `qfi˚uffl’˚u‹nffl ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `e›n‹vˆo˘i`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e.
D`o“n`c F = {f (~e1); f (~e2); f (~e3)} `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eR3.
C`o“m‹m`e f `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `a˚u˚t´o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e, ¯sfi`o“nffl ”n`o“y´a˚uffl `e˙sfi˚t ˚r`é´d˚u˚i˚t `a˚uffl
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l

Kerf = E0 = {~0} :

I˜l ”nffl’”y `affl `d`o“n`c `a˚u`cˇu‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl0. L`affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl 0
”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`ef .

(3) L`affl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `d`e f `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl

� f (X ) = det(A − XI ) =
3− X −1 −1

0 2− X 0
−1 1 3− X

:

E”nffl ˜l´e `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ˜lˇi`g›n`e, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

� f (X ) = (2− X )
3− X −1
−1 3− X = (2− X )((3− X )2 − 1)

= (2− X )(X 2 − 6X + 8) = −(X − 2)2(X − 4) :
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(4) O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e˙s ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ”n`o“nffl-˚tˇr˚i‹v˘i`a˚u‹x
`e˙sfi˚t ”m`a¯j´o˘r`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´é `d`e ˜l´eˇu˚rffl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `c´o“m‹m`e
˚r`a`cˇi‹n`e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e. I`cˇiffl, `c´e¨l´affl `d`o“n‹n`e `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚iffl-
”m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE4 `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl1 `eˇt `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚iffl-
”m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE2 `e˙sfi˚t `c´o“m¯p˚r˚i¯sfi`e `e›n˚tˇr`e1 `eˇt
2. P̀o˘u˚rffl ¯p`o˘u‹vˆo˘i˚rffl `êˇtˇr`e ¯p˜lˇu¯s ¯p˚r`é´cˇi¯s, `o“nffl ˜f´a˚u˚t ˚r`é˙sfi`o˘u`d˚r`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x
¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e˙s `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s `qfi˚u˚iffl ˜l´e˙s `d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`e›n˚t.

� � = 2 : O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e2,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eR3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t f (~u) = 2~u :

8
<

:

3x − y − z = 2x
2y = 2y

−x + y + 3z = 2z
⇐⇒ x = y + z :

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE2 `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜l´e ¯p˜l´a‹nffl `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nfflx =

y+z. I˜l `e˙sfi˚t `d`o“n`c `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2. E˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `e›nffl `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e
¯p`a˚rffl ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s

~v1 :=

0

@
1
1
0

1

A ; ~v2 :=

0

@
1
0
1

1

A :

� � = 4 : O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e4,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`eR3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t f (~v3) = 4~v3 :

8
<

:

3x − y − z = 4x
2y = 4y

−x + y + 3z = 4z
⇐⇒

8
<

:

−x − y − z = 0
y = 0

−x + y − z = 0 ;

L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s

~v3 :=

0

@
1
0
−1

1

A ;

`e˙sfi˚t ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e4.
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A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e

B′ =

8
<

:
~v1 =

0

@
1
1
0

1

A ; ~v2 =

0

@
1
0
1

1

A ; ~v3 =

0

@
1
0
−1

1

A

9
=

;

˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`eR3.
(5) S̀o˘i˚t P := MatB,B′(id) ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′ `d`a‹n¯s ˜l´affl

˜bˆa¯sfi`e B. E˜l¨l´e `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B, ¯sfi`o˘i˚t

P =

0

@
1 1 1
1 0 0
0 1 −1

1

A :

D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ∆ = P−1AP ”nffl’`e˙sfi˚t `a˚u˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
`d˚i`a`g´o“n`a˜l´e `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s :

∆ =

0

@
2 0 0
0 2 0
0 0 4

1

A :

�

Exercice 64 (Non diagonalisable).
On considère la matrice suivante

A :=

0

@
7 3 −4
−6 −2 5
4 2 −1

1

A :

(1) Calculer le polynôme caractéristique � A(X ) de la matrice A .
(2) Quelles sont les dimensions des sous-espaces propres E1 et E2 associés

aux valeurs propres 1 et 2 ?
(3) La matrice A est-elle diagonalisable ?
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Correction.

(1) L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `d`e A `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl

� A(X ) = det(A − XI ) =
7− X 3 −4
−6 −2− X 5
4 2 −1− X

=

1− X 3 −4
−2(1− X ) −2− X 5

0 2 −1− X

`e›nffl ¯sfi`o˘u¯sfi˚tˇr`a‹y´a‹n˚t `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e.
O”nffl ¯p`eˇu˚t ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`eˇrffl (1 − X ) `d`e ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl
¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 73 :
1− X 3 −4

−2(1− X ) −2− X 5
0 2 −1− X

= (1− X )
1 3 −4
−2 −2− X 5
0 2 −1− X

= (1− X )
1 3 −4
0 4− X −3
0 2 −1− X

:

E”nffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t
`a˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l

� A(X ) = (1− X )
4− X −3

2 −1− X =

(1− X )
�
(4− X )(−1− X ) + 6

�
= −(X − 1)2(X − 2) :

(2) C`o“m‹m`e 2 `e˙sfi˚t ˚r`a`cˇi‹n`e ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e, `o“nffl
¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE2 `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl1

dimE2 = 1 :

C`o“m‹m`e 1 `e˙sfi˚t ˚r`a`cˇi‹n`e `d`o˘u˜b˝l´e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t
`qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE1 `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl1 `o˘uffl
2. P̀o˘u˚rffl `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`eˇrffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `e›x´a`cˇt´e, `o“nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
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`d˚uffl ˚r`a‹n`g `àffl A − I . E”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`a‹n˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A − I , `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
0

@
7 3 −4
−6 −2 5
4 2 −1

1

A ∼

0

@
1 0 0
−2 3 0
0 2 0

1

A :

L`e ˚r`a‹n`g `d`e A − I `e˙sfi˚t `d`o“n`c `é´g´a˜l `àffl2 `eˇt ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e E1 =

Ker(A − I ) `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl
dim E1 = dim Ker(A − I ) = dimR3 − rg (A − I ) = 3− 2 = 1 :

(3) A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˚t´o˘t´a˜l´e `d`e˙s ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e
`àffl

dimE1 + dimE2 = 1 + 1 = 2 < 3 = dimR3 :

I˜l `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚i‹m¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s.
(A˚uffl ”m˚i`eˇu‹x, ”n`o˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˜lˇi˜b˘r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `àffl `d`eˇu‹x `é¨l´é›m`e›n˚t˙s.) L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇiffl-
¯sfi`a˜b˝l´e.

�

Exercice 65 (Non diagonalisable, mais trigonalisable).
On reprend l’énoncé de l’exercice 64.

(4) La matrice A est-elle trigonalisable ?

(5) Donner une matrice inversible P telle que P−1AP soit une matrice
triangulaire supérieure.

Correction.

(4) Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”v˘uffl `qfi˚u`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e � A(X ) = −(X −

1)2(X − 2) `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é. O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t, ¯p`a˚rffl ˜l´e `cˇr˚i˚t´èˇr`e `d`e ˚tˇr˚i`g´o-
”n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˘i˜lˇi˚t´é (˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 88) `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A `e˙sfi˚t ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(5) P̀o˘u˚rffl ˜f´o˘r‹m`eˇrffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl, ”n`o˘u¯s `a˜l¨l´o“n¯s `c´o“m‹m`e›nffl-
`c´eˇrffl ¯p`a˚rffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇrffl ˚u‹nffl ”m`a‹xˇi‹m˚u‹mffl `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s. O”nffl ¯sfi`a˚i˚t
`qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ¯p`eˇu˚t `e›nffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl `d`eˇu‹x ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e›m`e›n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t˙s. I˜l
”n`o˘u¯s ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚r`affl `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e `c´o“m¯p˜l´éˇt´eˇrffl `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e `a‹vfle´c ˚u‹nffl `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl.
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� � = 2 : O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e2,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rfflX = t(x; y; z) `d`e R3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e AX =

2X , `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e(A − 2I )X = 0 :
8
<

:

5x + 3y − 4z = 0
−6x − 4y + 5z = 0
4x + 2y − 3z = 0

⇐⇒ 2x = 2y = z :

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e `d`o“n`c ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e

~u :=

0

@
1
1
2

1

A :

� � = 1 : O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e1,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rfflX = t(x; y; z) `d`e R3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e AX =

X , `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e(A − I )X = 0 :
8
<

:

6x + 3y − 4z = 0
−6x − 3y + 5z = 0
4x + 2y − 2z = 0

⇐⇒
�

z = 0
−2x = y :

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e `d`o“n`c ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e

~v :=

0

@
1
−2
0

1

A :

S̀o˘i˚t ~w ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e R3 `qfi˚u˚iffl `c´o“m¯p˜l´èˇt´e {~u;~v} `e›nffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e. S̀o˘i˚t
P ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e.
Q˚u`e¨l´qfi˚u`e ¯sfi`o˘i˚t ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl `c´o“n¯jˇu`gˇu`é `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
A ¯p`a˚rffl P `e˙sfi˚t `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

P−1AP =

0

@
2 0 �
0 1 �
0 0 

1

A ;

`c´a˚rffl ~u `eˇt ~v ¯sfi`o“n˚t `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s. M˚i`eˇu‹x, `c´o“m‹m`e ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e
`e˙sfi˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t´e ¯p`a˚rffl `c´o“n¯jˇu`g´a˚i¯sfi`o“nffl, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

trP−1AP = 3 +  = trA = 4 ;

`dffl’`o˘ùffl  = 1.
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L`affl ¯sfi`eˇu˜l´e `c´o“n˚tˇr`a˚i‹n˚t´e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w `e˙sfi˚t `qfi˚uffl’˚i˜l ¯sfi`o˘i˚t ˜lˇi‹n`é´a˚iffl-
˚r`e›m`e›n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t `d`e~u `eˇt ~v. O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˚i`cˇiffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl

~w :=

0

@
0
0
1

1

A :

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e ˚i`cˇiffl ”vˆa˚u˚t `d`o“n`c

P =

0

@
1 1 0
1 −2 0
2 0 1

1

A :

S̀o“nffl `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t ”vˆa˚u˚t −3, `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i˜b˝l´e `eˇt ˜l´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ~u, ~v, ~w ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˜b˘i`e›nffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e R3. O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `d`é˙j´àffl `qfi˚u`e

A~w =

0

@
−4
5
−1

1

A = �~u + �~v + ~w = �

0

@
1
1
2

1

A + �

0

@
1
−2
0

1

A +

0

@
0
0
1

1

A ;

`c´e `qfi˚u˚iffl ¯sfi`e ˚r`é˙sfi`o˘u˚t ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t ¯p`o˘u˚rffl `d`o“n‹n`eˇrffl :� = −1 `eˇt � = −3.
A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

A ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

P−1AP =

0

@
2 0 −1
0 1 −3
0 0 1

1

A :

�

Exercice 66 (Trigonalisation).
On considère l’application linéaire f : R3 → R3 dont la matrice représen-

tative dans la base canonique B est la suivante

A = MatB,B(f ) :=

0

@
2 2 −3
5 1 −5
−3 4 0

1

A :

(1) L’endomorphisme f est-il trigonalisable ?
(2) Quelle est la dimension du sous-espace propre E1 associé à la valeur

propre 1 ?
(3) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
(4) Donner une base dans laquelle l’endomorphisme f est représenté par

une matrice triangulaire supérieure.
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Correction.

(1) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e

� f (X ) = det(A − XI ) =
2− X 2 −3

5 1− X −5
−3 4 −X

=
2− X 2 1− X

5 1− X 1− X
−3 4 1− X

;

`e›nffl ¯sfi`o“m‹m`a‹n˚t ˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e. O”nffl ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`e ˜l´e
`d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t ¯p`a˚rffl (1− X ) `gˇr`â`c´e `àffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 73 :

� f (X ) = (1− X )
2− X 2 1

5 1− X 1
−3 4 1

= (1− X )
2− X 2 1
3 + X −1− X 0
−5 + X 2 0

= (1− X )
3 + X −1− X
−5 + X 2

= (1− X )
�
2(3 + X ) + (X − 5)(1 + X )

�
= −(X − 1)3 :

C`o“m‹m`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é, ˜l´e `cˇr˚i˚t´èˇr`e `d`e ˚tˇr˚iffl-
`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˘i˜lˇi˚t´é (˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 88) `a˜f¨fˇi˚r‹m`e `qfi˚u`e ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f `e˙sfi˚t
˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(2) C`o“m‹m`e `o“nffl ¯p`eˇu˚t `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`eˇrffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A− I , ¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e, ¯sfi`o˘u¯s
˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

0

@
2 2 −3
5 1 −5
−3 4 0

1

A ∼

0

@
1 0 0
0 1 0
2 −1 0

1

A ;

`o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ¯sfi`o“nffl ˚r`a‹n`g `e˙sfi˚t2. E”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`a‹n˚t ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl
˚r`a‹n`g `àffl ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f − id, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eE1 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e1

dim E1 = dim Ker(f − id) = dim R3 − rg (f − id) = 3− 2 = 1 :

(3) I`cˇiffl, ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“n¯s `d`e˙s ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e
`àffl 1, `c´e `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `àffl ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l„`e˙s-
¯p`a`c´e R3. I˜l `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚i‹m¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e `d`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ”vfle´c-
˚t´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s; ˚t´o˘u˚t `a˚uffl ¯p˜lˇu¯s, ”n`o˘u¯s ¯p`o˘u˚r˚r`o“n¯s ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e
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˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e›m`e›n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t. L’`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`ef ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s
`d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(4) O”nffl ¯sfi˚u˚i˚t ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t : `o“nffl
”vˆaffl `c´o“m‹m`e›n`c´eˇrffl ¯p`a˚rffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹nffl ”m`a‹xˇi‹m˚u‹mffl `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s,
˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l ˚i`cˇiffl.

O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e1, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-
`d˚i˚r`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u = (x; y; z) `d`e R3 `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e f (~u) = ~u, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-
`d˚i˚r`e 8

<

:

x + 2y − 3z = 0
5x − 5z = 0
−3x + 4y − z = 0

⇐⇒ x = y = z :

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e `d`o“n`c ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e

~u :=

0

@
1
1
1

1

A :

R`a˚i¯sfi`o“n‹n`o“n¯s ”m`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t ¯p`a˚rffl `a‹n`a˜l›y˙sfi`e-¯sfi‹y›n˚t‚h`è˙sfi`e ¯p`o˘u˚rffl ˚tˇr`o˘uffl-
”vfleˇrffl ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t˙s. S̊u¯p¯p`o¸sfi`o“n¯s `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `a˚i˚t
`d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ~v `eˇt ~w ˚t´e¨l˙s `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF := {~u;~v; ~w} ˜f´o˘r‹m`e
˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e f . P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 88, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`ef `d`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e `e˙sfi˚t `d`o“n`c `d`e ˜l´affl
˜f´o˘r‹m`e

B = MatF ,F (f ) :=

0

@
1 � �
0 1 
0 0 1

1

A :

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `d`o“n`c `qfi˚u`e ˜l„˚i‹m`a`g´e `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~v `e˙sfi˚t `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`ef (~v) =
~v+ �~u , `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

f (~v)− ~v = (f − id)(~v) = �~u :

C`o“m‹m`e ~u `e˙sfi˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e1, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
~u `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `é¨l´é›m`e›n˚t `d˚uffl ”n`o“y´a˚uffl `d`ef − id, `o“nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e

(f − id)2(~v) = � (f − id)(~u) = ~0 :
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O”nffl `a˚r˚r`êˇt´e ˚i`cˇiffl ˜l´affl ¯p˛h`a¯sfi`e `dffl’`a‹n`a˜l›y˙sfi`e; `o“nffl `affl `a¯sfi¯sfi`eˇz `dffl’˚i‹n˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`o“nffl
¯p`o˘u˚rffl ¯p˚r`oˆc´é´d`eˇrffl `àffl ˜l´affl ¯sfi‹y›n˚t‚h`è˙sfi`e `eˇt `c´o“n`c¨lˇu˚r`e.

C‚h`eˇr`c‚h`o“n¯s ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~v `d`a‹n¯s ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e (f −id)2. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl,
`o“nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e (A − I )2 `qfi˚u˚iffl ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´e ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e
(f − id)2 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e. C`eˇtˇt´e `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ”vˆa˚u˚t

(A − I )2 = 10

0

@
2 −1 −1
2 −1 −1
2 −1 −1

1

A

`eˇt `d`o“n`c ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e (f −id)2 `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p˜l´a‹nffl `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl2x−y−z = 0.
O”nffl ”vˆo˘i˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl

~v =

0

@
1
2
0

1

A

`e›nffl ˜f´a˚i˚t ¯p`a˚r˚tˇi`e `eˇt `qfi˚uffl’˚i˜l `e˙sfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e›m`e›n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t `d`e~u, `c´a˚rffl
”n`o“nffl `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. U”nffl `c´a˜l´cˇu˜l ˚r`a¯p˚i`d`e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e

f (~v) =

0

@
6
7
5

1

A = 5~u+ ~v ;

`dffl’`o˘ùffl � = 5.
E”n˜fˇi‹nffl, ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w `c´o“m¯p˜l´éˇt´a‹n˚t {~u;~v} `e›nffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e R3

`c´o“n‹v˘i`e›n˚t. I`cˇiffl, `o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e

~w :=

0

@
0
0
1

1

A :

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `d`é˙j´àffl `qfi˚u`ef (~w) = �~u + ~v + ~w; ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l `d`o“n‹n`e

f (~w) =

0

@
−3
−5
0

1

A = −~u− 2~v+ ~w ;

¯sfi`o˘i˚t � = −1 `eˇt  = −2.



9. CORRECTIONS DES EXERCICES 269

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`ef `d`a‹n¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e

F =

8
<

:

0

@
1
1
1

1

A ;

0

@
1
2
0

1

A ;

0

@
0
0
1

1

A

9
=

;

`e˙sfi˚t ˚tˇr˚i`a‹n`gˇu˜l´a˚i˚r`e ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚r`e

MatF ,F (f ) =

0

@
1 5 −1
0 1 −2
0 0 1

1

A :

�

Exercice 67 (Puissance de matrice diagonalisable).
On considère la matrice

A =

0

@
3 −1 −1
0 2 0
−1 1 3

1

A :

de l’exercice 63.
Calculer les puissances Ak, pour k ∈ N.
Correction. O”nffl ˚r`e˙p˚r`e›n`dffl ˜l´e˙s ”n`o˘t´a˚tˇi`o“n¯s `d`e ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e 63. O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e

˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e P ¯p`a˚rffl `d`e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s `é¨l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e˙s
¯p`a˚rffl ˜lˇi`g›n`e, `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e

P−1 =
1

2

0

BBBB@

0 1 0

1 −1 1

1 −1 −1

1

CCCCA
:
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O”nffl `affl `d`o“n`c

M k = P−1∆kP =
1

2

0

@
1 1 1
1 0 0
0 1 −1

1

A

0

@
2k 0 0
0 2k 0
0 0 4k

1

A

0

BBBB@

0 1 0

1 −1 1

1 −1 −1

1

CCCCA

=
1

2

0

BBBB@

2k + 4k 2k − 4k 2k − 4k

0 2k+1 0

2k − 4k −2k + 4k 2k + 4k

1

CCCCA
:

�

Exercice 68 (Puissance de matrice avec le théorème de Cayley–Hamilton).

On considère la matrice suivante

A :=

�
−1 2
2 −1

�
:

(1) Calculer les puissances Ak, pour k ∈ N, en diagonalisant la matrice A .

(2) Retrouver ce résultat en utilisant le théorème de Cayley–Hamilton et
la division euclidienne des polynômes.

Correction.

(1) L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ”vˆa˚u˚t

� A(X ) = det(A − XI ) = −1− X 2
2 −1− X

= (X + 1)2 − 4 = X 2 + 2X − 3 = (X − 1)(X + 3) :

C`o“m‹m`e `c´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é `àffl ˚r`a`cˇi‹n`e˙s ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e˙s, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA

`e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e, ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e 87.
� � = 1: O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e1,

`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rfflX = t(x; y) `d`e R2 ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t (A− I )X =

0 : �
−2x + 2y = 0
2x − 2y = 0

⇐⇒ x = y :
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O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e `d`o“n`c ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e

~u :=

�
1
1

�
:

� � = −3: O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e−3,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rfflX = t(x; y) `d`e R2 ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t (A+3I )X =

0 : �
2x + 2y = 0
2x + 2y = 0

⇐⇒ x = −y :

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e `d`o“n`c ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e

~v :=

�
1
−1

�
:

C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e

P =

�
1 1
1 −1

�

`qfi˚u˚iffl `a`d‹m`eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e

P−1 =
1

2

�
1 1
1 −1

�
:

L`e˙s ¯p˚u˚i¯sfi¯sfi`a‹n`c´e˙s `d`eA ¯sfi`e `c´a˜l´cˇu˜l´e›n˚t `d`o“n`c `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

Ak =
1

2

�
1 1
1 −1

� �
1 0
0 (−3)k

� �
1 1
1 −1

�

=
1

2

�
1 + (−3)k 1− (−3)k
1− (−3)k 1 + (−3)k

�
:

(2) L`affl `d˚i‹v˘i¯sfi˚i`o“nffl `eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›n‹n`e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e X k ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
`c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e � A(X ) = (X − 1)(X + 3) `d`o“n‹n`e

X k = (X − 1)(X + 3)Qk(X ) + Rk(X ) ;

`o˘ùffl ˜l´e ˚r`e˙sfi˚t´e `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e `d`e´gˇr`é1 : Rk(X ) = akX + bk.
E”nffl `é›vˆa˜lˇu`a‹n˚t ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `e›nffl X = 1, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

1 = ak + bk
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`eˇt `e›nffl ˜l„`é›vˆa˜lˇu`a‹n˚t `e›nffl X = −3, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
(−3)k = −3ak + bk :

L`affl ˚r`é˙sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d`e `c´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e `d`eˇu‹x `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s `àffl `d`eˇu‹x
˚i‹n`c´o“n‹n˚u`e˙s `d`o“n‹n`e

8
>><

>>:

ak =
1

4

�
1− (−3)k

�

bk =
1

4

�
3 + (−3)k

�
:

L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 90 `d`e C`a‹y¨l´e›y–H`a‹m˚i˜lˇt´o“nffl ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e
Ak = � A(A)

| {z }
=0

Qk(A) + Rk(A) = akA + bkI

=
1

4

�
1− (−3)k

� �
−1 2
2 −1

�
+

1

4

�
3 + (−3)k

� �
1 0
0 1

�

=
1

2

�
1 + (−3)k 1− (−3)k
1− (−3)k 1 + (−3)k

�
:

�



CHAPITRE 4

Espaces euclidiens

Dans les chapitres précédents, nous avons conceptualisé les propriétés bien
connues des vecteurs du plan ou de l’espace : somme et multiplication par
un scalaire. Cela nous a mené à la notion général d’espace vectoriel, dont nous
avons pu constater qu’elle englobait de nombreux types d’exemples : puissances
quelconques de R, polynômes, matrices, fonctions, etc.

Poursuivons cette démarche un cran plus loin. Dans le plan et dans l’espace,
nous disposons d’outils métriques pour étudier les vecteurs : individuellement,
il existe la notion de norme qui permet d’évaluer leur taille, et collectivement,
il existe la notion de produit scalaire qui permet de mesurer dans quelle confi-
guration se trouvent deux vecteurs, orthogonaux par exemple.

~u
~v ⇐⇒ ~u:~v= 0

Le but de ce chapitre est donc de définir une notion générale de produit
scalaire pour tout espace vectoriel. On appelle espace euclidien la donnée d’un
espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Une telle donnée
nous permettra, par exemple, d’évaluer la taille de polynômes et de matrices
(norme) et d’étudier leur degré d’indépendance (orthogonalité).

Dans ce chapitre, on ne travaillera qu’avec des espaces vectoriels définis sur
les nombres réels et de dimension finie.

1. Formes bilinéaires

On introduit les formes bilinéaires en suivant exactement le même plan
qu’au chapitre précédant pour la notion d’application linéaire : définition,
exemples, contre-exemple, caractérisation grâce à une base, le cas de Rn, re-
présentation matricielle.
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Définition (Forme bilinéaire). Une forme bilinéaire d’un espace vectoriel
E est une application

�
Φ : E × E → R

(~x; ~y) 7→ Φ(~x; ~y) ;

linéaire en chacune de ses entrées, c’est-à-dire

Φ(� 1~x1 + � 2~x2; ~y) = � 1Φ(~x1; ~y) + � 2Φ(~x2; ~y) ;
Φ(~x; � 1~y1 + � 2~y2) = � 1Φ(~x; ~y1) + � 2Φ(~x; ~y2) ;

pour tout � 1; � 2; � 1; � 2 ∈ R et pour tout ~x; ~x1; ~x2; ~y; ~y1; ~y2 ∈ E .

Remarques.
� Avec des mots, ces deux dernières conditions signifient que si on fixe

une entrée, par exemple la seconde avec un vecteur quelconque ~y, alors
l’application ainsi obtenue

�
Φ(−; ~y) : E → R

~x 7→ Φ(~x; ~y)
est linéaire, au sens du chapitre précédent.
� Une «forme» est une application dont l’ensemble d’arrivée est l’en-

semble des nombres réels.

Exemples.
� L’application �

R× R → R
(x; y) 7→ 3xy

est une forme bilinéaire. En effet, les deux applications x 7→ (3y)x et
y 7→ (3x)y sont bien linéaires.

� Dans le plan P, le produit scalaire classique
�

P ×P → R
(~x; ~y) 7→ ~x:~y

est une forme bilinéaire. 1

� Après identification sur la base canonique, le produit scalaire du plan
P donne la forme bilinéaire suivante de R2 :�

R2 × R2 → R�
(x1; x2); (y1; y2)

�
7→ x1y1 + x2y2 :

Plus généralement, le produit scalaire canonique de Rn, défini par
�
〈 ; 〉 : Rn × Rn → R

(X; Y ) 7→ 〈X; Y 〉 = tXY = x1y1 + · · ·+ xnyn

1. Heureusement, c’est de lui dont on s’est inspiré pour cette définition.
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pour toute paire de vecteurs

X =

0

B@
x1
...

xn

1

CA et Y =

0

B@
y1
...

yn

1

CA

est une forme bilinéaire.

� De manière générale, on peut insérer n’importe quelle matrice carrée
M ∈ Mn dans la définition précédente ; cela donne encore une forme
bilinéaire

�
〈 ; 〉M : Rn × Rn → R

(X; Y ) 7→ 〈X; Y 〉M = tXMY

de Rn. Avec les valeurs de la matrice

M =

0

B@
m1,1 · · · m1,n

...
. . .

...
mn,1 · · · mn,n

1

CA

cela donne explicitement

〈X; Y 〉M = tXMY =
�
x1 · · · xn

�
0

B@
m1,1 · · · m1,n

...
. . .

...
mn,1 · · · mn,n

1

CA

0

B@
y1
...

yn

1

CA

=
X

16i,j6n

xi mi,j yj :

Tout comme pour les applications linéaires, nous verrons ci-dessous que
toutes les formes bilinéaires de Rn sont de ce type !

� On peut considérer des formes bilinéaires sur d’autres espaces vectoriels
que les puissances de R. Par exemple, l’application suivante

8
<

:

R[X ]× R[X ] → R

(P; Q) 7→
Z 1

0
P(x)Q(x)dx

définit une forme bilinéaire sur l’espace vectoriel des polynômes.

Contre-exemple.
� L’application �

R× R → R
(x; y) 7→ 3xy2

est bien une forme linéaire à gauche mais pas à droite. En effet, si on
fixe la variable y, l’application induite x 7→ (3y2)x est bien linéaire,
mais si on fixe la variable x, l’application induite y 7→ (3x)y2 n’est pas
linéaire.
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�

Exercice 69 (Formes bilinéaires de Rn). On considère les applications
suivantes

�
Φ1 : R× R → R

(x; y) 7→ �:xy ;
�

Φ2 : R2 × R2 → R�
(x1; x2); (y1; y2)

�
7→ �:x 1y1 + 2:x1y2 − x2y1 + 3:x2y2 ;

(1) Montrer qu’il s’agit de formes bilinéaires.

�

Proposition 91. Toute forme bilinéaire Φ : E × E → R est caractérisée
par l’ensemble des images

{Φ(~ei;~ej)}16i,j6n

des paires de vecteurs d’une base B = {~e1; : : : ;~en}.

Démonstration. Voyons comment on peut retrouver la forme bilinéaire
Φ dans son entier à partir des valeurs Φ(~ei;~ej) prises sur la base B = {~e1; : : : ;~en}.
Soient ~x et ~y deux vecteurs de E . Ils s’écrivent comme combinaisons linéaires
sur la base B :

~x = x1~e1 + · · ·+ xn~en et ~y = y1~e1 + · · ·+ yn~en :

La bilinéaire de Φ, d’abord à gauche, puis à droite, permet de calculer Φ(~x; ~y)
de la manière suivante

Φ(~x; ~y) = Φ(x1~e1 + · · ·+ xn~en; y1~e1 + · · ·+ yn~en)
= x1Φ(~e1; y1~e1 + · · ·+ yn~en) + · · ·+ xnΦ(~en; y1~e1 + · · ·+ yn~en)

=
X

16i,j6n

xi yj Φ(~ei;~ej) :

�

Comme les valeurs prises par une forme bilinéaire sur une base permettent
de la décrire fidèlement, rangeons les dans une matrice.

Définition (Matrice associée à une forme bilinéaire). Soit Φ : E × E → R
une forme bilinéaire et soit B = {~e1; : : : ;~en} une base de E . La matrice associée
à la forme bilinéaire Φ dans la base B est la matrice

MatB(Φ) :=
�
Φ(~ei;~ej)

�
16i,j6n

dont l’entrée à la ie ligne et je colonne est le nombre Φ(~ei;~ej).
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Attention
�

. Attention à ne pas confondre avec la matrice représentant
une application linéaire. Pour se souvenir de cette définition, on peut s’aider
en représentant les éléments de la base B à gauche et en haut de la matrice

0

BBB@

~e1 ~e2 · · · ~en
~e1 Φ(~e1;~e1) Φ(~e1;~e2) · · · Φ(~e1;~en)
~e2 Φ(~e2;~e1) Φ(~e2;~e2) · · · Φ(~e2;~en)
...

...
...

. . .
...

~en Φ(~en;~e1) Φ(~en;~e2) · · · Φ(~en;~en)

1

CCCA

On voit bien que c’est complètement différent de la matrice associée à
une application linéaire. Par exemple, ici, il n’y a pas à interpréter l’image de
vecteurs par une application dans une base pour obtenir des coefficients ; les
calculs des Φ(~ei;~ej) donnent directement des nombres.

Exemple. Considérons la forme bilinéaire suivante sur l’espace vectoriel
des polynômes de degré inférieur au égal à 2

�
Φ : R2[X ]× R2[X ] → R

(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + 2P(2)Q(2) :

L’évaluation de cette forme bilinéaire sur toutes les paires de vecteurs de la
base canonique C =

�
1; X; X 2

	
donne

1 X X 2

1

X

X 2

0

BBBB@

Φ(1; 1) = 4 Φ(1; X ) = 5 Φ(1; X 2) = 9

Φ(X; 1) = 5 Φ(X; X ) = 9 Φ(X; X 2) = 17

Φ(X 2; 1) = 9 Φ(X 2; X ) = 17 Φ(X 2; X 2) = 33

1

CCCCA

Donc la matrice qui représente Φ dans la base canonique est

MatC(Φ) =

0

@
4 5 9
5 9 17
9 17 33

1

A :

Théorème 92.
� Toutes les formes bilinéaires de Rn sont du type

�
〈 ; 〉M : Rn × Rn → R

(X; Y ) 7→ 〈X; Y 〉M = tXMY ;

où M ∈ Mn est une matrice carrée.
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� Après choix d’une base B = {~e1; : : : ;~en} de E , toute forme bilinéaire
Φ : E × E → R s’écrit

�
Φ : E × E → R

(~x; ~y) 7→ Φ(~x; ~y) = tXMY

avec

X = [~x ]B; Y = [~y ]B et M = MatB(Φ) :

Démonstration.
� Soit Φ : Rn × Rn → R. En reprenant la démonstration de la proposi-

tion 91 en considérant la base canonique B = {~e1; : : : ;~en} de Rn, on
obtient

Φ(X; Y ) =
X

16i,j6n

xiΦ(~ei;~ej) yj = tXMY = 〈X; Y 〉M ;

avec M = MatB(Φ).
� La démonstration de cette assertion se fait de la même manière que la

précédente :

Φ(~x; ~y) =
X

16i,j6n

xiΦ(~ei;~ej) yj = t[~x ]B MatB(Φ) [~y ]B :

�

Remarque

���. Comme pour les applications linéaires : on connait la
forme générale des formes bilinéaires de Rn et, par choix d’une base, on peut
toujours ramener l’étude d’une forme bilinéaire d’un espace vectoriel à une de
ce type.

�

Exercice 69 (Formes bilinéaires de Rn suite). On considère à nouveau
les deux formes bilinéaires Φ1 et Φ2 données dans l’exercice 69, auxquels on
ajoute les deux formes bilinéaires suivantes

8
<

:

Φ3 : R3 × R3 → R�
(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)

�
7→ 2x1y1 + x2y2 + x1y3 + x3y1

+x2y3 + x3y2 + 2x3y3 ;
8
<

:

Φ4 : R4 × R4 → R�
(x1; x2; x3; x4); (y1; y2; y3; y4)

�
7→ x1y3 + 2x1y1 − x2y1

−2x3y3 + 7x1y4 :

(2) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice associée dans la base
canonique.



1. FORMES BILINÉAIRES 279

�

Comme pour les applications linéaires, on voit que la matrice représentant
une forme bilinéaire dépend intrinsèquement de la base choisie. La formule
suivante décrit l’effet d’un changement de base au niveau de cette matrice.

Proposition 93 (Formule de changement de base des formes bilinéaires).
Soit Φ : E × E → R une forme bilinéaire et soient A et B deux bases de E . Si
on note par P = MatA,B(id) la matrice de passage de la base B dans la base A,
alors la matrice représentant la forme bilinéaire Φ dans la base B est donnée
par

MatB(Φ) =
tP MatA(Φ)P :

Démonstration. Notons par A = {~e1; : : : ;~en} et B =
n

~f 1; : : : ; ~f n
o

les
éléments respectifs des deux bases. Rappelons que la matrice de passage

P = MatA,B(id) =

0

@ [ ~f 1 ]A · · · [ ~f n ]A

1

A

est formée en colonne des coordonnées des vecteurs de la famille B sur la base
A. Donc le produit de matrices tP MatA(Φ)P vaut
0

B@

t[ ~f 1 ]A
...

t[ ~f n ]A

1

CA

0

B@
Φ(~e1;~e1) · · · Φ(~e1;~en)

...
. . .

...
Φ(~en;~e1) · · · Φ(~en;~en)

1

CA

0

@ [ ~f 1 ]A · · · [ ~f n ]A

1

A :

On voit alors que le coefficient de la ie ligne et de la je colonne est donné par
t[ ~f i ]AMatA(Φ) [ ~f j ]A = Φ(~f i; ~f j);

qui est précisément le coefficient de la ie ligne et de la je colonne de la matrice
MatB(Φ) représentant la forme bilinéaire Φ dans la base B. �

Remarque

���. Encore une fois, remarquez l’analogie mais aussi la
différence avec le cas des applications linéaires où la formule de changement
de base est P−1MP . Le cas des formes bilinéaires est plus simple car nous
n’avons pas à inverser de matrice.

Exemple. Reprenons l’exemple précédent
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + 2P(2)Q(2) :

de forme bilinéaire sur l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou
égal à 2 et considérons maintenant la base B := {X; X − 2; X (X − 2)} de
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polynômes échelonnés en degré. Si on écrit la matrice représentant la forme
bilinéaire Φ dans cette nouvelle base, on trouve, en utilisant la définition

MatB(Φ) =

0

@
9 −1 −1
−1 5 1
−1 1 1

1

A :

Ici la matrice de passage est

P = MatC,B(id) =

0

@
0 −2 0
1 1 −2
0 0 1

1

A :

La formule de changement de base redonne bien la matrice précédente

tP MatC(Φ)P =

0

@
0 1 0
−2 1 0
0 −2 1

1

A

0

@
4 5 9
5 9 17
9 17 33

1

A

0

@
0 −2 0
1 1 −2
0 0 1

1

A

=

0

@
9 −1 −1
−1 5 1
−1 1 1

1

A :

�

Exercice 69 (Formes bilinéaires de Rn suite). On considère à nouveau les
quatre formes bilinéaires données dans l’exercice 69.

(3) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice représentative dans les
bases respectives suivantes

{(2)}; {(1; 1); (1; 2)}; {(1; 1; 1); (1; 0; 1); (1; 1; 0)};
{(1; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (1; 1; 1; 0) (0; 1; 1; 1)} :

�

Définition (Rang d’une forme bilinéaire). Le rang d’une forme bilinéaire
Φ : E × E → R est le rang de la matrice associée à Φ dans une base B de E :

rg Φ := rgMatB(Φ) :

Tout comme pour la définition de la trace et du déterminant d’un endo-
morphisme, cette notion est bien définie car elle est indépendante de la base.

Proposition 94. Le rang d’une forme bilinéaire ne dépend pas de la base
avec laquelle on le calcule.

Démonstration. La démonstration est du même type que pour la trace
et le déterminant : on utilise la formule de changement de base donnée à la
proposition 93 précédente. Soient A et B deux bases de l’espace vectoriel E .
Comme la matrice de passage P = MatB,A(id) est inversible et comme le rang
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d’une matrice est invariant par multiplication par une matrice inversible, on
obtient

rgMatB(Φ) = rg
�
tP MatA(Φ)P

�
= rgMatA(Φ) :

�

Définition (Forme bilinéaire (non-)dégénérée). Une forme bilinéaire Φ :
E × E → R est dite

� dégénérée si son rang n’est pas maximal, c’est-à-dire rg Φ < dimE ,
� non-dégénérée si son rang est maximal, c’est-à-dire rg Φ = dim E .

Exemple. Sur l’exemple que nous suivons
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + 2P(2)Q(2) ;

le rang de la matrice associée dans la base canonique C :=
�
1; X; X 2

	
vaut

rgMatC(Φ) = rg

0

@
4 5 9
5 9 17
9 17 33

1

A = 3 :

Donc cette forme bilinéaire est non-dégénérée.

�

Exercice 69 (Formes bilinéaires de Rn suite). On considère à nouveau les
quatre formes bilinéaires données dans l’exercice 69.

(4) Déterminer si elles sont dégénérées ou non.

�

Définition (Forme bilinéaire symétrique). Une forme bilinéaire Φ : E × E
→ R est symétrique lorsqu’elle vérifie

Φ(~x; ~y) = Φ(~y; ~x) ;

pour tout ~x; ~y ∈ E .

Exemple. La forme bilinéaire
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + 2P(2)Q(2) :

est symétrique, on a bien

Φ(Q; P ) = Q(0)P(0) + 2Q(2)P(2) = P(0)Q(0) + 2P(2)Q(2)P = Φ(P; Q) :

Définition (Matrice symétrique). Une matrice carrée M ∈ Mn est symé-
trique lorsqu’elle est égale à sa transposée :

tM = M :



282 CHAPITRE 4. ESPACES EUCLIDIENS

Cela signifie qu’elle est invariante par la symétrie par rapport à la diagonale.
On note l’ensemble des matrice symétriques de taille n par Sn(R).

Exemple. La matrice suivante
0

@
4 5 9
5 9 17
9 17 33

1

A

est symétrique.

Proposition 95. Soit Φ : E×E → R une forme bilinéaire. Les propositions
suivantes sont équivalentes.

(1) La forme bilinéaire Φ est symétrique.

(2) Il existe une base B de E telle que la matrice MatB(Φ) qui représente
la forme bilinéaire Φ est symétrique.

(3) Pour toute base B de E , la matrice MatB(Φ) qui représente la forme
bilinéaire Φ est symétrique.

Démonstration.

(3⇒ 2) : Trivial.

(2⇒ 1) : Notons la matrice par M = MatB(Φ) et les vecteurs de Rn par
X = [~x ]B et par Y = [~y ]B. Le calcul suivant

Φ(~x; ~y) = tXMY = tX tMY = t
�
tY MX

�
= Φ(~y; ~x) :

montre que la forme bilinéaire Φ est symétrique.

(1⇒ 3) : Soit B = {~e1; : : : ;~en} une base quelconque de E . Comme la
forme bilinéaire est symétrique, on sait, en particulier, que

Φ(~ei;~ej) = Φ(~ej ;~ei) :

Comme la matrice MatB(Φ) qui représente la forme bilinéaire Φ dans
la base B est formée des Φ(~ei;~ej), on en déduit que cette dernière est
une matrice symétrique.

�

En pratique
���. Nous utiliserons bien sur le sens (2 ⇒ 1) qui nous

permettra de montrer facilement qu’une forme bilinéaire est symétrique.

Exemple. La forme bilinéaire
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + 2P(2)Q(2)
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que nous étudions depuis le début du chapitre est symétrique et les deux ma-
trices

MatC(Φ) =

0

@
4 5 9
5 9 17
9 17 33

1

A et MatB(Φ) =

0

@
9 −1 −1
−1 5 1
−1 1 1

1

A

qui la représentent, respectivement dans les bases B et C, sont bien symétriques.

�

Exercice 69 (Formes bilinéaires de Rn suite). On considère à nouveau les
quatre formes bilinéaires données dans l’exercice 69.

(5) Déterminer si elles sont symétriques.

�
Une des propriétés du produit scalaire du plan P dont nous nous servons

souvent est sa positivité lorsqu’on l’évalue sur deux fois le même vecteur :
~u:~u = x2 + y2 > 0, si on note par (x; y) les coordonnées du vecteur ~u . On
généralise cette propriété de la manière suivante.

Définition (Forme bilinéaire positive). Une forme bilinéaire Φ : E×E → R
est positive lorsqu’elle vérifie

Φ(~x; ~x) > 0 ;

pour tout ~x ∈ E .

Exemples.
� Le produit scalaire canonique 〈X; Y 〉 = tXY de l’espace vectoriel Rn

est positif :

〈X; X 〉 = tXX = x2
1 + · · ·+ x2

n > 0; pour X =

0

B@
x1
...

xn

1

CA :

� La forme bilinéaire�
Φ : R2[X ]× R2[X ] → R

(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + 2P(2)Q(2)

est positive, car

Φ(P; P) = P(0)2 + P(1)2 + 2P(2)2 > 0 :

Une autre propriété du produit scalaire du plan P qui s’avère cruciale est
que le produit scalaire d’un vecteur avec lui-même est nul si et seulement si ce
vecteur est nul : ~u:~u= x2 + y2 = 0⇔ ~u = ~0 . On généralise cette propriété de
la manière suivante.
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Définition (Forme bilinéaire définie). Une forme bilinéaire Φ : E ×E → R
est définie lorsqu’elle vérifie

Φ(~x; ~x) = 0⇐⇒ ~x = ~0 :

Exemples.
� Le produit scalaire canonique 〈X; Y 〉 = tXY de l’espace vectoriel Rn

est défini :

〈X; X 〉 = tXX = x2
1 + · · ·+ x2

n = 0⇐⇒ X =

0

B@
x1
...

xn

1

CA =

0

B@
0
...
0

1

CA :

� La forme bilinéaire�
Φ : R2[X ]× R2[X ] → R

(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + 2P(2)Q(2) :
que nous suivons est définie car l’équation

Φ(P; P) = P(0)2 + P(1)2 + 2P(2)2 = 0 :

implique que 0, 1 et 2 sont racines de P . Cela fait trois racines pour un
polynôme de degré inférieur ou égal à 2. La seule possibilité est que le
polynôme P soit le polynôme nul P = 0.

Proposition 96.
� Une forme bilinéaire définie est non-dégénérée.
� Une forme bilinéaire symétrique positive non-dégénérée est définie.

Démonstration. On montre ici le premier point ; pour le second, moins
évident, on renvoit à l’appendice A. Soit Φ : E × E → R une forme bilinéaire
définie. Supposons par l’absurde qu’elle soit dégénérée, cela signifie que la ma-
trice M = MatB(Φ) de Φ dans toute base B de E n’est pas de rang maximal.
Soit B = {~e1; : : : ;~en} une base de E , le théorème du rang (théorème 59) im-
plique que le noyau de la matrice M n’est pas réduit au vecteur nul : il existe
X = (x1; : : : ; xn) ∈ Rn non nul vérifiant MX = 0. On considère le vecteur
~x := x1~e1 + · · ·+ xn~en non nul de E qui vérifie

Φ(~x; ~x) = tXMX = 0 :

Ceci contredit le fait que la forme bilinéaire Φ est définie, donc elle non-
dégénéree. �

Attention
�

. Comme toujours, il faut sortir couvert et bien vérifier les
hypothèses de la proposition avant de l’appliquer, comme le montre l’exemple
suivant. La forme bilinéaire�

Φ : R2 × R2 → R�
(x1; x2); (y1; y2)

�
7→ x1y2 + x2y1 :
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est bien symétrique mais elle n’est pas positive, car

Φ
�
(1;−1); (1;−1)

�
= −2 < 0 :

Dans ce cas, on n’a pas équivalence entre définie et non-dégénérée : la forme
bilinéaire Φ est non-dégénérée car le rang de sa matrice dans la base canonique

�
0 1
1 0

�

est maximal mais elle n’est pas définie car

Φ
�
(1; 0); (1; 0)

�
= 0 :

Définition (Mineurs principaux dominants). Soit M ∈ Mn une matrice
carrée. Les mineurs principaux dominants de la matrice M sont les détermi-
nants des n sous-matrices carrées obtenues en supprimant les n − k dernières
lignes et colonnes 0

BBBBBBBBB@

m1,1 · · · m1,k · · · m1,n

...
. . .

...

mk,1 · · · mk,k
...

...
. . .

mn,1 · · · mn,n

1

CCCCCCCCCA

:

On les note

� k(M ) :=

�������

m1,1 · · · m1,k
...

. . .
...

mk,1 · · · mk,k

�������
:

Proposition 97 (Critère de Sylvester). Une forme bilinéaire symétrique
Φ : E ×E → R est définie et positive si et seulement si tous les mineurs extraits
dominants de la matrice associée dans une base B sont strictement positif

� k(MatB(Φ)) > 0; pour tout k = 1; : : : ; n :

Exemple. Testons ce critère sur la forme bilinéaire symétrique
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + 2P(2)Q(2) ;

que nous étudions depuis le début. Comme sa matrice dans la base B :=
{X; X − 2; X (X − 2)} est

M = MatB(Φ) =

0

@
9 −1 −1
−1 5 1
−1 1 1

1

A ;
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les mineurs extraits dominants sont

� 1(M ) = |9| = 9 > 0; � 2(M ) =

����
9 −1
−1 5

���� = 44 > 0; � 3(M ) = detM = 32 > 0 :

Ceci fournit une seconde démonstration, par le critère de Sylvester, du fait que
la forme bilinéaire Φ est définie positive.

Remarque

���. Le critère de Sylvester vous fournit un moyen pratique
particulièrement simple pour démontrer qu’une forme bilinéaire symétrique est
définie positive. Encore une fois, attention à bien vérifier l’hypothèse (symétrie)
avant de vous lancer.

�

Exercice 69 (Formes bilinéaires de Rn fin). On considère à nouveau les
quatre formes bilinéaires données dans l’exercice 69.

(6) Pour celles qui sont symétriques, déterminer si elles sont définies posi-
tives.

�

2. Produits scalaires

Définition (Produit scalaire). Un produit scalaire d’un espace vectoriel E
est une forme bilinéaire 〈 ; 〉 : E × E → R symétrique, définie et positive.

Exemples.
� Le produit scalaire canonique

〈X; Y 〉 = tXY = x1y1 + · · ·+ xnyn

de l’espace vectoriel Rn est bien une forme bilinéaire symétrique définie
et positive. 2

� La forme bilinéaire
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + 2P(2)Q(2) ;

est symétrique, définie et positive ; elle définit donc un produit scalaire
sur l’espace vectoriel R2[X ] des polynômes de degré inférieur ou égal à
2.

�

2. C’est heureux car c’est de lui que l’on s’est inspiré pour établir la définition générale
de produit scalaire.
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Exercice 70 (Produit scalaire sur C ([0; 1])).
On travaille dans l’espace vectoriel C ([0; 1]) formé des applications conti-

nues f : [0; 1]→ R de l’intervalle [0; 1] vers R. On considère l’application
8
<

:

Φ : C ([0; 1])× C ([0; 1]) → R

(f; g ) 7→
Z 1

0
(1 + t)f (t)g(t)dt :

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme bilinéaire.
(2) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur C ([0; 1]).

�

Définition (Espace euclidien). Un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉) consiste en la
donnée d’un espace vectoriel E réel de dimension finie et d’un produit scalaire
〈 ; 〉.

Exemples.
� L’espace vectoriel Rn muni du produit scalaire canonique 〈X; Y 〉 = tXY

est un espace euclidien. 3

� L’espace vectoriel R2[X ] des polynômes de degré inférieur ou égal à 2
muni du produit scalaire Φ(P; Q) = P(0)Q(0)+P(1)Q(1)+2P(2)Q(2)
est un espace euclidien.

Subtilité
���. Notez bien que l’on peut avoir deux structures diffé-

rentes d’espace euclidien sur un même espace vectoriel sous-jacent. Par exemple
sur R2, on peut considérer le produit scalaire canonique ; mais on peut aussi
considérer le produit scalaire défini par Φ

�
(x1; x2); (y1; y2)

�
:= 2x1y1 − x1y2 −

x2y1 + x2y2.

Proposition 98. Un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien est un
espace euclidien.

Démonstration. Soit (E ; 〈 ; 〉) un espace euclidien et soit F ⊂ E un
sous-espace vectoriel de E . Comme E est de dimension finie, F l’est aussi. Et
il suffit de considérer la restriction�

F ×F → R
(~x; ~y) 7→ 〈~x; ~y〉

du produit scalaire de E pour obtenir un produit scalaire de F . �

Nous avons maintenant tout mis en place pour pouvoir généraliser l’étude
géométrique des vecteurs du plan à tous les vecteurs d’un espace euclidien.
Commençons d’abord par mesurer la taille des vecteurs avec la notion de
norme.

3. C’est l’exemple type des espaces euclidiens.
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Définition (Norme). La norme d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉) est l’appli-
cation (

E → R
~x 7→ ‖~x‖ :=

p
〈~x; ~x〉 :

Exemples.
� Dans l’espace euclidien (Rn; 〈 ; 〉), la norme des vecteurs vaut

‖X ‖ =
√

tXX =
q

x2
1 + · · ·+ x2

n :

� Dans l’espace euclidien R2[X ] des polynômes de degré inférieur ou
égal à 2 muni du produit scalaire Φ(P; Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) +
2P(2)Q(2), la norme des polynômes vaut

‖P‖ =
p
Φ(P; P) =

p
P(0)2 + P(1)2 + 2P(2)2 :

�

Exercice 71 (Produit scalaire sur les matrice).
On travaille dans l’espace vectoriel M2 formé des matrices de taille 2 × 2

à coefficients réels. On considère l’application
�
〈 ; 〉 : M2 ×M2 → R

(A; B ) 7→ 〈A; B 〉 := tr
�
tAB

�
:

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme bilinéaire.
(2) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur M2.
(3) Décrire la norme associée au produit scalaire 〈 ; 〉.

�
On recense dans la proposition suivante les propriétés fondamentales de la

norme.

Proposition 99. Soit (E ; 〈 ; 〉) un espace euclidien.

� Homogénéité : Pour tout � ∈ R et pour tout ~x ∈ E , ‖�~x ‖ = |� | ×‖~x‖ .

� Inégalité de Cauchy–Schwarz : Pour tout ~x; ~y ∈ E ,

| 〈~x; ~y〉 | 6 ‖~x‖ × ‖~y‖ :

� Inégalité triangulaire : Pour tout ~x; ~y ∈ E ,

‖~x + ~y‖ 6 ‖~x‖+ ‖~y‖ :
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Illustration
���.

� Homogénéité : L’homogénéité de la norme exprime le fait géométrique
que si on multiplie un vecteur par un scalaire, alors on étend sa longueur
dans les mêmes proportions.

~x �~x

‖~x‖

‖�~x ‖ = |� | ×‖~x‖

� Inégalité de Cauchy–Schwarz : Cette inégalité généralise à tout
espace euclidien la propriété connue et vérifiée par le produit scalaire
des vecteurs du plan.

~x

~y

�

|~x:~y | = ‖~x‖ × ‖~y‖ × | cos � | 6 ‖~x‖ × ‖~y‖ :

� Inégalité triangulaire : L’inégalité triangulaire traduit le fait que
le chemin le plus court entre deux points est la ligne droite.

~y

~x
~x + ~y

3. Orthogonalité

Soit (E ; 〈 ; 〉) un espace euclidien. Maintenant que nous avons à notre
disposition un produit scalaire sur l’espace vectoriel E , nous pouvons étudier
les propriétés générales d’orthogonalité.
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Définition (Vecteurs orthogonaux). Deux vecteurs ~x et ~y sont orthogo-
naux si leur produit scalaire est nul

〈~x; ~y〉 = 0 :

On note cette propriété ~x ⊥ ~y.

Définition (Famille orthogonale). Une famille F = {~u1; : : : ; ~uk} est or-
thogonale si tous ses vecteurs sont orthogonaux deux-à-deux, c’est-à-dire

〈~ui; ~uj〉 = 0; pour i 6= j :

Exemple. Dans l’espace euclidien (Rn; 〈 ; 〉), la base canonique

C = {~e1 = (1; 0; : : : ; 0); : : : ;~en = (0; : : : ; 0; 1)}

forme une famille orthogonale. En effet, tous ses vecteurs sont orthogonaux
deux-à-deux

〈~ei;~ej〉 = 0; pour i 6= j :

�

Exercice 72 (Produit scalaire sur C ([0; 1]) bis).
Comme à l’exercice 70, on considère l’espace euclidien C ([0; 1]), formé des

applications continues f : [0; 1] → R de l’intervalle [0; 1] vers R, muni du
produit scalaire

8
<

:

Φ : C ([0; 1])× C ([0; 1]) → R

(f; g ) 7→
Z 1

0
(1 + t)f (t)g(t)dt :

(1) Les deux fonctions f (t) := t + 2 et g(t) := t2 − 2t − 3 sont-elles ortho-
gonales ?

(2) La fonction f est-elle de norme 1 ?

�

Proposition 100. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration. La démonstration est courte et elle permet de com-
prendre comment on peut se servir du produit scalaire pour traiter des ques-
tions que nous étudions depuis plusieurs chapitres.

Notons par F = {~u1; : : : ; ~uk} la famille orthogonale. Soit

� 1~u1 + · · ·+ � k~uk = ~0

une combinaison linéaire du vecteur nul. Montrons qu’il ne peut s’agir que de
la combinaison triviale. Pour tout 1 6 i 6 k, on fait le produit scalaire des
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deux membres de cette équation avec le vecteur ~ui, cela donne par linéarité

〈� 1~u1 + · · ·+ � k~uk; ~ui〉 = � 1

*

~u1; ~ui| {z }
=0

+

+ · · ·+ � i 〈~ui; ~ui〉 · · ·+ � k

*

~uk; ~ui| {z }
=0

+

= � i 〈~ui; ~ui〉 =
D
~0; ~ui

E
= 0 :

Comme le vecteur ~ui n’est pas nul, le produit scalaire 〈~ui; ~ui〉 6= 0 n’est pas
nul, ce qui force � i à s’annuler. Au final, la seule possibilité est

� 1 = · · · = � k = 0 :

�

Définition (Famille orthonormée). Une famille F = {~u1; : : : ; ~uk} est or-
thonormée si tous ses vecteurs sont orthogonaux deux-à-deux et de norme 1,
c’est-à-dire

〈~ui; ~uj〉 = 0; pour i 6= j; et ‖~ui‖ = 1; pour 1 6 i 6 k :

Définition (Base orthonormée). Une famille est une base orthonormée s’il
s’agit d’une famille orthonormée formant une base.

Exemple. Dans l’espace euclidien (Rn; 〈 ; 〉), la base canonique

C = {~e1 = (1; 0; : : : ; 0); : : : ;~en = (0; : : : ; 0; 1)}

forme une base orthonormée.

�

Exercice 73 (Polynômes orthogonaux).
On travaille dans l’espace vectoriel R[X ] des polynômes à coefficients réels.

On considère l’application
8
<

:

〈 ; 〉 : R[X ]× R[X ] → R

(P; Q) 7→ 〈P; Q〉 :=
Z 1

−1
P(x)Q(x)dx :

(1) Montrer que l’application 〈 ; 〉 est un produit scalaire sur R[X ].

(2) Le sous-espace R3[X ] formé des polynômes de degré inférieur ou égal à
3 muni de la restriction de 〈 ; 〉 est-il un espace euclidien ?

(3) La base
B :=

�
1; X; X 2; X 3

	

de R3[X ] est-elle orthogonale ?

(4) Déterminer tous les vecteurs orthogonaux à X 2.
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On considère la famille de polynômes

L :=
�
1; X; 1

2(3X 2 − 1); 1
2(5X 3 − 3X )

	
:

Ces polynômes sont les premiers d’une famille infinie appelés les polynômes de
Legendre.

(5) Montrer que L est une base orthogonale de
�
R3[X ]; 〈 ; 〉

�
.

(6) Est-elle orthonormée ?

�

Exercice 74 (Fonctions trigonométriques).
On travaille dans l’espace vectoriel C formé des applications continues

f : [−�; � ]→ R de l’intervalle [−�; � ] vers R. On le munit du produit scalaire
8
<

:

〈 ; 〉 : C × C → R

(f; g ) 7→ 〈f; g 〉 :=
Z π

−π
f (t)g(t)dt :

(1) Montrer que la famille

F := {1; cos t; cos(2t); cos(3t); : : : ; sin t; sin(2t); sin(3t); : : : } :

est orthogonale.
(2) Comment peut-on modifier F pour obtenir une famille orthonormée ?

�

Exercice 75 (Base orthonormée de matrices).
Avec les notations de l’exercice 71, on travaille dans l’espace euclidien M2,

formé des matrices de taille 2× 2, muni du produit scalaire
�
〈 ; 〉 : M2 ×M2 → R

(A; B ) 7→ 〈A; B 〉 := tr(tAB ) :

Trouver une base orthonormée de
�
M2; 〈 ; 〉

�
.

�

Exercice 76 (Base orthonormée de polynômes).
On travaille dans l’espace vectoriel R2[X ] des polynômes de degré inférieur

ou égal à 2. On considère l’application
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) :

(1) Montrer que l’application Φ est un produit scalaire sur R2[X ].
(2) Déterminer la matrice M := MatC(Φ) de l’application billinéaire Φ dans

la base canonique C :=
�
1; X; X 2

	
.

(3) Trouver une base orthonormée pour le produit scalaire Φ.
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�

Proposition 101. Une famille B = {X 1; : : : ; X n} forme une base ortho-
normée de l’espace euclidien (Rn; 〈 ; 〉) si et seulement si sa matrice de passage
dans la base canonique

P =

0

@ X 1 · · · X n

1

A

vérifie
tP P = I n :

Démonstration. Comme la matrice P est formée en colonne des vecteurs
de la famille B, le coefficient de la ie ligne et je colonne de la matrice produit

tP P =

0

B@

tX 1
...

tX n

1

CA

0

@ X 1 · · · X n

1

A :

est égal à tX i X j = 〈X i; X j〉. Donc le produit tP P est égal à la matrice identité
I n si et seulement si

〈X i; X j 〉 = 0; pour i 6= j; et ‖X i‖ =
p
〈X i; X i〉 = 1; pour 1 6 i 6 n ;

c’est-à-dire si et seulement si la famille B forme une base orthonormée. �

Exemple. Considérons la famille suivante de vecteurs de l’espace euclidien
(R3; 〈 ; 〉)

B :=

8
<

:

0

@
1
0
0

1

A ;
√
2

2

0

@
0
1
−1

1

A ;
√
2

2

0

@
0
1
1

1

A

9
=

;
:

Sa matrice de passage dans la base canonique et sa transposée sont

P =

0

B@

1 0 0

0
√
2
2

√
2
2

0 −
√
2
2

√
2
2

1

CA et tP =

0

B@

1 0 0

0
√
2
2 −

√
2
2

0
√
2
2

√
2
2

1

CA :

Leur produit donne tP P = I 3, donc la famille B est une base orthonormée de
(R3; 〈 ; 〉).

Remarque

���. La proposition 101 fournit juste une manière plus
compacte de faire tous les calculs 〈X i; X j 〉 = 0, pour i 6= j , et ‖X i‖ = 1, pour
1 6 i 6 n, en une seule fois grâce au produit matriciel, mais il n’y a aucun
astuce ou idée nouvelle dans cette proposition.
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Définition (Matrice orthogonale). Une matrice carrée M ∈ Mn est ortho-
gonale si elle vérifie

tP P = I n ;
c’est-à-dire si son inverse est donnée par sa transposée

P−1 = tP :

L’ensemble des matrices orthogonales est noté On.

Exemple. La matrice précédente

P =

0

B@

1 0 0

0
√
2
2

√
2
2

0 −
√
2
2

√
2
2

1

CA

est orthogonale.

L’étymologie du mot «isométrie» signifie «de même mesure» ; on définit
donc la notion d’isométrie de la manière suivante.

Définition (Isométrie). Une isométrie d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉) est
un endomorphisme f : E → E qui préserve la norme :

‖f (~x)‖ = ‖~x‖ ; pour tout ~x ∈ E :

Proposition 102. Un endomorphisme f : E → E d’un espace euclidien
(E ; 〈 ; 〉) est une isométrie si et seulement s’il préserve le produit scalaire

〈f (~x); f (~y)〉 = 〈~x; ~y〉 ; pour tout ~x; ~y ∈ E :

Démonstration. Si un endomorphisme préserve le produit scalaire, il
préserve la norme puisqu’elle est définie par le produit scalaire. L’autre sens
est moins trivial. Comme l’endomorphisme f préserve la norme, il préserve le
carré de la norme, c’est-à-dire 〈f (~z); f (~z)〉 = 〈~z; ~z〉, pour tout ~z ∈ E . Si on
applique cette propriété au vecteur ~x + ~y, on obtient

〈f (~x + ~y); f (~x + ~y)〉 = 〈~x + ~y; ~x+ ~y〉 ;

dont le membre de gauche vaut

〈f (~x ); f (~x )〉+ 2 〈f (~x ); f (~y)〉+ 〈f (~y); f (~y)〉

et le membre de droite vaut

〈~x; ~x 〉+ 2 〈~x; ~y〉+ 〈~y; ~y〉 :

En utilisant à nouveau cette propriété pour les vecteurs ~x et ~y, on aboutit sur

〈f (~x ); f (~y)〉 = 〈~x; ~y〉 :

�
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Proposition 103. Dans l’espace euclidien (Rn; 〈 ; 〉), l’endomorphisme
�

f M : Rn → Rn

X 7→ MX

associé à une matrice carré M ∈ Mn est une isométrie si et seulement si la
matrice M est orthogonale.

Démonstration. On va bien sur utiliser la proposition précédente qui
caractérise les isométries à l’aide du produit scalaire. Ainsi l’endomorphisme
f M est une isométrie si et seulement s’il préserve le produit scalaire :

〈MX; MY 〉 = t(MX )MY = tX (tMM )Y = 〈X; Y 〉 = tXY ;

pour tout X; Y ∈ Rn . On a donc tX (tMM − I )Y = 0 pour tout X; Y ∈ Rn,
ce qui est équivalent à tMM − I = 0. Pour voir cela, il suffit d’appliquer cette
équation aux vecteurs de la base canonique. En effet, t~ei(tMM − I )~ej est égal
au coefficient de la ie ligne et je colonne de la matrice tMM − I . �

�

Exercice 77 (Matrice orthogonale).
Pour tout � ∈ R, on considère la matrice

Rθ :=

0

@
cos � − sin � 0
sin � cos � 0
0 0 1

1

A :

(1) Montrer que, pour tout � ∈ R, la matrice Rθ est orthogonale, c’est-à-
dire Rθ ∈ O3.

(2) Que pouvez-vous en conclure des vecteurs colonnes de Rθ ?

(3) Décrire géométriquement l’application linéaire
�

� θ : R3 → R3

X 7→ RθX :

(4) Redémontrer ainsi que � θ est une isométrie de R3.

�

Définition (Orthogonal d’un ensemble). Pour tout sous-ensemble A ⊂ E
d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉), on définit son ensemble orthogonal par l’en-
semble de tous les vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de A :

A⊥ := {~x ∈ E | 〈~x;~a〉 = 0; ∀~a∈ A} :

Si ~x ∈ A⊥, on dit que le vecteur ~x est orthogonal à l’ensemble A ; on note cette
propriété

~x ⊥ A :
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Deux sous-ensembles A;B ⊂ E sont orthogonaux A ⊥ B si tous les vecteurs de
A sont orthogonaux à tous les vecteurs de B : B ⊂ A⊥, c’est-à-dire

D
~a;~b

E
= 0; ∀~a∈ A; ∀~b∈ B :

Exemple. Dans l’espace euclidien (R3; 〈 ; 〉), on considère un vecteur N =
(a; b; c) et l’ensemble composé de ce seul vecteur. Son orthogonal est formé de
tous les vecteurs X = (x; y; z) de R3 vérifiant

〈X; N 〉 = ax + by+ cz = 0

L’orthogonal de cet ensemble est donc le plan vectoriel d’équation de vecteur
normal N = (a; b; c) :

{(a; b; c)}⊥ = {(x; y; z) ∈ R3 | ax + by+ cz = 0} : 4

(a; b; c)

{a; b; c}⊥

Proposition 104. Soit A ⊂ E un sous-ensemble d’un espace vectoriel
euclidien (E ; 〈 ; 〉).

� L’orthogonal A⊥ de A est un sous-espace vectoriel de E .
� L’intersection de A avec son orthogonal A⊥ est réduite au vecteur nul

A ∩A⊥ = {~0} :

Démonstration.
� Soient ~x; ~y ∈ A⊥ et soient �; � ∈ R. Pour tout élément ~a∈ A, on a

〈�~x + �~y;~a 〉 = � 〈~x;~a〉
| {z }
=0

+� 〈~y;~a〉
| {z }
=0

= 0 :

On en conclut que �~x + �~y ∈ A⊥.

4. Remarquez que nous venons de montrer que pour un plan de l’espace d’équation
ax + by + cz = 0, le vecteur de coordonnées (a, b, c) lui est orthogonal et que ce plan est
formé de tous les vecteurs orthogonaux à ce vecteur.
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� Soit ~a∈ A ∩A⊥. Ce vecteur vérifie
*

~a|{z}
∈A

; ~a|{z}
∈A⊥

+

= 0 :

Le vecteur ~a est donc nul.
�

Proposition 105. Soit A ⊂ E un sous-espace vectoriel d’un espace vecto-
riel euclidien (E ; 〈 ; 〉).

� Un vecteur ~x ⊥ A est orthogonal à A si et seulement s’il est orthogonal
à une famille génératrice de A.
� La dimension du sous-espace orthogonal A⊥ est donnée par

dimA⊥ = dim E − dimA :

� Le sous-espace orthogonal de l’orthogonal est le sous-espace de départ
�
A⊥

� ⊥
= A :

� Le sous-espace orthogonal à A en est un supplémentaire

A⊕A⊥ = E :

Démonstration.
� Soit F = {~u1; : : : ; ~uk} une famille génératrice du sous-espace vectoriel
A. Le sens (⇒) est trivial. Dans l’autre sens, considérons un vecteur ~x
orthogonal à la famille F . Comme tout vecteur ~a de A s’écrit comme
combinaison linéaire de vecteurs de F , ~a= � 1~u1 + · · ·+ � k~uk, on a

〈~x;~a〉 = 〈~x; � 1~u1 + · · ·+ � k~uk〉 = � 1 〈~x; ~u1〉| {z }
=0

+ · · ·+ � k 〈~x; ~uk〉| {z }
=0

= 0 :

Et donc ~x ∈ A⊥ .
� Ce résultat est en fait vrai pour toute forme bilinéaire symétrique non-

dégénérée. Pour une démonstration complète, on renvoie à la section 4
de l’appendice A.
� On montre d’abord que A ⊂

�
A⊥� ⊥ et on conclut avec les dimensions

dim
�
A⊥

� ⊥
= dim E − (dim E − dimA) = dimA :

Soit ~a∈ A. Tout ~x ∈ A⊥ vérifie
*

~x|{z}
∈A⊥

; ~a|{z}
∈A

+

= 0 :

Donc a ∈
�
A⊥� ⊥ .
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� Nous avons vu à la proposition précédente que les sous-espaces vectoriels
A et A⊥ sont en somme directe. Comme la somme de leurs dimensions
est égale à la dimension de l’espace vectoriel E , on a A⊕A⊥ = E .

�

La proposition précédente montre, un fois de plus, que la donnée d’un
produit scalaire dans un espace vectoriel permet de résoudre des questions
que nous nous posons depuis deux chapitres. Ici, le produit scalaire fournit un
supplémentaire canonique pour tout sous-espace. Ceci permet de définir une
projection canonique sur tout sous-espace.

Définition (Projection orthogonale). Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel
d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉). La projection orthogonale sur F est la projection
sur F parallèlement à son orthogonal F⊥ ; on la note simplement par

proj⊥F := projF
⊥

F :

Exemple. Dans l’espace euclidien (R3; 〈 ; 〉), on considère le plan horizon-
tal

P := {(x; y; 0) ∈ R3 | x; y ∈ R}
engendré par les deux axes Ox et Oy. Son sous-espace orthogonal est la droite
vertical

P⊥ = {(0; 0; z) ∈ R3 |z ∈ R} = Oz :
La projection orthogonale sur le plan P est donc la projection sur P parallèle-
ment à la droite verticale :�

proj⊥P : R3 → P
(x; y; z) 7→ (x; y; 0) :

P⊥

(x; y; z)

proj⊥P (x; y; z)
P

x

y

Proposition 106. Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel d’un espace eucli-
dien (E ; 〈 ; 〉) et soit B = {~u1; : : : ; ~uk} une base orthonormée de F. Le projeté
orthogonal sur F est donné par la formule

proj⊥F (~x) = 〈~x; ~u1〉~u1 + · · ·+ 〈~x; ~uk〉~uk :
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Démonstration. Comme F⊕F⊥ = E par la proposition 105, il suffit de
montrer que

~x− 〈~x; ~u1〉~u1 − · · · − 〈~x; ~uk〉~uk ∈ F⊥ :
Pour cela, il est suffisant de voir que le produit scalaire de cet élément avec ~ui
est nul, pour tout 1 6 i 6 k, car B = {~u1; : : : ; ~uk} est une base de F. Comme
la base B est orthonormée, on a

〈~x− 〈~x; ~u1〉~u1 − · · · − 〈~x; ~uk〉~uk; ~ui〉 = 〈~x; ~ui〉 − 〈~x; ~ui〉 = 0 :
�

Exemple. Reprenons l’exemple précédent de la projection orthogonale
�

proj⊥P : R3 → P
(x; y; z) 7→ (x; y; 0) :

sur le plan horizontal P dans l’espace euclidien (R3; 〈 ; 〉). Ce dernier ad-
met pour base orthonormée les deux premiers vecteurs de la base canonique
{~u1 = (1; 0; 0); ~u2 = (0; 1; 0)}. Avec ces deux vecteurs, la formule donnée par
la proposition précédente est bien la formule de la projection orthogonale sur
le plan P :

proj⊥P
�
(x; y; z)

�
= 〈(x; y; z); (1; 0; 0)〉 (1; 0; 0) + 〈(x; y; z); (0; 1; 0)〉 (0; 1; 0)
= (x; y; 0) :

P⊥

~x

proj⊥P (~x)

~u1
~u2

〈~x; ~u1〉

〈~x; ~u2〉

P

�

Exercice 78 (Projection orthogonale).
On reprend les notations de l’exercice 74. On travaille dans l’espace vecto-

riel C formé des applications continues f : [−�; � ]→ R de l’intervalle [−�; � ]
vers R. On le munit du produit scalaire

〈f; g 〉 :=
Z π

−π
f (t)g(t)dt :

Calculer la projection orthogonale de la fonction f (t) := t2 sur le sous-
espace vectoriel engendré par {1; cos t; sin t}.
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�

Proposition 107. Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel d’un espace eucli-
dien (E ; 〈 ; 〉).

� Pour tout vecteur ~x ∈ E , le vecteur ~x− proj⊥F (~x) est orthogonal à F,

~x− proj⊥F (~x) ⊥ F :

� Le projeté orthogonal d’un vecteur ~x sur F est l’unique vecteur de F qui
minimise la distance de ~x à F :

 ~x− proj⊥F (~x)
 = dist(~x;F) = Inf

n ~x− ~f
 | ~f ∈ F

o
5 :

F⊥

~x

proj⊥F (~x)

~x− proj⊥F (~x)

dist(~x;F)

F

Démonstration.
� Le premier point est une conséquence immédiate de la définition de la

projection orthogonale car F⊕ F⊥ = E (proposition 105).
� Posons ~p := proj⊥F (~x) pour alléger les notations. Pour tout ~f ∈ F, on a

 ~x− ~f

2
=

 ~x− ~p+ ~p− ~f

2
=

*

~x− ~p| {z }
∈F⊥

+ ~p− ~f| {z }
∈F

; ~x− ~p| {z }
∈F⊥

+ ~p− ~f| {z }
∈F

+

= 〈~x− ~p; ~x− ~p〉+
D

~p− ~f ; ~p − ~f
E
= ‖~x− ~p‖2 +

 ~p− ~f

2

:

Si ~f ∈ F est différent de ~p, on a
 ~x− ~f

 > ‖~x− ~p‖ ;

ce qui conclut la démonstration.
�

5. Cette notation «Inf» veut dire «borne inférieure» et signifie que l’on considère le plus
petit élément de l’ensemble.
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Application
���. Dans la suite de votre cursus universitaire, vous

serez surement amenés à utiliser cette dernière propriété pour résoudre des
problèmes d’optimisation.

Nous venons de donner une formule pour toute projection orthogonale à
l’aide d’une base orthonormée. Il serait sain de montrer que de telles bases
existent ...

Proposition 108 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt).
Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉). Toute base
de F induit une base orthonormée de F.

Démonstration. Tout le sel de cette proposition réside dans la méthode
pour construire cette base orthonormée.

Soit F =
n

~f 1; : : : ; f k
o

une base du sous-espace F. On va construite la base
orthonormée B = {~u1; : : : ; ~uk} par récurrence de la manière algorithmique
suivante.

1 : Comme le vecteur ~f 1 est un vecteur d’une base, il n’est pas nul ~f 1 6= ~0.
Sa norme n’est donc pas nulle

 ~f 1
 6= 0. On peut considérer le vecteur

normalisé

~u1 :=
1 ~f 1


~f 1 :

F1

~f 1

~u1

2 : Comme le vecteur ~f 2 n’est à priori pas orthogonal à ~u1, on va le «re-
tordre» pour créer un vecteur orthogonal à ~u1. Pour cela, on considère
la droite engendrée par le vecteur ~u1, ou de manière équivalente ~f 1 :

F1 := Vect({~u1}) = Vect
�n

~f 1
o�

:

Le projeté orthogonal de ~f 2 sur F1 est donné par

proj⊥F1

�
~f 2

�
=

D
~f 2; ~u1

E
~u1 :
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~f 2

~f 2 − proj⊥F1

� ~f 2
�

proj⊥F1

� ~f 2
�

F1

~f 1

~u2
~u1

Enfin, le vecteur ~f 2−proj⊥F1

�
~f 2

�
fournit un vecteur orthogonal à ~u1.

Il suffit de le normaliser pour obtenir une famille orthonormée {~u1; ~u2} :

~u2 :=
1 ~f 2 −

D
~f 2; ~u1

E
~u1



�
~f 2 −

D
~f 2; ~u1

E
~u1

�
:

3 : A partir de maintenant, on procède toujours de la même manière que
précédemment. Détaillons juste le cas suivant. A nouveau, le vecteur ~f 3
n’est en général pas orthogonal à ~u1 ni ~u2, on va lui-aussi le «retordre»
pour créer un vecteur orthogonal à {~u1; ~u2}. Pour cela, on considère le
plan engendré par les vecteurs ~u1 et ~u2, ou de manière équivalente par
~f 1 et ~f 2 :

F2 := Vect({~u1; ~u2}) = Vect
�n

~f 1; ~f 2
o�

:

Le projeté orthogonal de ~f 3 sur F2 est donné par

proj⊥F2
(~f 3) =

D
~f 3; ~u1

E
~u1 +

D
~f 3; ~u2

E
~u2 :

~f 3

proj⊥F2

� ~f 3
�

~f 3 − proj⊥F
� ~f 3

�

~u3

~u1
~u2

D
~f 3; ~u1

E
~u1

D
~f 3; ~u2

E
~u2

F2
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Enfin, le vecteur ~f 3 − proj⊥F2

�
~f 3

�
fournit un vecteur orthogonal à

~u1 et ~u2. Il suffit de le normaliser pour obtenir une famille orthonormée
{~u1; ~u2; ~u3} :

~u3 :=
1 ~f 3 −

D
~f 3; ~u1

E
~u1 −

D
~f 3; ~u2

E
~u2



�
~f 3 −

D
~f 3; ~u1

E
~u1 −

D
~f 3; ~u2

E
~u2

�
:

�

Exemple. Dans l’espace euclidien (R3; 〈 ; 〉), on va orthonormaliser la base
échelonnée

F =
n

~f 1 = (2; 0; 0); ~f 2 = (−3; 5; 0); ~f 3 = (1; 7;−2)
o

avec l’algorithme de Gram–Schmidt.

1 : La norme du vecteur ~f 1 vaut
 ~f 1

 =
√
22 = 2 :

On normalise ~f 1 pour trouver ~u1

~u1 := 1
2(2; 0; 0) = (1; 0; 0) :

2 : La droite F1 engendrée par ~u1 est l’axe Ox. La projection orthogonale
de ~f 2 dessus donne

proj⊥F1

�
~f 2

�
= 〈(−3; 5; 0); (1; 0; 0)〉 (1; 0; 0) = (−3; 0; 0) :

Le vecteur ~f 2 moins son projeté sur F1 donne le vecteur orthogonal à
F1 suivant :

~f 2 − proj⊥F1

�
~f 2

�
= (−3; 5; 0)− (−3; 0; 0) = (0; 5; 0) :

Sa norme vaut  ~f 2 − proj⊥F1

�
~f 2

�  =
√
52 = 5 :

Il suffit de le normaliser pour obtenir le deuxième vecteur de la base
orthonormée

~u2 := 1
5(0; 5; 0) = (0; 1; 0) :

3 : Le plan F2 engendré par ~u1 et ~u2 est le plan horizontal. Le projeté
orthogonal de ~f 3 dessus est

proj⊥F2

�
~f 3

�
= 〈(1; 7;−2); (1; 0; 0)〉 (1; 0; 0) + 〈(1; 7;−2); (0; 1; 0)〉 (0; 1; 0)

= (1; 7; 0) :
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La différence entre le vecteur ~f 3 et son projeté sur F2 donne le vecteur
orthogonal à F2 suivant :

~f 3 − proj⊥F2

�
~f 3

�
= (1; 7;−2)− (1; 7; 0) = (0; 0;−2) ;

de norme  ~f 3 − proj⊥F2

�
~f 3

�  =
p

(−2)2 = 2 :

On le normalise pour obtenir le troisième et dernier vecteur de la base
orthonormée

~u3 := 1
2(0; 0;−2) = (0; 0; 1) :

Au final, la base orthonormée obtenue à partir de la base échelonnée F de
départ est la base canonique de R3.

Remarque

���. Il est facile de voir que cette propriété est vraie en
générale : si on part d’une base échelonnée de Rn, le processus d’orthonorma-
lisation de Gram-Schmidt donne la base canonique.

�

Exercice 79 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt).
On travaille dans l’espace euclidien (R3; 〈 ; 〉) muni de son produit scalaire

canonique. On considère la famille F :=
n

~f 1; ~f 2; ~f 3
o

formée des 3 vecteurs
suivants

~f 1 :=

0

@
1
2
−2

1

A ; ~f 2 :=

0

@
0
−1
2

1

A ; ~f 3 :=

0

@
−1
3
1

1

A :

Appliquer l’algorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt à ces 3 vec-
teurs pour trouver une base orthonormée de R3.

�

Exercice � 80 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt bis).

Soit F :=
n

~f 1; ~f 2; : : : ; ~f n
o

une base d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉). (On
pourra travailler dans E = Rn muni de son produit scalaire canonique, par
exemple). Soit B := { ~u1; ~u2; : : : ; ~un} la base obtenue après application de l’al-
gorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt.

Quelle propriété particulière possède la matrice de changement de bases
MatF ,B(id) ?

�
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4. Réduction des matrices symétriques

Les produits scalaires des espaces euclidiens donnent naturellement nais-
sance à des matrices symétriques. On peut donc se demander comment de
telles matrices peuvent se réduire, par exemple se diagonaliser. Cela permet-
trait d’avoir des expressions plus simples des produits scalaires dans des bases
adaptées.

Nous sommes là dans un cas très particulier et agréable : toute matrice
symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.

Théorème 109 (Diagonalisation des matrices symétriques). Toute ma-
trice symétrique M ∈ Sn est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres de l’espace euclidien (Rn; 〈 ; 〉). De manière équivalente, cela
signifie qu’il existe une matrice orthogonale P ∈ On telle que le produit tP MP
est une matrice diagonale

tP MP =

0

BBB@

� 1 0 : : : 0

0 � 2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 � n

1

CCCA
:

Démonstration. Admettons le fait que, dans le cas des matrices symé-
triques, la somme des dimensions des sous-espaces propres soit toujours maxi-
mal, égal à n, voir la section 4 de l’appendice A. On montre que les sous-espaces
propres associés à des valeurs propres distinctes sont orthogonaux : Eλ ⊥ Eµ

pour � 6= � .
Soit X ∈ Eλ un vecteur propre de valeur propre � , c’est-à-dire MX = �X ,

et soit Y ∈ Eµ un vecteur propre de valeur propre � , c’est-à-dire MY = �Y .
Calculons de deux manières différentes tXMY . Comme Y est vecteur propre
de valeur propre � , on a

tXMY = � tXY :

Comme M est symétrique et comme X est vecteur propre de valeur propre � ,
on a

tXMY = t(tXMY ) = tY tMX = tY MX = � tY X = � tXY :

Ce qui donne au final

� tXY = � tXY

et comme � 6= � , cela implique que 〈X; Y 〉 = tXY = 0 .
Au final, on conclut en considérant des bases orthonormées de chaque sous-

espace propre, qui existent par l’algorithme d’orthonormalisation de Gram–
Schmidt (proposition 108). �
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Remarque

���. On retiendra donc que, dans le cas des matrices sy-
métriques, les sous-espaces propres sont orthogonaux entre eux

Eλ ⊥ Eµ pour � 6= � :

Exemple. On considère la matrice symétrique suivante

M =

�
2 −2
−2 5

�

Son polynôme caractéristique vaut

� M (X ) = det(M − XI ) = 2− X −2
−2 5− X = (X − 5)(X − 2)− 4

= (X − 1)(X − 6) :

On a ici deux valeurs propres 1 et 6.

� � = 1 : On décrit le sous-espace propre E1 associé à la valeur propre 1,

c’est-à-dire l’ensemble des vecteur X =

�
x
y

�
de R2 vérifiant (M −I )X =

0, c’est-à-dire
�

x − 2y = 0
−2x + 4y = 0

⇐⇒ x = 2y :

Le sous-espace propre E1 est donc la droite engendrée par le vecteur

E1 = Vect

���
2
1

���
:

� � = 6 : On décrit le sous-espace propre E6 associé à la valeur propre

6, c’est-à-dire l’ensemble des vecteur X =

�
x
y

�
de R2 vérifiant (M −

6I )X = 0, c’est-à-dire
�
−4x − 2y = 0
−2x − y = 0

⇐⇒ y = −2x :

Le sous-espace propre E6 est donc la droite engendrée par le vecteur

E6 = Vect

���
1
−2

���
:

La matrice symétrique M est bien diagonalisable : E1 ⊕ E6 = R2. De plus,
on peut voir que les deux sous-espaces propres E1 et E6 sont orthogonaux,
E1 ⊥ E6, car leurs deux vecteurs de base sont orthogonaux

��
2
1

�
;
�

1
−2

��
= 0 :
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Il suffit de normaliser ces deux derniers pour obtenir la base orthonormée de
vecteurs propres suivante

� √
5
5

�
2
1

�
;
√
5
5

�
1
−2

��
:

La matrice de passage de cette base dans la base canonique est bien orthogonale
tP P = I et le produit de matrices tP MP donne la matrice diagonale formée
des valeurs propres

√
5
5 :

√
5
5

�
2 1
1 −2

� �
2 −2
−2 5

� �
2 1
1 −2

�
=

�
1 0
0 6

�
:

Grâce à la formule de changement de base des formes bilinéaires (pro-
position 93), la simple traduction de ce résultat de diagonalisation donne la
proposition suivante au niveau des formes bilinéaires symétriques.

Proposition 110.
� Pour toute forme bilinéaire symétrique Φ : E ×E → R, il existe une base
B de E telle que la matrice représentant Φ dans cette base est diagonale

MatB(Φ) =

0

BBB@

� 1 0 : : : 0

0 � 2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 � n

1

CCCA
:

� Si de plus, l’espace vectoriel E est un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉), il existe
une base orthonormée B pour le produit scalaire 〈 ; 〉 vérifiant cette
propriété.

Démonstration. La démonstration permet de comprendre comment on
applique le théorème précédent de diagonalisation des matrices symétriques.

� On commence par considérer une base quelconque A de l’espace vecto-
riel E . La matrice MatA(Φ) représentant la forme bilinéaire symétrique
Φ dans cette base est symétrique. Par le théorème 109, il existe une
matrice orthogonale P ∈ On telle que le produit tP MatA(Φ)P est une
matrice diagonale. Au final, la famille B de vecteurs de E dont la matrice
de passage dans la base A est MatA,B(id) = P est une base répondant
positivement à l’énoncé de la proposition car

MatB(Φ) =
tP MatA(Φ)P :

� Si maintenant l’espace vectoriel E est munit d’un produit scalaire 〈 ; 〉,
alors on peut partir d’une base A qui est orthonormée pour 〈 ; 〉. Comme
la matrice de passage P = MatA,B(id) est orthogonale, alors la base B
est orthonormée pour le produit scalaire 〈 ; 〉.

�
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Exemple. On considère la forme bilinéaire symétriques suivante
�

Φ : R2 × R2 → R�
(x1; x2); (y1; y2)

�
7→ 2x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 5x2y2 :

Comme sa matrice dans la base canonique C de R2 est la matrice symétrique
précédente

MatC(Φ) =

�
2 −2
−2 5

�
;

sa matrice dans la base orthonormée� √
5
5

�
2
1

�
;
√
5
5

�
1
−2

��

est la matrice diagonale

MatB(Φ) =

�
1 0
0 6

�
:

�

Exercice 81 (Matrice symétrique).
On considère la matrice

M :=

0

@
4 3 3
3 4 3
3 3 4

1

A :

On appelle Φ l’application bilinéaire dont M est la matrice dans la base cano-
nique de R3.

(1) Que vaut Φ
�
(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)

�
?

(2) Montrer, sans calcul et en appliquant le théorème du rang, que 1 est
valeur propre de M .

(3) Quelle est l’autre valeur propre ?
(4) Démontrer, par 2 méthodes différentes, que la matrice M est diagona-

lisable.
(5) Décrire les deux sous-espaces propres E1 et E10.
(6) Trouver une base orthonormée de E1.
(7) Montrer que tout vecteur propre X ∈ E1 de valeur propre 1 est ortho-

gonal à tout vecteur propre Y ∈ E10 de valeur propre 10.
(8) En conclure qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres de

M . Donner en une.
(9) Donner l’expression de la forme bilinéaire Φ dans cette nouvelle base.

�



4. RÉDUCTION DES MATRICES SYMÉTRIQUES 309

Corollaire 111.
� Pour tout forme bilinéaire symétrique Φ : E × E → R, il existe une

base B de E telle que la matrice représentant Φ dans cette base est une
matrice diagonale du type suivant

MatB(Φ) =

0

BBBBBBBBBBBBBB@

1
. . .

1
−1

. . .
−1

0
. . .

0

1

CCCCCCCCCCCCCCA

:

� Si de plus, l’espace vectoriel E est un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉), il existe
une base orthogonale B pour le produit scalaire 〈 ; 〉 vérifiant cette pro-
priété.

Démonstration.
� On reprend et on affine la démonstration de la proposition 110 pré-

cédente. Nous avions trouvé une base B = {~u1; : : : ; ~un} de l’espace
vectoriel E telle que

Φ(~ui; ~uj) = 0; pour i 6= j; et Φ(~ui; ~ui) = � i; pour 1 6 i 6 n :

On intervertit l’ordre des vecteurs de la base B pour considérer d’abord
les vecteurs propres de valeur propre strictement positive, puis les vec-
teurs propres de valeur propre strictement négative et, enfin, les vecteurs
propres de valeur propre nulle. On divise les premiers par

1√
λi

~ui

et les suivants par
1√
−λj

~uj :

La famille de vecteurs ainsi obtenue forme bien une base dont la matrice
associée à la forme bilinéaire symétrique Φ est de la forme voulue.
� Dans le cas où l’espace vectoriel E est muni d’un produit scalaire, nous

avions obtenu une base B orthonormée. Multiplier ses vecteurs par un
scalaire ne fait que changer la norme. Donc le procédé précédent fournit
ici une base orthogonale dans laquelle la matrice a la forme voulue.

�

Exemple. Dans l’exemple de la forme bilinéaire symétrique de R2

Φ
�
(x1; x2); (y1; y2)

�
= 2x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 5x2y2 ;
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la base orthogonale � √
5
5

�
2
1

�
;
√
30
30

�
1
−2

��

donne pour matrice représentant Φ

MatB(Φ) =

�
1 0
0 1

�
:

Définition (Signature d’une matrice symétrique). Soit M ∈ Sn une ma-
trice symétrique. On note par r le nombre de ses valeurs propres strictement
positives comptées avec multiplicité et on note par s le nombre de ses valeurs
propres strictement négatives comptées avec multiplicité. La signature de la
matrice symétrique M est la paire (r; s) ; on la note

sgnM := (r; s) :

Exemple. La signature de la matrice

M =

�
2 −2
−2 5

�

est
sgnM = (2; 0) :

Définition (Signature d’une forme bilinéaire symétrique). Soit Φ une
forme bilinéaire symétrique d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉). Sa signature est
la signature de sa matrice dans une base B ; on la note

sgnΦ := sgnMatB(Φ) = (r; s) :

Comme toujours, on s’assure que cette notion est bien définie.

Proposition 112. La signature d’une forme bilinéaire symétrique est in-
dépendante de la base choisie.

Démonstration. Cette propriété repose sur la formule intrinsèque sui-
vante de la signature, c’est-à-dire ne dépendant que de la forme bilinéaire
symétrique Φ et non de la base B dans laquelle on peut l’écrire : la signature
(r; s) de Φ est égale à

r = max (dimF |F sous-espace vectoriel tel que Φ|F définie positive)
s = max (dimG |G sous-espace vectoriel tel que Φ|G définie négative) ;

où une forme bilinéaire est négative lorsque Φ|G(~x; ~x) 6 0 , pour tout ~x ∈ G.
On renvoie à l’appendice A pour une démonstration complète. �

Proposition 113. La rang d’une forme bilinéaire symétrique Φ est égal à

rg Φ = r + s ; où (r; s) = sgnΦ :
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Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule

rg
�
tP MP

�
= rgM ;

pour tout matrice inversible P . �

Remarque

���. On peut donc calculer la signature grâce au corol-
laire 111 précédent : il suffit de compter le nombre de 1 et de −1 apparaissant
sur la matrice diagonale.

La signature est un outil très pratique permet de reconnaitre les propriétés
usuelles des formes bilinéaires symétriques.

Proposition 114. Pour toute forme bilinéaire symétrique Φ, chacune des
lignes du tableau suivant est une équivalence entre une propriété satisfaite par
Φ et une forme de sa signature

Φ sgnΦ
positive (k; 0)
négative (0; k)
définie (n; 0) ou (0; n)

non-dégénérée (n − k; k)
pour 0 6 k 6 n.

Démonstration. C’est un corollaire direct de la formule donnée dans la
démonstration de la proposition 112 et de celle de la proposition 113 : rg Φ =
r + s. �

La théorème suivant donne un moyen très pratique et très souvent appli-
cable pour calculer la signature des matrices symétriques et donc des formes
bilinéaires symétriques.

Théorème 115 (de Sylvester). Soit M ∈ Sn une matrice symétrique. Si
tous ses mineurs principaux dominants sont non nuls,

� k(M ) 6= 0; ∀ 1 6 k 6 n ;

alors on compte le nombre de changements de signes dans la suite

1; � 1(M ); � 2(M ); : : : ; � n(M )

que l’on note t. Dans ce cas, la signature de la matrice est donnée par

sgnM = (n − t; t ) :

Démonstration. Ce résultat vient de la forme suivante de réduction des
matrices symétriques dans le cas où tous les mineurs principaux dominants
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sont non nuls :

∃P ∈ GLn ; tP MP =

0

BBBB@

� 1(M ) 0 : : : 0

0 δ2(M)
δ1(M)

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 δn (M)
δn −1(M)

1

CCCCA
:

On renvoie à la section 4 de l’appendice A pour une démonstration complète.
�

Attention
�

. Prenez garde à bien vérifier que l’hypothèse de ce théo-
rème est vérifiée avant de l’appliquer : aucun mineur principal dominant ne
doit être nul. Normalement, cela ne devrait pas poser de problème. En effet,
comment déterminer s’il y a un changement de signe lorsque l’on tombe sur 0
... Ce dernier est-il positif ? négatif ? Il est les deux !

�

Exercice 82 (Changement de base).
On considère l’application bilinéaire Φ : R3×R3 → R dont la matrice dans

la base canonique C de R3 est

MatC(Φ) :=

0

@
1 −1 2
−1 0 1
2 1 1

1

A :

(1) Calculer Φ((1; 1; 5); (−1; 2; 1)).
(2) Calculer la signature de Φ de deux manières différentes.
(3) Vérifier que la famille F := {(1; 1; 1); (−1; 1; 1); (0;−1; 1)} est une base

de R3.
(4) Calculer la matrice MatF (Φ) de Φ dans la base F .
(5) Calculer la signature de Φ d’une autre manière.

�

5. Formes quadratiques

On termine ce cours en beauté par une des notions mathématiques les
plus présentes hors du champ stricto sensu des mathématiques : les formes
quadratiques. Cette notion joue notamment un rôle crucial en mécanique et
en statistique. Pour donner une idée, le paradigme des formes quadratiques est
formé des polynômes homogènes de degré 2 en plusieurs variables, comme

q(x; y; z) = x2 + 6y2 − 3z2 + 2xy − xz + 7xz

par exemple.
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Définition (Forme quadratique). Une forme quadratique d’un espace vec-
toriel E est une application q : E → R telle qu’il existe une forme bilinéaire
Φ : E × E → R vérifiant

q(~x) = Φ(~x; ~x); pour ~x ∈ E :

Exemple. L’application
�

q : R2 → R
(x; y) 7→ 2x2 + 5y2 − 4xy

est une forme quadratique de R2. En effet, la forme bilinéaire
�

Φ : R2 × R2 → R�
(x1; x2); (y1; y2)

�
7→ 2x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 5x2y2

considérée précédemment la réalise, dans le sens où

Φ
�
(x; y); (x; y)

�
= 2x2 − 4xy + 5y2 = q(x; y) :

On peut remarquer que d’autres formes bilinéaires réalisent la forme quadra-
tique q, par exemple

Ψ
�
(x1; x2); (y1; y2)

�
= 2x1y1 − x1y2 − 3x2y1 + 5x2y2 :

Tout comme pour les applications linéaires ou les formes bilinéaires de
Rn, on connait toutes les formes quadratiques de Rn. Elles correspondent aux
polynômes homogènes de degré 2 en n variables.

Proposition 116. Toutes les formes quadratiques de Rn sont du type

q(X ) = tXMX =
X

16i6j6n

� i,j xi xj =
X

16i6n

� i,i x2
i +

X

16i<j6n

� i,j xi xj :

Démonstration. C’est un corollaire direct du premier point du théo-
rème 92. �

Exemple. L’exemple précédent q(x; y) = 2x2 + 5y2 − 4xy de forme qua-
dratique de R2 est bien de ce type.

Par définition, il existe toujours une forme bilinéaire qui réalise une forme
quadratique. Mais, dans l’exemple que nous considérons, nous avons vu qu’il
en existait plusieurs, en fait une infinité. La proposition suivante montre qu’il
y a moyen de faire un choix canonique de forme bilinéaire qui réalise une forme
quadratique et ce en imposant qu’elle soit symétrique.

Proposition 117. Pour toute forme quadratique q : E → R, il existe une
unique forme bilinéaire symétrique ’ : E × E → R qui la réalise :

q(~x) = ’ (~x; ~x) :

On l’appelle la forme polaire associée à la forme quadratique q.
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Démonstration. La démonstration est élégante et courte, alors ne nous
privons pas. Soit q : E → R une forme quadratique.

Existence : Comme q est une forme quadratique, il existe une forme bili-
néaire Φ : E × E → R qui la réalise : q(~x) = Φ(~x; ~x). Symétrisons cette
dernière en considérant

’ (~x; ~y) := 1
2 (Φ(~x; ~y) + Φ(~y; ~x)) :

La forme ’ est bilinéaire symétrique et elle réalise le forme quadratique
q

’ (~x; ~x) = 1
2 (Φ(~x; ~x) + Φ(~x; ~x)) = 1

2 (q(~x) + q(~x)) = q(~x) :

Unicité : La formule que nous venons de donner pour ’ dépend de la
forme bilinéaire Φ. Donc, rien ne dit pour l’instant que si on prenait
une autre forme bilinéaire Ψ qui réalise la forme quadratique q, on
trouverait encore ’ par symétrisation. Pour cela, il suffit de voir que ’
peut être définie par la formule

’ (~x; ~y) = 1
2 (q(~x + ~x)− q(~x)− q(~y))

qui, elle, ne dépend que de q. Ceci montre que ’ est unique.
�

Exemple. La forme polaire associée à la forme quadratique précédente
q(x; y) = 2x2 + 5y2 − 4xy est la forme bilinéaire symétrique

�
’ := Φ : R2 × R2 → R�

(x1; x2); (y1; y2)
�
7→ 2x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 5x2y2

que nous considérons depuis maintenant deux sections.

On généralise automatiquement tous les définitions afférentes aux formes
bilinéaires symétriques aux formes quadratiques.

Définition (Matrice associée à une forme quadratique). Soit q : E → R
une forme quadratique et soit B une base de l’espace vectoriel E . La matrice
associée à la forme quadratique q dans la base B est la matrice associée à la
forme polaire ’ dans la base B :

MatB(q) := MatB(’ ) :

Exemple. La matrice associée à la forme quadratique précédente q(x; y) =
2x2 + 5y2 − 4xy de R2 dans la base canonique C est

MatC(q) = MatC(’ ) =
�

2 −2
−2 5

�
:
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Définition (Rang et signature d’une forme quadratique).
� Le rang d’une forme quadratique q est le rang de sa forme polaire ’ :

rg q := rg ’ :

� La signature d’une forme quadratique q est la signature de sa forme
polaire ’ :

sgn q := sgn ’ :
� Une forme quadratique q est dégénérée (respectivement non-dégénérée,

positive, définie) si sa forme polaire ’ est dégénérée (respectivement
non-dégénérée, positive, définie).

Exemple. Le rang et la signature de la forme quadratique q(x; y) = 2x2+
5y2 − 4xy de R2 sont

rg q = 2 et sgn q = (2; 0) :
Cette forme quadratique est non-dégénérée, positive et définie.

Par la définition même de la matrice associée à une forme quadratique, elle
vérifie la même formule de changement de base que pour les formes bilinéaires.

Proposition 118 (Formule de changement de base des formes quadra-
tiques). Soit q : E → R une forme quadratique et soient A et B deux bases de
E . Si on note par P = MatA,B(id) la matrice de passage de la base B dans la
base A, alors la matrice représentant la forme quadratique q dans la base B est
donnée par

MatB(q) = tP MatA(q)P :

Démonstration. C’est un corollaire direct de la proposition 93. �

�

Exercice 83 (Changement de base).
On considère l’application q : R3 → R définie par

q(x; y; z) := x2 + 6y2 + 56z2 − 4xy + 14xz − 36yz :

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme quadratique.
(2) Donner la forme polaire de q.
(3) Décrire la matrice MatC(q) de q dans la base canonique C := {~e1; ~e2; ~e3}

de R3.
(4) Donner la signature de q.
(5) Décrire la matrice MatB(q) de q dans la base

B := {~e1; 2~e1 + ~e2;−3~e1 + 2~e2 + ~e3} :

(6) Retrouver la signature de q.
(7) Existe-il des vecteurs X ∈ R3 non nuls tels que q(X ) = 0 ?
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�
Comme la formule de changement de base des matrices associées aux formes

quadratiques est la même que celle des formes bilinéaires, on peut réduire les
formes quadratiques comme les formes bilinéaires symétriques.

Proposition 119.
� Pour toute forme quadratique q : E → R, il existe une base B =
{~u1; : : : ; ~un} de E telle que la forme quadratique s’écrit

q(~x) = q(x1~u1 + · · ·+ xn~un) = � 1x1
2 + · · ·+ � nxn

2 :

� Si de plus, l’espace vectoriel E est un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉), il existe
une base orthonormée B pour le produit scalaire 〈 ; 〉 vérifiant cette
propriété.

Démonstration. C’est un corollaire direct de la proposition 110 appli-
quée à la forme polaire ’ de la forme quadratique q. �

Remarque

���. On retiendra que toute forme quadratique peut d’écrire
uniquement avec des termes carrés, quitte à changer de base.

Exemple. Pour la forme quadratique q(x; y) = 2x2+5y2− 4xy , que nous
considérons depuis le début de cette section, on utilise la base de diagonalisa-
tion �

~u1 :=
√
5
5

�
2
1

�
; ~u2 :=

√
5
5

�
1
−2

��

de la matrice symétrique �
2 −2
−2 5

�
:

Elle s’écrit alors
q(x~u1 + y~u2) = x2 + 6y2 :

�

Exercice 84 (Réduction).
On considère la forme quadratique suivante de R3

q(x; y; z) := x2 + y2 + 3z2 + 4xy + 2xz + 2yz :

(1) Réduire la forme quadratique q en utilisant la diagonalisation des ma-
trices.

�

Définition (Forme linéaire). On appelle forme linéaire toute une applica-
tion linéaire l : E → R depuis un espace vectoriel E vers R.
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On rappelle que la proposition 50 implique que l’ensemble des formes li-
néaires Hom(E ;R) forme un espace vectoriel. On peut donc parler de formes
linéaires libres, par exemple.

Théorème 120 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit q : E → R une forme
quadratique de signature sgn q = (r; s).

� Il existe r + s formes linéaires {li : E → R}16i6r+s linéairement indé-
pendantes telles que

q(~x) = l1(~x)2 + · · ·+ lr(~x)2 − lr+1(~x)2 − · · · − lr+s(~x)2 :

� Si la forme quadratique q s’écrit sous la forme

q(~x) = l1(~x)2 + · · ·+ lr(~x)2 − lr+1(~x)2 − · · · − lr+s(~x)2 ;
où les {li : E → R}16i6r+s sont des formes linéaires linéairement in-
dépendantes, alors (r; s) est égal à la signature de la forme quadratique
q.

Démonstration. Le premier point est une conséquence directe du corol-
laire 111. Pour une démonstration du second point, on renvoie à la section 4
de l’appendice A. �

Exemple. Pour la forme quadratique

q(x; y) = 2x2 + 5y2 − 4xy
que nous étudions, on considère la base orthogonale

O :=
n

~v1 := ~u1; ~v2 :=
√
6
6 ~u2

o
:

Écrite dans cette base, la forme quadratique q est somme de deux carrés :

q(~x) = q(a~v1 + b~v2) = q

 

a~u1 + b
√
6

6
~u2

!

= a2 + b2 :

Il ne reste plus qu’à exprimer les coordonnées (a; b) dans la nouvelle base O en
fonction des coordonnées (x; y) dans la base canonique C. Pour cela, on inverse
la matrice de passage

P := MatC,O(id) =
√
30
30

 
2
√
6 1

√
6 −2

!

;

ce qui donne

P−1 := MatO,C(id) =
√
5
5

 
2 1
√
6 −2

√
6

!

:

Les coordonnées (a; b) d’un vecteur de R2 dans la base O sont donc
�

a
b

�
=

√
5
5

 
2 1
√
6 −2

√
6

! �
x
y

�
=

√
5
5

�
2x + y√
6(x − 2y)

�
:
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Tout ceci montre que la forme quadratique q s’écrit

q(x; y) =
� √

5
5 (2x + y)

| {z }
l1(x,y)

� 2
+

� √
30
5 (x − 2y)

| {z }
l2(x,y)

� 2
;

où
l1(x; y) :=

√
5
5 (2x + y) et l2(x; y) :=

√
30
5 (x − 2y)

sont deux formes linéaires linéairement indépendantes, car non proportion-
nelles.

Le second point du théorème précédent ouvre la porte à une nouvelle mé-
thode pour réduire les formes quadratiques et ainsi calculer leur signature.

Méthode
���(Méthode de Gauss). Soit

q(x1; : : : ; xn) =
X

16i6n

� i,i x2
i +

X

16i<j6n

� i,j xi xj

une forme quadratique de Rn.
Première étape. On commence par traiter les termes carrés. Si tous les � i,i

ne sont pas nuls, on considère le plus petit i pour lequel � i,i 6= 0. Pour plus de
simplicité, on prendra ici i = 1. La forme quadratique s’écrit

q(x1; : : : ; xn) = ax1
2 + x1B (x2; : : : ; xn) + C(x2; : : : ; xn)

= a
�

x1 +
B (x2; : : : ; xn)

2a

� 2

− B (x2; : : : ; xn)
2

4a
+ C(x2; : : : ; xn) :

On garde le premier terme carré et on itère la méthode sur les deux derniers
termes qui ne ont composés que des variables x2; : : : ; xn. S’il existe encore un
terme carré, alors applique à nouveau cette première étape. Sinon, on passe à
la suivante.

Exemple. On considère la forme quadratique

q(x; y; z) = x2 + y2 − 2xy + 2yz :

de R3. On gère le premier terme carré x2 avec la méthode décrite dans cette
première étape :

q(x; y; z) = x2 + y2 − 2xy + 2yz = x2 − 2xy| {z }
=(x−y)2−y2

+y2 + 2yz

= (x − y)2 + 2yz :

Comme il ne reste plus de terme carré, on arrête d’appliquer la première étape.
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Seconde étape. Lorsqu’il n’existe plus de termes carrées, on considère les
plus petits i; j pour lequels � i,j 6= 0. Pour plus de simplicité, on prendra ici
i = 1 et j = 2. La forme quadratique s’écrit

q(x1; : : : ; xn) = ax1x2 + x1B (x3; : : : ; xn) + x2C(x3; : : : ; xn) + D (x3; : : : ; xn)

= a
�

x1 +
C(x3; : : : ; xn)

a

� �
x2 +

B (x3; : : : ; xn)

a

�

−B (x3; : : : ; xn)C(x3; : : : ; xn)

a
+ D (x3; : : : ; xn) :

On fait apparaitre deux termes carrés à partir du premier terme en utilisant
la formule générale

�� = 1
4

�
(� + � )2 − (� − � )2

�

Ceci donne

q(x1; : : : ; xn) =

a
4

�
x1 + x2 +

B (x3; : : : ; xn) + C(x3; : : : ; xn)

a

� 2

−a
4

�
x1 − x2 +

B (x3; : : : ; xn)− C(x3; : : : ; xn)

a

� 2

−B (x3; : : : ; xn)C(x3; : : : ; xn)

a
+ D (x3; : : : ; xn)

:

On itère la méthode avec les deux derniers termes qui ne présentent que
les variables x3; : : : ; xn.

Exemple. Pour la forme quadratique

q(x; y; z) = x2 + y2 − 2xy + 2yz = (x − y)2 + 2yz ;

on écrit le dernier terme

2yz = 1
2

�
(y + z)2 − (y − z)2

�
:

Ceci donne la décomposition finale

q(x; y; z) = x2 + y2 − 2xy + 2yz = (x − y)2 + 1
2(y + z)2 − 1

2(y − z)2 :

�

Exercice 84 (Réduction suite). On considère à nouveau la forme quadra-
tique de R3 définie par

q(x; y; z) := x2 + y2 + 3z2 + 4xy + 2xz + 2yz :

(2) Réduire la forme quadratique q en utilisant la méthode de Gauss.

(3) Trouver la base dans laquelle q a la forme donnée par cette méthode.

�
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Exercice 85 (Méthode de Gauss).
Dans R4, on considère la forme quadratique

q(x; y; z; t) := x2 + 9y2 + 4z2 + 6xy + 4xz + 16yz + 4yt + 8zt :

(1) Donner la forme polaire de q.
(2) Donner la matrice de q dans la base canonique de R4.
(3) Appliquer la méthode de Gauss à q.
(4) Quelle est la signature de q?
(5) Peut-on retrouver ce résultat en utilisant le théorème de Sylvester ?

�

Exercice � 86 (Formes linéaires indépendantes).
Dans R3, on considère la forme quadratique

q(x; y; z) := (x − y)2 + (y − z)2 − (z− x)2 :

(1) Cette forme est-elle celle obtenue par la méthode de Gauss ?
(2) Dans le cas contraire, réduire la forme quadratique q avec la méthode

de Gauss.

�

Ouverture

���. Nous avons vu à la fin du chapitre précédent que l’on
pouvait considérer des espaces vectoriels sur les nombres complexes à la place
des nombres réels. On pourrait écrire tout ce chapitre sur les espaces euclidiens
en considérant des espaces vectoriels complexes. Dans ce cas, on parle d’espaces
hermitiens . Ce chapitre s’écrit alors presque exactement comme nous venons
de le faire à seulement quelques différences près 6.

6. qu’on vous laisse étudier ...
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6. Corrections des exercices

�

Exercice 69 (Formes bilinéaires de Rn).
On considère les applications suivantes

�
Φ1 : R× R → R

(x; y) 7→ �:xy ;
�

Φ2 : R2 × R2 → R�
(x1; x2); (y1; y2)

�
7→ �:x 1y1 + 2:x1y2 − x2y1 + 3:x2y2 ;

(1) Montrer qu’il s’agit de formes bilinéaires.

En sus des formes bilinéaires précédentes, on considère les formes
bilinéaires suivantes8
<

:

Φ3 : R3 × R3 → R�
(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)

�
7→ 2x1y1 + x2y2 + x1y3 + x3y1

+x2y3 + x3y2 + 2x3y3 ;
8
<

:

Φ4 : R4 × R4 → R�
(x1; x2; x3; x4); (y1; y2; y3; y4)

�
7→ x1y3 + 2x1y1 − x2y1

−2x3y3 + 7x1y4 :

(2) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice associée dans la base
canonique.

(3) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice représentative dans les
bases respectives suivantes

{(2)}; {(1; 1); (1; 2)}; {(1; 1; 1); (1; 0; 1); (1; 1; 0)};
{(1; 0; 1; 0); (0; 1; 0; 1); (1; 1; 1; 0) (0; 1; 1; 1)} :

(4) Déterminer si elles sont dégénérées ou non.
(5) Déterminer si elles sont symétriques.
(6) Pour celles qui sont symétriques, déterminer si elles sont définies posi-

tives.

Correction.

(1) P̀o˘u˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e Φ1, ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e ¯sfi`e ”m`o“n˚tˇr`e ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

Φ(� 1x1 + � 2x2; y) = �: (� 1x1 + � 2x2)y =

� 1(�:x 1y) + � 2(�:x 2y) = � 1Φ(x1; y) + � 2Φ(x2; y) ;
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¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t � 1; � 2; x1; x2; y ∈ R, `eˇt ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e ¯sfi`e ”m`o“n˚tˇr`e
¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

Φ(x; � 1y1 + � 2y2) = �:x (� 1y1 + � 2y2) =
� 1(�:xy 1) + � 2(�:xy 2) = � 1Φ(x; y1) + � 2Φ(x; y2) ;

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t � 1; � 2; x; y1; y2 ∈ R.

P̀o˘u˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e Φ2, ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e ¯sfi`e ”m`o“n˚tˇr`e ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

Φ
�
� (x1; x2) + � ′(x ′

1; x ′
2); (y1; y2)

�
= Φ

�
(�x 1 + � ′x ′

1; �x 2 + � ′x ′
2); (y1; y2)

�

= �: (�x 1 + � ′x ′
1)y1 + 2:(�x 1 + � ′x ′

1)y2 −
(�x 2 + � ′x ′

2)y1 + 3:(�x 2 + � ′x ′
2)y2

= �
�
�:x 1y1 + 2:x1y2 − x2y1 + 3:x2y2) +

� ′� �:x ′
1y1 + 2:x ′

1y2 − x ′
2y1 + 3:x ′

2y2)
= � Φ

�
(x1; x2); (y1; y2)

�
+ � ′Φ

�
(x ′

1; x ′
2); (y1; y2)

�
;

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t �; � ′ ∈ R `eˇt ˚t´o˘u˚t (x1; x2); (x ′
1; x ′

2); (y1; y2) ∈ R2, `eˇt ˜l´affl
˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e ¯sfi`e ”m`o“n˚tˇr`e ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l

Φ
�
(x1; x2); � (y1; y2) + � ′(y′1; y′2)

�
= Φ

�
(x1; x2); (�y 1 + � ′y′

1; �y 2 + � ′y′
2)

�

= �:x 1(�y 1 + � ′y′
1) + 2:x1(�y 2 + � ′y′2)−

x2(�y 1 + � ′y′
1) + 3:x2(�y 2 + � ′y′

2)

= � (�:x 1y1 + 2:x1y2 − x2y1 + 3:x2y2) +
� ′(�:x 1y′

1 + 2:x1y′
2 − x2y′

1 + 3:x2y′
2)

= � Φ
�
(x1; x2); (y1; y2)

�
+ � ′Φ

�
(x1; x2); (y′

1; y′2)
�

;

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t �; � ′ ∈ R `eˇt ˚t´o˘u˚t (x1; x2); (y1; y2); (y′
1; y′2) ∈ R2.���P̀a¯s ˚tˇr`è˙s ¯p`a¯sfi¯sfi˚i`o“n‹n`a‹n˚t ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e `c´eˇr‹vfle´a˚uffl, ”m`a˚i¯s ˚i˜l ˜f´a˚u˚t ¯sfi`affl-

”vˆo˘i˚rffl ˜f´a˚i˚r`e.
(2) L`affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `d`e R `e˙sfi˚tC = {(1)} `eˇt ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ1 `e›nffl ((1); (1)) ”vˆa˚u˚t Φ1

�
(1); (1)

�
= �: 1:1 = � . D`o“n`c ˜l´affl

”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ1 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e C `e˙sfi˚t
MatC(Φ1) =

�
�

�
:
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L`affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `d`e R2 `e˙sfi˚tC = {(1; 0); (0; 1)} `eˇt ˜l´e˙s ”vˆaffl-
˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e˙s ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ2 ¯sfi˚u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s ¯p`a˚i˚r`e˙s
`d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi`o“n˚t

Φ2

�
1; 0); (1; 0)

�
= �; Φ2

�
1; 0); (0; 1)

�
= 2;

Φ2

�
0; 1); (1; 0)

�
= −1; Φ2

�
0; 1); (0; 1)

�
= 3 :

D`o“n`c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ2 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
C `e˙sfi˚t

MatC(Φ2) =

�
� 2
−1 3

�
:

L`affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `d`e R3 `e˙sfi˚tC =
�
~e1 = (1; 0; 0); ~e2 = (0; 1; 0);

~e3 = (0; 0; 1)
	 . C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e

Φ3 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e C `e˙sfi˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e˙s ¯p`a˚rffl
˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ3 ¯sfi˚u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s ¯p`a˚i˚r`e˙s `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e `c´eˇtˇt´e
˜bˆa¯sfi`e, `e¨l¨l´e ”vˆa˚u˚t

MatC(Φ3) =

0

@

~e1 ~e2 ~e3
~e1 2 0 1
~e2 0 1 1
~e3 1 1 2

1

A :

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ4 `d`a‹n¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e C `d`e R4 `e˙sfi˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e˙s ¯p`a˚rffl
˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ4 `e›nffl ˚t´o˘u˚t´e˙s ˜l´e˙s ¯p`a˚i˚r`e˙s `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e `c´eˇtˇt´e
˜bˆa¯sfi`e, `e¨l¨l´e ”vˆa˚u˚t

MatC(Φ4) =

0

BB@

2 0 1 7
−1 0 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 0

1

CCA :

(3) D`a‹n¯s `c‚h`a`cˇu‹nffl `d`e˙s `c´a¯s, `o“nffl ”vˆaffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t
`d`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 93.
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L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e ˜l´affl ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e ˜bˆa¯sfi`e B = {(2)} `d`a‹n¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e C `d`e R `e˙sfi˚t

P =
�
2
�

:

D`o“n`c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ1 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
B ¯s’`o˝b˘tˇi`e›n˚t ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

MatB(Φ1) = tP MatC(Φ1)P =
�
2
� �

�
� �

2
�
=

�
4�

�
:

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e ˜l´affl ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e ˜bˆa¯sfi`e B = {(1; 1); (1; 2)}

`d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e C `d`e R2 `e˙sfi˚t

P =

�
1 1
1 2

�
:

D`o“n`c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ2 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
B ¯s’`o˝b˘tˇi`e›n˚t ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

MatB(Φ2) = tP MatC(Φ2)P =

�
1 1
1 2

� �
� 2
−1 3

� �
1 1
1 2

�

=

�
� + 4 � + 9
� + 6 � + 14

�
:

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e ˜l´affl ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e ˜bˆa¯sfi`e B = {(1; 1; 1);

(1; 0; 1); (1; 1; 0)} `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e C `d`e R3 `e˙sfi˚t

P =

0

@
1 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A :

D`o“n`c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ3 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
B ¯s’`o˝b˘tˇi`e›n˚t ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

MatB(Φ3) = tP MatC(Φ3)P =

0

@
1 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A

0

@
2 0 1
0 1 1
1 1 2

1

A

0

@
1 1 1
1 0 1
1 1 0

1

A

=

0

@
9 7 5
7 6 4
5 4 3

1

A :
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L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e ˜l´affl ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e ˜bˆa¯sfi`e B = {(1; 0; 1; 0);

(0; 1; 0; 1); (1; 1; 1; 0) (0; 1; 1; 1)} `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e C `d`e R4 `e˙sfi˚t

P =

0

BB@

1 0 1 0
0 1 1 1
1 0 1 1
0 1 0 1

1

CCA :

D`o“n`c ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ4 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
B ¯s’`o˝b˘tˇi`e›n˚t ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t
MatB(Φ4) = tP MatC(Φ4)P

=

0

BB@

1 0 1 0
0 1 0 1
1 1 1 0
0 1 1 1

1

CCA

0

BB@

2 0 1 7
−1 0 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 0

1

CCA

0

BB@

1 0 1 0
0 1 1 1
1 0 1 1
0 1 0 1

1

CCA

=

0

BB@

1 7 1 6
−1 0 −1 0
0 7 0 6
−3 0 −3 −2

1

CCA :

(4) O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e˙s `e›nffl ˜l´e˙s `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`a‹n˚t.
C`e´cˇiffl `d`o“n‹n`e ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle›m`e›n˚t ˜l´e˙s ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t˙s.

rg (Φ1) = rg
�
�

�
= 1

C`o“m‹m`e ˜l´e ˚r`a‹n`g `e˙sfi˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ1 `e˙sfi˚t ”n`o“nffl-
`d`é´g´é›n`éˇr`é´e.

MatC(Φ2) =

�
� 2
−1 3

�
∼

�
� 0
−1 3 + 2

π

�

C`o“m‹m`e ˜l´e ˚r`a‹n`g `e˙sfi˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ2 `e˙sfi˚t ”n`o“nffl-
`d`é´g´é›n`éˇr`é´e.

MatC(Φ3) =

0

@
2 0 1
0 1 1
1 1 2

1

A ∼

0

@
1 0 0
1 1 0
2 1 −1

1

A

C`o“m‹m`e ˜l´e ˚r`a‹n`g `e˙sfi˚t ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ3 `e˙sfi˚t ”n`o“nffl-
`d`é´g´é›n`éˇr`é´e.
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MatC(Φ4) =

0

BB@

2 0 1 7
−1 0 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 0

1

CCA ∼

0

BB@

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −2 0
0 0 0 0

1

CCA

C`o“m‹m`e ˜l´e ˚r`a‹n`g ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”m`a‹xˇi‹m`a˜l, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ4 `e˙sfi˚t
`d`é´g´é›n`éˇr`é´e.

(5) E”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`a‹n˚t ˜l´e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e˙s `a˚u‹x `qfi˚u`a˚tˇr`e ˜f´o˘r‹m`e˙s ˜b˘i˜lˇiffl-
”n`é´a˚i˚r`e˙s, `o“nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e ¯sfi`eˇu˜l´e˙s ˜l´e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s `d`eΦ1 `eˇt Φ3 ¯sfi`o“n˚t ¯sfi‹y›m`é-
˚tˇr˚i`qfi˚u`e˙s. D`o“n`c ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m`e˙s ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙sΦ1 `eˇt Φ3 ¯sfi`o“n˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e˙s
`eˇt ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m`e˙s ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙sΦ2 `eˇt Φ4 ”n`e ˜l´e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s.

(6) C`o“m‹m`e ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `d`é˙j´àffl `c´a˜l´cˇu˜l´é ˜l´e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´e˙s
˜f´o˘r‹m`e˙s ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e˙sΦ1 `eˇt Φ3, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´eˇu˚rffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl
˜l´e `cˇr˚i˚t´èˇr`e `d`e S”y¨l›vfle˙sfi˚t´eˇrffl (P̊r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 97) ¯p`o˘u˚rffl `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`eˇrffl ¯sfi˚iffl
`e¨l¨l´e˙s ¯sfi`o“n˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e˙s `eˇt ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle˙s.

P̀o˘u˚rffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatC(Φ1) =
�
2
� `d`e Φ1, ˚i˜l ”nffl’”y `affl `qfi˚uffl’˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l

”m˚i‹n`eˇu˚rffl `d`o“m˚i‹n`a‹n˚t `e›xˇtˇr`a˚i˚t :
� 1

��
2
��

=
��2

�� = 2 > 0 :

D`o“n`c, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ1 `e˙sfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e `eˇt ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle.
L`e˙s ”m˚i‹n`eˇu˚r¯s `e›xˇtˇr`a˚i˚t˙s `d`o“m˚i‹n`a‹n˚t˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

M = MatC(Φ3) =

0

@
2 0 1
0 1 1
1 1 2

1

A

˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ3 ¯sfi`o“n˚t

� 1 (M ) =
��2

�� = 2 > 0; � 2 (M ) =

����
2 0
0 1

���� = 2 > 0; � 3 (M ) =

������

2 0 1
0 1 1
1 1 2

������
= 1 > 0 :

D`o“n`c, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ3 `e˙sfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e `eˇt ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle.
�
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Exercice 70 (Produit scalaire sur C ([0; 1])).
On travaille dans l’espace vectoriel C ([0; 1]) formé des applications conti-

nues f : [0; 1]→ R de l’intervalle [0; 1] vers R. On considère l’application
8
<

:

Φ : C ([0; 1])× C ([0; 1]) → R

(f; g ) 7→
Z 1

0
(1 + t)f (t)g(t)dt :

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme bilinéaire.
(2) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur C ([0; 1]).

Correction.

(1) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e. S̀o˘i`e›n˚t � 1; � 2 ∈

R `eˇt f 1; f 2; g ∈ C ([0; 1]). L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `d`e ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e `d`o“n‹n`e

Φ(� 1f 1 + � 2f 2; g) =

Z 1

0
(1 + t)

�
� 1f 1(t) + � 2f 2(t)

�
g(t)dt

=

Z 1

0
(� 1(1 + t)f 1(t)g(t) + � 2(1 + t)f 2(t)g(t)) dt

= � 1

Z 1

0
(1 + t)f 1(t)g(t)dt + � 2

Z 1

0
(1 + t)f 2(t)g(t)dt

= � 1Φ(f 1; g) + � 2Φ(f 2; g)

O”nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e Φ `e˙sfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`eΦ(f; g ) = Φ(g; f ),
`d`o“n`c ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e.

(2) U”nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `d`é¨fˇi‹n˚i`e
`eˇt ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle. V`éˇr˚i˜fˇi`o“n¯s `c´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ¯p˚r`o¸p˚r˚i`éˇt´é˙s.
� ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : Ǹo˘u¯s ˜l„`a‹vˆo“n¯s `d`é˙j´àffl ”v˘uffl `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é-

`d`e›n˚t´e : Φ(f; g ) = Φ(g; f ) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t f; g ∈ C ([0; 1]).
� ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle :P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ∈ C ([0; 1]), `o“nffl `affl

Φ(f; f ) =

Z 1

0
(1 + t)f (t)2
| {z }

>0

dt > 0 :

� `d`é¨fˇi‹n˚i`e : S̀o˘i˚t f ∈ C ([0; 1]) ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e

Φ(f; f ) =

Z 1

0
(1 + t)f (t)2dt = 0 :
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C`o“m‹m`e ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a‹n`d`e 7 `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle, ¯sfi`o“nffl ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e
`e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e. D`o“n`c ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
(1 + t)f (t)2 `e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e ¯sfi˚u˚rffl[0; 1], `c´e `qfi˚u˚iffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e f (t) = 0

¯p`o˘u˚rffl t ∈]0; 1]. P̀a˚rffl `c´o“n˚tˇi‹n˚u˚i˚t´é `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f , `o“nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t
`qfi˚u`e f (t) = 0 ¯p`o˘u˚rffl t ∈ [0; 1].
A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ˜b˘i`e›nffl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ

`e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e.
�

Exercice 71 (Produit scalaire sur les matrices).
On travaille dans l’espace vectoriel M2 formé des matrices de taille 2× 2.

On considère l’application
�
〈 ; 〉 : M2 ×M2 → R

(A; B ) 7→ 〈A; B 〉 := tr(tAB ) :

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme bilinéaire.
(2) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur M2.
(3) Décrire la norme associée au produit scalaire 〈 ; 〉.

Correction.

(1) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e. S̀o˘i`e›n˚t � 1; � 2 ∈

R `eˇt A1; A2; B ∈ M2. L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `d`e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi¯p`o¸sfi`é´e `eˇt `d`e ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e
˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e›n˚t

〈� 1A1 + � 2A2; B 〉 = tr
�
t(� 1A1 + � 2A2)B

�
= tr

�
(� 1

tA1 + � 2
tA2)B

�

= tr
�
� 1

tA1B + � 2
tA2B

�
= � 1tr(

tA1B ) + � 2tr(
tA2B )

= � 1 〈A1; B 〉+ � 2 〈A2; B 〉 :

L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e ¯sfi`e ”m`o“n˚tˇr`e `d`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e. S̀o˘i`e›n˚t
� 1; � 2 ∈ R `eˇt A; B 1; B2 ∈ M2(R). L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `d`e ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e

〈A; � 1B1 + � 2B2〉 = tr
�
tA(� 1B1 + � 2B2)

�
= tr

�
� 1

tAB 1 + � 2
tAB 2

�

= � 1tr(
tAB 1) + � 2tr(

tAB 2) = � 1 〈A; B 1〉+ � 2 〈A; B 2〉 :

D`o“n`c, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e.

7. C’est la fonction que l’on intègre.
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(2) I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e,
`d`é¨fˇi‹n˚i`e `eˇt ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle.
� ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : R`a¯p¯p`e¨l´o“n¯s `qfi˚u`e ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e `e˙sfi˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t´e ¯p`a˚rffl

˚tˇr`a‹n¯sfi¯p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`etr tM = trM `eˇt `qfi˚u`e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi¯p`o¸sfi`é´e
`dffl’˚u‹nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `a˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t, `d`a‹n¯s ˜l´e ¯sfi`e›n¯s
˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e, `d`e˙s ˚tˇr`a‹n¯sfi¯p`o¸sfi`é´e˙s `d`e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`et(MN ) =

tN tM . D`e `c´e˙s `d`eˇu‹x ¯p˚r`o¸p˚r˚i`éˇt´é˙s, `o“nffl `d`é´d˚u˚i˚t ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `d`e ˜l´affl
˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e 〈 ; 〉 `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

〈B; A 〉 = tr(tBA ) = tr
�
t(tBA )

�
= tr(tA t(tB )) = tr(tAB ) = 〈A; B 〉 :

� ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle :S̀o˘i˚t A ∈ M2(R) ˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `c´a˚r˚r`é´e `d`e ˚t´a˚i˜l¨l´e 2×2 ;
`e¨l¨l´e ¯s’`é´cˇr˚i˚t

A =

�
a b
c d

�
:

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t
〈A; A 〉 = tr(tAA ) = tr

�
a2 + c2 ab+ cd
ab+ cd b2 + d2

�
= a2 + b2 + c2 + d2 > 0 :

� `d`é¨fˇi‹n˚i`e : L`e `c´a˜l´cˇu˜l ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl ˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e A

`e˙sfi˚t ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e〈A; A 〉 = 0, `c´e¨l´affl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e a2 + b2 + c2 + d2 = 0.
D`o“n`c ˚t´o˘u¯s ¯sfi`e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s ¯sfi`o“n˚t ”n˚u˜l˙s `eˇtA = 0.
A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `c´e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t ˚u‹nffl
¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e.

(3) L`affl ”n`o˘r‹m`e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `a˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl
˜f´o˘r‹m˚u˜l´e

‖A‖ =
p
〈A; A 〉 =

p
a2 + b2 + c2 + d2 ;

¯sfi˚iffl `o“nffl ”n`o˘t´e ˜l´e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA ¯p`a˚rffl A =

�
a b
c d

�
.

�
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Exercice 72 (Produit scalaire sur C ([0; 1]) bis).
Comme à l’exercice 70, on considère l’espace euclidien C ([0; 1]), formé des

applications continues f : [0; 1] → R de l’intervalle [0; 1] vers R, muni du
produit scalaire

8
<

:

Φ : C ([0; 1])× C ([0; 1]) → R

(f; g ) 7→
Z 1

0
(1 + t)f (t)g(t)dt :

(1) Les deux fonctions f (t) := t + 2 et g(t) := t2 − 2t − 3 sont-elles ortho-
gonales ?

(2) La fonction f est-elle de norme 1 ?

Correction.
(1) O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e `d`e f `a‹vfle´c g :

Φ(f; g ) =

Z 1

0
(1 + t)(t + 2)(t2 − 2y − 3)dt =

Z 1

0
(t4 + t3 − 7t2 − 13t − 6)dt

=

�
t5

5
+

t4

4
− 7

t3

3
− 13

t2

2
− 6t

� 1

0

=
1

5
+

1

4
− 7

3
− 13

2
− 6

= −863

60
6= 0 :

C`o“m‹m`e `c´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”n˚u˜l, ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯sf `eˇt g ”n`e
¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e˙s.

(2) O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e `c´a˚r˚r`é `d`e ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `d`e f :
Φ(f; f ) =

Z 1

0
(1 + t)(t + 2)2dt =

Z 1

0
(t3 + 5t2 + 8t + 4)dt

=

�
t4

4
+ 5

t3

3
+ 4t2 + 4t

� 1

0

=
1

4
+

5

3
+ 4 + 4 =

119

12
6= 1 :

L`affl ”n`o˘r‹m`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f ”vˆa˚u˚t ‖f ‖ =
r

83

12
6= 1 .

�

Exercice 73 (Polynômes orthogonaux).
On travaille dans l’espace vectoriel R[X ] des polynômes à coefficients réels.

On considère l’application
8
<

:

〈 ; 〉 : R[X ]× R[X ] → R

(P; Q) 7→ 〈P; Q〉 :=
Z 1

−1
P(x)Q(x)dx :
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(1) Montrer que l’application 〈 ; 〉 est un produit scalaire sur R[X ].
(2) Le sous-espace R3[X ] formé des polynômes de degré inférieur ou égal à

3 muni de la restriction de 〈 ; 〉 est-il un espace euclidien ?
(3) La base

B :=
�
1; X; X 2; X 3

	

de R3[X ] est-elle orthogonale ?
(4) Déterminer tous les vecteurs orthogonaux à X 2.

On considère la famille de polynômes

L :=
�
1; X; 1

2(3X 2 − 1); 1
2(5X 3 − 3X )

	
:

Ces polynômes sont les premiers d’une famille infinie appelés les polynômes de
Legendre.

(5) Montrer que L est une base orthogonale de
�
R3[X ]; 〈 ; 〉

�
.

(6) Est-elle orthonormée ?

Correction.
(1) U”nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `d`é¨fˇi‹n˚i`e

`eˇt ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle.
� ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e

〈Q; P 〉 =

Z 1

−1
Q(x)P(x)dx =

Z 1

−1
P(x)Q(x)dx = 〈P; Q〉 :

� ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e : O”nffl ”vˆaffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e ; `c´o“m‹m`e ˜l´affl
˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `c´e¨l´affl `e›n˚tˇr`a˚i‹n`eˇr`affl `a˚u˚t´o-
”m`a˚tˇi`qfi˚u`e›m`e›n˚t ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e. P̀a˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `d`e ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e,
`o“nffl `affl

〈� 1P1 + � 2P2; Q〉 =

Z 1

−1
(� 1P1(x) + � 2P2(X ))Q(x)dx

= � 1

Z 1

−1
P1(x)Q(x)dx + � 2

Z 1

−1
P2(x)Q(x)dx

= � 1 〈P1; Q〉+ � 2 〈P2; Q〉

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t � 1; � 2 ∈ R `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t P1; P2; Q ∈ R[X ].
� ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle :P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P ∈ R[X ], `o“nffl `affl

〈P; P〉 =
Z 1

−1
P(x)2
| {z }

>0

dx > 0 :
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� `d`é¨fˇi‹n˚i`e : S̀o˘i˚t P ∈ R[X ] ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t

〈P; P〉 =
Z 1

−1
P(x)2dx = 0 :

C`o“m‹m`e ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a‹n˚t´e P(x)2 > 0 `e˙sfi˚t ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle, `c´e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e
`qfi˚uffl’`e›nffl ˚t´o˘u˚t x ∈ [−1; 1], ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e P(x) = 0. O˚rffl ˜l´e
¯sfi`eˇu˜l ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `a‹y´a‹n˚t ˚u‹n`e ˚i‹n˜fˇi‹n˚i˚t´é `d`e ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
”n˚u˜l, `d`o“n`c P = 0.
E”nffl `c´o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl, `o“nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t
˚u‹nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e.

(2) L`affl ˚r`e˙sfi˚tˇr˚i`cˇtˇi`o“nffl `d˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e〈 ; 〉 `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e˙s
¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `àffl `c´e¨lˇu˚iffl `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `d`e `d`e´gˇr`é ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl3

”vfléˇr˚i˜fˇi`e `e›n`c´o˘r`e ˜l´e˙s `a‹xˇi`o“m`e˙s `dffl’˚u‹nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e. E˚t `c´o“m‹m`e ˜l„`e˙s-
¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `d`e `d`e´gˇr`é ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl3 `e˙sfi˚t
`d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e, `é´g´a˜l´e `àffl 4, ˜l´affl ¯p`a˚i˚r`e (R3[X ]; 〈 ; 〉) ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹nffl
`e˙sfi¯p`a`c´e `eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›nffl.

(3) C`a˜l´cˇu˜l´o“n¯s ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t 1 `a‹vfle´c ˜l´e
¯p`o˝l›y›n`ô“m`e X 2 :



1; X 2

�
=

Z 1

−1
x2dx =

�
x3

3

� 1

−1

=
2

3
6= 0 :

C`e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x `eˇt `d`o“n`c ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB

”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e.
(4) S̀o˘i˚t P = a + bX + cX 2 + dX 3 ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e R3[X ]. P̀a˚rffl `d`é¨fˇiffl-

”n˚i˚tˇi`o“nffl, ˚i˜l `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rfflX 2 ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl

0 =


P; X 2

�
=

Z 1

−1

�
a + bx+ cx2 + dx3

�
x2dx

=

Z 1

−1

�
ax2 + bx3 + cx4 + dx5

�
dx =

�
a

x3

3
+ b

x4

4
+ c

x5

5
+ d

x6

6

� 1

−1

=
2

3
a +

2

5
c :
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L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x `a˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eX 2 `e˙sfi˚t ˜l´e
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ˜f´o˘r‹m`é `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `d˚uffl ˚t›y˙p`e

�
P = a + bX + cX 2 + dX 3 ∈ R3[X ] | 2

3a + 2
5c = 0

	
:

(5) C`o“m‹m`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e L `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e `qfi˚u`a˚tˇr`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `e´c‚h`e¨l´o-
”n`é˙s `e›nffl `d`e´gˇr`é, `e¨l¨l´e ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eR3[X ]. I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e
”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi`o“n˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x `d`eˇu‹x-`àffl-
`d`eˇu‹x. C`e¨l´affl ˚r`e›v˘i`e›n˚t `àffl ˜f´a˚i˚r`e 6 `c´a˜l´cˇu˜l˙s `d`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t˙s ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e˙s. A”vˆa‹n˚t
`d`e ¯sfi`e ˜l´a‹n`c´eˇrffl, `c´o“m‹m`e `d`e˙s ˜bˆo˘u˚r˚r˚i‹n¯s, `d`a‹n¯s `c´e˙s `c´a˜l´cˇu˜l˙s, `o“nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e
`qfi˚u`e ˜l´e˙s ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ¯p`o˝l›y›n`o“m˚i`a˜l´e˙s ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e˙s ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl `eˇt ˜l´e
˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `d`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a˚i˚r`e˙s `eˇt `qfi˚u`e ˜l´e˙s ˜f´o“n`c-
˚tˇi`o“n¯s ¯p`o˝l›y›n`o“m˚i`a˜l´e˙s ˚i‹n`d˚u˚i˚t´e˙s ¯p`a˚rffl ˜l´e `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `eˇt ˜l´e `qfi˚u`a˚tˇr˚i`è›m`e ¯p`o-
˜l›y›n`ô“m`e˙s `d`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi`o“n˚t ˚i‹m¯p`a˚i˚r`e˙s. C`o“m‹m`e ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `dffl’˚u‹n`e
˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p`a˚i˚r`e `eˇt `dffl’˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˚i‹m¯p`a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˚i‹mffl-
¯p`a˚i˚r`e, `qfi˚u`a˚tˇr`e `d`e `c´e˙s ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t˙s ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e˙s ¯sfi`o“n˚t ”n˚u˜l˙s¯p˚u˚i¯sfi`qfi˚u`e ˜l„`o“nffl
˚i‹n˚t´è´gˇr`e `e›n˚tˇr`e −1 `eˇt 1. I˜l ”n`e ˚r`e˙sfi˚t´e ¯p˜lˇu¯s `qfi˚u`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `c´a˜l´cˇu˜l˙s
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t˙s.


1; 1

2

�
3X 2 − 1

��
=

Z 1

−1

1
2(3x2 − 1)dx = 1

2

�
x3 − x

� 1
−1

= 0



X; 1

2

�
5X 3 − 3X

��
=

Z 1

−1

1
2x(5x3 − 3x)dx

= 1
2

Z 1

−1
(5x4 − 3x2)dx

1

2

�
x5 − x3

� 1
−1

= 0

C`e´cˇiffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙sL `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘rffl-
˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e `eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›nffl(R3[X ]; 〈 ; 〉).

(6) L`affl ”n`o˘r‹m`e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t 1 ”vˆa˚u˚t

‖1‖ =
p
〈1; 1〉 =

s Z 1

−1
dx =

√
2 6= 1 :
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C`o“m‹m`e ˚i˜l ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s `d`e ”n`o˘r‹m`e1, ˜l`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙sL ”nffl’`e˙sfi˚t
¯p`a¯s ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e.

�

Exercice 74 (Fonctions trigonométriques).
On travaille dans l’espace vectoriel C formé des applications continues

f : [−�; � ]→ R de l’intervalle [−�; � ] vers R. On le munit du produit scalaire

8
<

:

〈 ; 〉 : C × C → R

(f; g ) 7→ 〈f; g 〉 :=
Z π

−π
f (t)g(t)dt :

(1) Montrer que la famille

F := {1; cos t; cos(2t); cos(3t); : : : ; sin t; sin(2t); sin(3t); : : : } :

est orthogonale.

(2) Comment peut-on modifier F pour obtenir une famille orthonormée ?

Correction.

(1) M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF ¯sfi`o“n˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x
`d`eˇu‹x-`àffl-`d`eˇu‹x. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, `o“nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e˙s ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s.

〈1; cos(nt )〉 =

Z π

−π
cos(nt )dt =

�
1

n
sin(nt )

� π

−π

= 0

〈1; sin(nt )〉 =

Z π

−π
sin(nt )
| {z }
˚i‹m¯p`a˚i˚r`e

dt = 0

〈cos(nt ); sin(mt )〉 =

Z π

−π
cos(nt ) sin(mt )
| {z }

˚i‹m¯p`a˚i˚r`e
dt = 0

L`e˙s `d`eˇu‹x `d`eˇr‹n˚i`eˇr¯s ˚r`e´qfi˚u˚i`èˇr`e›n˚t ˚u‹nffl ¯p`eˇuffl ¯p˜lˇu¯s `d`e ˚tˇr`a‹vˆa˚i˜l : `o“nffl
˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e˙s `dffl’E˚u˜l´eˇrffl `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 13 ¯p`o˘u˚rffl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i¯sfi`eˇrffl ˜l´e˙s
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¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t˙s, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚tn 6= m ∈ N∗.

cos(nt ) cos(mt ) =
eint + e−int

2

eimt + e−imt

2

= 1
4

�
ei(n+m)t + e−i(n+m)nt + ei(n−m)t + e−i(n−m)t

�

= 1
2 (cos((n + m)t) + cos((n −m)t)) ;

sin(nt ) sin(mt ) =
eint − e−int

2i
eimt − e−imt

2i
= −1

4

�
ei(n+m)t + e−i(n+m)nt − ei(n−m)t − e−i(n−m)t

�

= 1
2 (cos((n −m)t)− cos((n + m)t)) :

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t

〈cos(nt ); cos(mt )〉 =

Z π

−π

1
2 (cos((n + m)t) + cos((n −m)t)) dt

= 1
2

Z π

−π
cos((n + m)t)dt + 1

2

Z π

−π
cos((n −m)t)dt = 0 ;

〈sin(nt ); sin(mt )〉 =

Z π

−π

1
2 (cos((n −m)t)− cos((n + m)t)) dt

= 1
2

Z π

−π
cos((n −m)t)dt − 1

2

Z π

−π
cos((n + m)t)dt = 0 ;

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `c´e¨l´affl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s F `e˙sfi˚t `o˘rffl-
`o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e.

(2) P̀o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl
˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eF . L`eˇu˚r¯s ”n`o˘r‹m`e˙s ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle˙s ”vˆa˜l´e›n˚t

‖1‖2 =
Z π

−π
dt = 2� ;

‖cos(nt )‖2 =
Z π

−π
(cos(nt ))2dt =

Z π

−π

1
2(cos(2nt ) + 1)dt = � ;

‖sin(nt )‖2 =
Z π

−π
(sin(nt ))2dt =

Z π

−π

1
2(1− cos(2nt ))dt = � :
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D`o“n`c, ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `o˝b˘t´e›n˚u`e `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
`o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e F `e˙sfi˚t
( √

2�
2�

;
√

�
�

cos t;
√

�
�

cos(2t);
√

�
�

cos(3t); : : : ;
√

�
�

sin t;
√

�
�

sin(2t);
√

�
�

sin(3t); : : :
�

:

�

Exercice 75 (Base orthonormée de matrices). Avec les notations de
l’exercice 71, on travaille dans l’espace euclidien M2, formé des matrices de
taille 2× 2, muni du produit scalaire

�
〈 ; 〉 : M2 ×M2 → R

(A; B ) 7→ 〈A; B 〉 := tr(tAB ) :

Trouver une base orthonormée de
�
M2; 〈 ; 〉

�
.

Correction. S̊iffl `o“nffl ”n`o˘t´e ˜l´e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s `d`e˙s ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s `d`e ˚t´a˚i˜l¨l´e2×2

¯p`a˚rffl
A =

�
a1 a2

a3 a4

�
`eˇt B =

�
b1 b2
b3 b4

�
;

`a˜l´o˘r¯s ˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e ”vˆa˚u˚t
〈A; B 〉 = tr

�
tAB

�
= tr

��
a1 a3

a2 a4

� �
b1 b2
b3 b4

��

= tr

��
a1b1 + a3b3 ∗

∗ a2b2 + a4b4

��

= a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4 :

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t ˚i‹m‹m`é´d˚i`a˚t´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e
��

1 0
0 0

�
;

�
0 1
0 0

�
;

�
0 0
1 0

�
;

�
0 0
0 1

��

`e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e`d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e `eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›nffl(M2; 〈 ; 〉).
�
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Exercice 76 (Base orthonormée de polynômes).
On travaille dans l’espace vectoriel R2[X ] des polynômes de degré inférieur

ou égal à 2. On considère l’application
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) :

(1) Montrer que l’application Φ est un produit scalaire sur R2[X ].
(2) Déterminer la matrice M := MatC(Φ) de l’application billinéaire Φ dans

la base canonique C :=
�
1; X; X 2

	
.

(3) Trouver une base orthonormée pour le produit scalaire Φ.

Correction.

(1) U”nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `d`é¨fˇi‹n˚i`e
`eˇt ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle.
� ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : L`affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl
Φ(Q; P ) = Q(0)P(0) + Q(1)P(1) + Q(2)P(2)

= P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) = Φ(P; Q) :

� ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e : O”nffl ”vˆaffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e, ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´affl-
˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e `e›nffl `d`é´c´o˘u˜l´eˇr`affl ¯p`a˚rffl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e. L`affl ˜f´o˘r‹m`e Φ ”vfléˇr˚i˜fˇi`e

Φ(� 1P1 + � 2P2; Q) =
�
� 1P1(0) + � 2P2(0)

�
Q(0) +

�
� 1P1(1) + � 2P2(1)

�
Q(1)

+
�
� 1P1(2) + � 2P2(2)

�
Q(2)

= � 1P1(0)Q(0) + � 1P1(1)Q(1) + � 1P1(2)Q(2)

+� 2P2(0)Q(0) + � 2P2(1)Q(1) + � 2P2(2)Q(2)

= � 1Φ(P1; Q) + � 2Φ(P2; Q) ;

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t � 1; � 2 ∈ R `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t P1; P2; Q ∈ R2[X ].
� ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle :P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P ∈ R2[X ], `o“nffl `affl

Φ(P; P) = P(0)2 + P(1)2 + P(2)2 > 0 :

� `d`é¨fˇi‹n˚i`e : S̀o˘i˚t P ∈ R2[X ] ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t
Φ(P; P) = P(0)2 + P(1)2 + P(2)2 = 0 :

C`e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e P(0) = P(1) = P(2) = 0. D`o“n`c P `e˙sfi˚t ˚u‹nffl
¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e `d`e´gˇr`é ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl 2 `a‹vfle´c 3 ˚r`a`cˇi‹n`e˙s. L`affl
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¯sfi`eˇu˜l´e ¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´é `e˙sfi˚t `qfi˚u`e ˜l`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eP `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”n˚u˜l
P = 0.
E”nffl `c´o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´affl-
˜l´a˚i˚r`e.

(2) L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`eΦ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e˙s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`e
`c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e, `àffl ¯sfi`a‹vˆo˘i˚rffl

MatC(Φ) =

0

@
3 3 5
3 5 9
5 9 17

1

A :

(3) C`o“m‹m`e `c´e ¯sfi`o“n˚t ˜l´e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e˙s ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `e›nffl0, 1
`eˇt 2 `qfi˚u˚iffl ¯j´o˘u`e›n˚t ˚u‹nffl ˚r`ô˝l´e `d`a‹n¯s ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e Φ, ”n`o˘u¯s `a˜l¨l´o“n¯s
`c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l´e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t˙s, ˜f´o˘r‹m`é˙s `d`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t˙s `d`eX ,
X − 1 `eˇt X − 2 :

{X (X − 1); X (X − 2); (X − 1)(X − 2)} :

O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e `c´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s ¯sfi`o“n˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x
`d`eˇu‹x-`àffl-`d`eˇu‹x :

Φ
�
X (X − 1); X (X − 2)

�
= 0 ;

Φ
�
X (X − 1); (X − 1)(X − 2)

�
= 0 ;

Φ
�
X (X − 2); (X − 1)(X − 2)

�
= 0 :

I˜l ˜f´a˜l¨l´a˚i˚t ”y ¯p`e›n¯sfi`eˇrffl. L`affl `c¨l´a¯sfi¯sfi`e ”n`o“nffl?
���

D’`a¯p˚r`è˙s ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 100, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `e˙sfi˚t
˜lˇi˜b˘r`e, `c’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`eR2[X ]. I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”n`o˘rffl-
”m`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl ¯sfi`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e. L`e˙s
”n`o˘r‹m`e˙s ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle˙s ¯sfi`o“n˚t
‖X (X − 1)‖ =

q
Φ

�
X (X − 1); X (X − 1)

�
=
√
4 = 2 ;

‖X (X − 2)‖ =
q
Φ

�
X (X − 2); X (X − 2)

�
=
√
1 = 1 ;

‖(X − 1)(X − 2)‖ =
q

Φ
�
(X − 1)(X − 2); (X − 1)(X − 2)

�
=
√
4 = 2 :
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A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
�
1
2X (X − 1); X (X − 2); 1

2(X − 1)(X − 2)
	

:

`e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `d`eR2[X ] ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e Φ.
Exercice 77 (Matrice orthogonale).
Pour tout � ∈ R, on considère la matrice

Rθ :=

0

@
cos � − sin � 0
sin � cos � 0
0 0 1

1

A :

(1) Montrer que, pour tout � ∈ R, la matrice Rθ est orthogonale, c’est-à-
dire Rθ ∈ O3.

(2) Que pouvez-vous en conclure des vecteurs colonnes de Rθ ?

(3) Décrire géométriquement l’application linéaire
�

� θ : R3 → R3

X 7→ RθX :

(4) Redémontrer ainsi que � θ est une isométrie de R3.

Correction.

(1) O”nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`e ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l

tRθRθ =

0

@
cos � sin � 0
− sin � cos � 0

0 0 1

1

A

0

@
cos � − sin � 0
sin � cos � 0
0 0 1

1

A

=

0

@
cos2 � + sin2 � cos � sin � − cos � sin � 0

− sin � cos � + cos � sin � sin2 � + cos2 � 0
0 0 1

1

A

=

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A = I ;

`c´e `qfi˚u˚iffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e Rθ `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e.
(2) L`affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 101 ¯sfi˚tˇi¯p˚u˜l´e `qfi˚uffl’˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e ¯sfi˚iffl

`eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ¯sfi`e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `d`e
˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e `eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›nffl(R3; 〈 ; 〉).



340 CHAPITRE 4. ESPACES EUCLIDIENS

(3) L`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eRθ ¯sfi`o“n˚t ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e ˜l´affl
˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `d`e R3 ¯p`a˚rffl ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e � θ. E”nffl ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t
`c´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ˚i‹m`a`g´e˙s, `o“nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e `qfi˚uffl’˚i˜l˙s `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`d`e›n˚t `àffl ˜l„˚i‹m`a`g´e `d`e
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˚r`o˘t´a˚tˇi`o“nffl `dffl’`a‹x´e ”vfleˇr˚tˇi`c´a˜l Oz `eˇt `dffl’`a‹n`g¨l´e
� : ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (0; 0; 1) `e˙sfi˚t ˚i‹n‹vˆa˚r˚i`a‹n˚t ¯p`a˚rffl� θ `eˇt ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s
`d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s (1; 0; 0) `eˇt (0; 1; 0) ¯sfi`o“n˚t `d`o“n‹n`é˙s ¯p`a˚rffl ˜l´e `gˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t.

�

�

0

@
1
0
0

1

A

0

@
0
1
0

1

A
� θ

0

@
0
1
0

1

A =

0

@
− sin �
cos �
0

1

A

0

@
cos �
sin �
0

1

A = � θ

0

@
1
0
0

1

A

C`o“m‹m`e ˚u‹nffl `e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `e˙sfi˚t `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi`é ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `dffl’˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e, `c´e´cˇiffl `d`é›m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e � `e˙sfi˚t ˜l´affl
˚r`o˘t´a˚tˇi`o“nffl `dffl’`a‹x´e ”vfleˇr˚tˇi`c´a˜l´e Oz `eˇt `dffl’`a‹n`g¨l´e � .

(4) Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `d`é˙j´àffl ”v˘uffl `àffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 103 `qfi˚uffl’˚u‹nffl `e›n`d`o“m`o˘rffl-
¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `d`e R3 ¯p˚r`o“vfle›n`a‹n˚t `dffl’˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˚i¯sfi`o-
”m`éˇtˇr˚i`e. L’`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e � θ ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜b˘i`e›nffl ˜l„`é›n`o“n`c´é `d`e `c´eˇtˇt´e ¯p˚r`o¸p`o-
¯sfi˚i˚tˇi`o“nffl `c´a˚rffl ˚u‹n`e ˚r`o˘t´a˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é˙sfi`eˇr‹vfle ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e ; `c’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ˚i¯sfi`o“m`éˇtˇr˚i`e.

�

Exercice 78 (Projection orthogonale).
On reprend les notations de l’exercice 74. On travaille dans l’espace vecto-

riel C formé des applications continues f : [−�; � ] → R de l’intervalle [−�; � ]
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vers R. On le munit du produit scalaire

〈f; g 〉 :=
Z π

−π
f (t)g(t)dt :

Calculer la projection orthogonale de la fonction f (t) := t2 sur le sous-
espace vectoriel engendré par {1; cos t; sin t}.

Correction. Ǹo˘u¯s `a˜l¨l´o“n¯s `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e ˜l´affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl
`o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`o“n‹n`é´e `àffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 106. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, ˚i˜l ”n`o˘u¯s ˜f´a˚u˚t
`dffl’`a˜bˆo˘r`dffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lF :=

Vect ({1; cos t; sin t}). Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `d`é˙j´àffl ”v˘uffl `àffl ˜l„`e›x´eˇr`cˇi`c´e 74 `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e ˜f´affl-
”m˚i˜l¨l´e `d`e ˚tˇr`o˘i¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `eˇt `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´e˙s ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl
¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

B :=
n √

2π
2π ;

√
π
π cos t;

√
π
π sin t

o
:

L`affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflt2 ¯sfi˚u˚rffl F `e˙sfi˚t `a˜l´o˘r¯s `d`o“n‹n`é´e
¯p`a˚rffl

proj⊥F
�
t2

�
=

*

t2;
√
2�
2�

+ √
2�
2�

+

�
t2;
√

�
�

cos t
� √

�
�

cos t

+

�
t2;
√

�
�

sin t
� √

�
�

sin t

=
1

2�

Z π

−π
t2dt +

1

�

� Z π

−π
t2 cos t dt

�
cos t

+
1

�

� Z π

−π
t2 sin t dt

�
sin t

L`affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e ¯sfi`e `c´a˜l´cˇu˜l´e ˚r`a¯p˚i`d`e›m`e›n˚t

Z π

−π
t2dt =

�
t3

3

� π

−π

= 2
3 � 3 :
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L`e˙s `d`eˇu‹x `d`eˇr‹n˚i`eˇr¯s ¯sfi`e `c´a˜l´cˇu˜l´e›n˚t ¯p`a˚rffl `d`eˇu‹x ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˚tˇi`o“n¯s ¯p`a˚rffl ¯p`a˚r˚tˇi`e, `àffl
`c‚h`a`qfi˚u`e ˜f´o˘i¯s.

Z π

−π
t2|{z}
u(t)

cos t| {z}
v′(t)

dt =

2

4 t2|{z}
u(t)

sin t|{z}
v(t)

3

5
π

−π

−
Z π

−π
2t|{z}
u′(t)

sin t|{z}
v(t)

dt

= −
Z π

−π
2t|{z}
w(t)

sin t|{z}
z′(t)

dt = −

2

64 2t|{z}
w(t)

(− cos t)
| {z }

z(t)

3

75

π

−π

+

Z π

−π
2|{z}

w′(t)

(− cos t)
| {z }

z(t)

dt = −4� ;

`c´a˚rffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e Rπ
−π cos t dt = 0 `e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e, ”vˆo˘i˚rffl `e›x´eˇr`cˇi`c´e 74.

D`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e, `o“nffl `affl
Z π

−π
t2|{z}
u(t)

sin t|{z}
v′(t)

dt =

2

64 t2|{z}
u(t)

(− cos t)
| {z }

v(t)

3

75

π

−π

−
Z π

−π
2t|{z}
u′(t)

(− cos t)
| {z }

v(t)

dt

=

Z π

−π
2t|{z}
w(t)

cos t| {z}
z′(t)

dt =

2

4 2t|{z}
w(t)

sin t|{z}
z(t)

3

5
π

−π

−
Z π

−π
2|{z}

w′(t)

sin t|{z}
z(t)

dt

= 0 ;

`àffl ”n`o˘u‹vfle´a˚uffl ¯p`a˚r`c´e `qfi˚u`e ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e Rπ
−π sin t dt = 0 `e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e,

”vˆo˘i˚rffl `e›x´eˇr`cˇi`c´e 74.
A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflt2 ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-

`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lF `e˙sfi˚t
proj⊥F

�
t2

�
= 1

3 � 2 − 4 cos t :

�

Exercice 79 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt).
On travaille dans l’espace euclidien (R3; 〈 ; 〉) muni de son produit scalaire

canonique. On considère la famille F :=
n

~f 1; ~f 2; ~f 3
o

formée des 3 vecteurs
suivants

~f 1 :=

0

@
1
2
−2

1

A ; ~f 2 :=

0

@
0
−1
2

1

A ; ~f 3 :=

0

@
−1
3
1

1

A :
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Appliquer l’algorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt à ces 3 vec-
teurs pour trouver une base orthonormée de R3.

Correction.

1 : L`affl ”n`o˘r‹m`e `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~f 1 ”vˆa˚u˚t
 ~f 1

 =
√
1 + 4 + 4 =

√
9 = 3 :

O”nffl ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`e ~f 1 ¯p`o˘u˚rffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ~u1

~u1 :=
1

3

0

@
1
2
−2

1

A :

2 : O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e F1 `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u1. L`affl
¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`e~f 2 `d`e˙sfi¯sfi˚u¯s `d`o“n‹n`e

proj⊥F1
(~f 2) =

* 0

@
0
−1
2

1

A ;
1

3

0

@
1
2
−2

1

A
+

1

3

0

@
1
2
−2

1

A = −2

3

0

@
1
2
−2

1

A :

L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~f 2 ”m`o˘i‹n¯s ¯sfi`o“nffl ¯p˚r`o¸j´eˇt´é ¯sfi˚u˚rfflF1 `d`o“n‹n`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
`o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àffl F1 ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t :

~f 2 − proj⊥F1
(~f 2) =

0

@
0
−1
2

1

A +
2

3

0

@
1
2
−2

1

A =
1

3

0

@
2
1
2

1

A :

S̀affl ”n`o˘r‹m`e ”vˆa˚u˚t
 ~f 2 − proj⊥F1

(~f 2)
 =

1

3

√
9 = 1 :

P̀a¯s ˜bfle˙sfi`o˘i‹nffl `d`e ˜l´e ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl ; `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l´e `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e

~u2 =
1

3

0

@
2
1
2

1

A :



344 CHAPITRE 4. ESPACES EUCLIDIENS

3 : O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´e ¯p˜l´a‹nffl F2 `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~u1 `eˇt ~u2.
L`e ¯p˚r`o¸j´eˇt´é `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `d`e~f 3 `d`e˙sfi¯sfi˚u¯s `e˙sfi˚t

proj⊥F2
(~f 3) =

* 0

@
−1
3
1

1

A ;
1

3

0

@
1
2
−2

1

A
+

1

3

0

@
1
2
−2

1

A +

* 0

@
−1
3
1

1

A ;
1

3

0

@
2
1
2

1

A
+

1

3

0

@
2
1
2

1

A

=

0

@
1
1
0

1

A :

L`affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e `e›n˚tˇr`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~f 3 `eˇt ¯sfi`o“nffl ¯p˚r`o¸j´eˇt´é ¯sfi˚u˚rfflF2 `d`o“n‹n`e
˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àffl F2 ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t :

~f 3 − proj⊥F2
(~f 3) =

0

@
−1
3
1

1

A −

0

@
1
1
0

1

A =

0

@
−2
2
1

1

A ;

`d`e ”n`o˘r‹m`e  ~f 3 − proj⊥F2
(~f 3)

 =
√
4 + 4 + 1 = 3 :

O”nffl ˜l´e ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`e ¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜l´e ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e `eˇt `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
`d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e

~u3 :=
1

3

0

@
−2
2
1

1

A :

�

Exercice � 80 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt bis).

Soit F :=
n

~f 1; ~f 2; : : : ; ~f n
o

une base d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉). (On
pourra travailler dans E = Rn muni de son produit scalaire canonique, par
exemple). Soit B := { ~u1; ~u2; : : : ; ~un} la base obtenue après application de l’al-
gorithme d’orthonormalisation de Gram–Schmidt.

Quelle propriété particulière possède la matrice de changement de bases
MatF ,B(id) ?

Correction. S̊iffl `o“nffl `éˇtˇu`d˚i`e ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `dffl’`o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e Gˇrffl-
`a‹mffl–S̀c‚h‹m˚i`d˚t, `o“nffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l´e ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u1 `e˙sfi˚t `o˝b˘t´e›n˚uffl ˚u‹n˚iffl-
`qfi˚u`e›m`e›n˚t `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `d˚uffl ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~f 1, `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi`e´c´o“n`dffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u2
`e˙sfi˚t `o˝b˘t´e›n˚uffl `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `d`e˙s `d`eˇu‹x ¯p˚r`e›m˚i`eˇr¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~f 1; ~f 2, `qfi˚u`e ˜l´e ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e
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”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u3 `e˙sfi˚t `o˝b˘t´e›n˚uffl `àffl ¯p`a˚r˚tˇi˚rffl `d`e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ¯p˚r`e›m˚i`eˇr¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~f 1; ~f 2; ~f 3,
`eˇt´c.

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ˜bˆa¯sfi`e˙sMatF ,B(id) `affl `d`o“n`c ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

MatF ,B(id) =

0

BBBB@

∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ ∗
... . . . . . . ...
0 · · · 0 ∗

1

CCCCA

~f 1
~f 2
...
~f n

~u1 ~u2 · · · ~un

;

`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ˜bˆa¯sfi`e˙sMatF ,B(id) `e˙sfi˚t ˚tˇr˚i`a‹n`gˇuffl-
˜l´a˚i˚r`e ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚r`e.

�

Exercice 81 (Matrice symétrique).
On considère la matrice

M :=

0

@
4 3 3
3 4 3
3 3 4

1

A :

On appelle Φ l’application bilinéaire dont M est la matrice dans la base cano-
nique de R3.

(1) Que vaut Φ
�
(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)

�
?

(2) Montrer, sans calcul et en appliquant le théorème du rang, que 1 est
valeur propre de M .

(3) Quelle est l’autre valeur propre ?

(4) Démontrer, par 2 méthodes différentes, que la matrice M est diagona-
lisable.

(5) Décrire les deux sous-espaces propres E1 et E10.

(6) Trouver une base orthonormée de E1.

(7) Montrer que tout vecteur propre X ∈ E1 de valeur propre 1 est ortho-
gonal à tout vecteur propre Y ∈ E10 de valeur propre 10.

(8) En conclure qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres de
M . Donner en une.

(9) Donner l’expression de la forme bilinéaire Φ dans cette nouvelle base.
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Correction.

(1) L`affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ ”vˆa˚u˚t

Φ
�
(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)

�
= (x1; x2; x3)

0

@
4 3 3
3 4 3
3 3 4

1

A

0

@
y1
y2
y3

1

A

= 4x1y1 + 4x2y2 + 4x3y3 + 3x1y2 + 3x2y1 + 3x1y3 + 3x3y1 + 3x2y3 + 3x3y2 :

(2) O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

M − I =

0

@
3 3 3
3 3 3
3 3 3

1

A

`qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g1. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g, `o“nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e

dimE1 = dimKer(f M − id) = dimR3 − rg (M − I ) = 3− 1 = 2 :

D`o“n`c 1 `e˙sfi˚t ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eM .
(3) Q˚u˚i˚tˇt´e `àffl ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `d`a‹n¯s ˜l´e˙s ”n`o“m˜b˘r`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s,

`o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e
`d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M . L`affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `affl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e1 `e˙sfi˚t
”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´é2. C`o“m‹m`e ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e `d`e M ”vˆa˚u˚t 12,
`o“nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l„`a˚u˚tˇr`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `e˙sfi˚t12− 2× 1 = 10 .

(4) O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`é˙j´àffl ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eM `e˙sfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e,
`e¨l¨l´e `e˙sfi˚t `d`o“n`c `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e ¯p`a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 109.

O”nffl ¯p`eˇu˚t ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `c´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `àffl ˜l„`a˚i`d`e `d`e˙s `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“n¯s ¯p˚r`é´c´é-
`d`e›n˚t´e˙s. E”nffl `e¨f¨f´eˇt, ”n`o˘u¯s ¯sfi`a‹vˆo“n¯s `qfi˚u`edimE1 = 2 `eˇt `qfi˚u`e 10 `e˙sfi˚t ”vˆa˜l´eˇu˚rffl
¯p˚r`o¸p˚r`e, `c´e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`edimE10 = 1 `eˇt `qfi˚u`e R3 = E1 ⊕ E10. I˜l
`e›xˇi¯sfi˚t´e `d`o“n`c ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eM `eˇt
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(5) L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `affl `d`eˇu‹x ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s.
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� � = 1 : O”nffl `d`é´cˇr˚i˚t ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE1 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆaffl-
˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e1, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl

X =

0

@
x
y
z

1

A

`d`e R3 ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t (M − I )X = 0, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
8
<

:

3x + 3y + 3z = 0
3x + 3y + 3z = 0
3x + 3y + 3z = 0

⇐⇒ x + y + z = 0 :

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE1 `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜l´e ¯p˜l´a‹nffl `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl

E1 =

8
<

:

0

@
x
y
z

1

A ∈ R3 | x + y + z = 0

9
=

;
:

� � = 10 : O”nffl `d`é´cˇr˚i˚t ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE10 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl
”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e10, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s

X =

0

@
x
y
z

1

A

`d`e R3 ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t (M − 10I )X = 0, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
8
<

:

−6x + 3y + 3z = 0
3x − 6y + 3z = 0
3x + 3y − 6z = 0

⇐⇒ x = y = z :

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE10 `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e `dffl’`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s

E10 =

8
<

:
X =

0

@
x
y
z

1

A ∈ R3 | x = y = z

9
=

;
:

(6) O”nffl ”vˆo˘i˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e (1; 1;−2) `eˇt (1;−1; 0) ¯sfi`o“n˚t `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e E1 `eˇt `qfi˚uffl’˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x

〈(1; 1;−2); (1;−1; 0)〉 = 1− 1 = 0 :
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I˜l˙s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c ˜lˇi˜b˘r`e˙s, ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 100. I˜l ”n`e ˚r`e˙sfi˚t´e ¯p˜lˇu¯s
`qfi˚uffl’`àffl ˜l´e˙s ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl ¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e ¯sfi˚u˚iffl-
”vˆa‹n˚t´e :

n √
6
6 (1; 1;−2);

√
2
2 (1;−1; 0)

o
:

(7) P̀a˚rffl ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `d˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e, ˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `c´eˇtˇt´e
¯p˚r`o¸p˚r˚i`éˇt´é ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `dffl’˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eE1 `eˇt `dffl’˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e
E10. E”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`a‹n˚t ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s(1; 1;−2); (1;−1; 0) `d`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e
E1 `eˇt ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (1; 1; 1) ¯p`o˘u˚rffl ˜bˆa¯sfi`e `d`e E10, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

〈(1; 1;−2); (1; 1; 1)〉 = 1 + 1− 2 = 0 `eˇt 〈(1;−1; 0); (1; 1; 1)〉 = 1 + 1− 2 = 0 :

D`o“n`c ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e E1 `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àffl ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`eE10 ;
`d˚i˚t `a˚u˚tˇr`e›m`e›n˚t, E1 `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àfflE10

E1 ⊥ E10 :

(8) C`eˇtˇt´e ¯p˚r`o¸p˚r˚i`éˇt´é `d`é´c´o˘u˜l´e `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 109 `d`e `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e˙s
”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e˙s. O”nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´e `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl `d˚i˚r`e´cˇt´e›m`e›n˚t ˚i`cˇiffl,
`gˇr`â`c´e `a˚u‹x `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“n¯s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e˙s. Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `d`é˙j´àffl ˚tˇr`o˘u‹vflé ˚u‹n`e
˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `d`e E1 `eˇt `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e E1 `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àfflE10.
I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`o“n`c `d`e `d`o“n‹n`eˇrffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `d`e E10 ¯p`o˘u˚rffl
¯p`o˘u‹vˆo˘i˚rffl `c´o“n`c¨lˇu˚r`e. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, `o“nffl ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (1; 1; 1)
¯p`o˘u˚rffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl

√
3
3 (1; 1; 1) :

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `c´e¨l´affl ˜f´o˘u˚r‹n˚i˚t ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eM

B :=
n √

6
6 (1; 1;−2);

√
2
2 (1;−1; 0);

√
3
3 (1; 1; 1)

o
:

(9) S̀o˘i˚t P ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e `c´eˇtˇt´e ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e ˜bˆa¯sfi`e `d`a‹n¯s ˜l´affl
˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e. C`eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e `éˇt´a‹n˚t `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P

`e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`eP−1 = tP . L`affl `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl
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”m`a˚tˇr˚i`c´e M `d`é›m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e

tP MP =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 10

1

A :

P̀a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e˙s ˜f´o˘r‹m`e˙s ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s
(¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 93), ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`eΦ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B `e˙sfi˚t

MatB(Φ) =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 10

1

A :

S̊iffl `o“nffl ”n`o˘t´e ¯p`a˚rffl {~u1; ~u2; ~u3} ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB, `a˜l´o˘r¯s
˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯s’`e›x˙p˚r˚i‹m`e `d`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e
Φ(�~u 1 + �~u 2 + ~u 3; �~u 1 + �~u 2 + ~u 3) = � 2 + � 2 + 10  2 :

�

Exercice 82 (Changement de base).
On considère l’application bilinéaire Φ : R3×R3 → R dont la matrice dans

la base canonique C de R3 est

MatC(Φ) :=

0

@
1 −1 2
−1 0 1
2 1 1

1

A :

(1) Calculer Φ((1; 1; 5); (−1; 2; 1)).
(2) Calculer la signature de Φ de deux manières différentes.
(3) Vérifier que la famille F := {(1; 1; 1); (−1; 1; 1); (0;−1; 1)} est une base

de R3.
(4) Calculer la matrice MatF (Φ) de Φ dans la base F .
(5) Calculer la signature de Φ d’une autre manière.

Correction.

(1) L`affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e
Φ(X; Y ) = tX MatC(Φ)Y :

A”vfle´c ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l„`é›n`o“n`c´é, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

Φ
�
(1; 1; 5); (−1; 2; 1)

�
= (1; 1; 5)

0

@
1 −1 2
−1 0 1
2 1 1

1

A

0

@
−1
2
1

1

A = 6 :
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(2) O”nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“m‹m`e›n`c´eˇrffl ¯p`a˚rffl `e›nffl ˚r`e›vfle›n˚i˚rffl `àffl ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl : ˜l´affl ¯sfi˚iffl-
`g›n`a˚tˇu˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `c´o“m¯p˚t´e ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s
¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle˙s `eˇt ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s
¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ”n`é´g´a˚tˇi‹vfle˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

M = MatC(Φ) =

0

@
1 −1 2
−1 0 1
2 1 1

1

A :

O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e `d`o“n`c ¯sfi`o“nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e

� M (X ) =

������

1− X −1 2
−1 −X 1
2 1 1− X

������
=

������

1− X −1 0
−1 −X 1− 2X

3− X 0 3− X

������

`e›nffl `a¯j´o˘u˚t´a‹n˚t `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `eˇt `e›nffl
`a¯j´o˘u˚t´a‹n˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˜lˇi`g›n`e `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e. E”nffl `d`é›vfle¨l´o¸pffl-
¯p`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ˜lˇi`g›n`e, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

� M (X ) = (3− X )

� ����
−1 0
−X 1− 2X

���� +
����
1− X −1
−1 −X

����

�

= (3− X )(X 2 + X − 2)

= −(X − 3)(X − 1)(X + 2):

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `a`d‹m`eˇt `d`o“n`c 2 ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`o¸sfi˚iffl-
˚tˇi‹vfle˙s (1 `eˇt 3) `eˇt ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ”n`é´g´a˚tˇi‹vfle (−2).
L`affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `e˙sfi˚t `d`o“n`c

sgnΦ = (2; 1) :

O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 115 `d`e S”y¨l›vfle˙sfi˚t´eˇrffl. L`e
`c´a˜l´cˇu˜l `d`e˙s ”m˚i‹n`eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i‹n`cˇi¯p`a˚u‹x `d`o“m˚i‹n`a‹n˚t˙s `d`o“n‹n`e ˚i`cˇiffl

� 1(M ) = 1; � 2(M ) = −1; � 3(M ) = −6 :

I˜l ”y `affl `d`o“n`c 1 `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯sfi˚i`g›n`e `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e 1; 1;−1;−6 `eˇt
`o“nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle ˜b˘i`e›nffl ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e

sgnΦ = (2; 1) :
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(3) O”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P := MatC,F (id) ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F :

0

@
1 −1 0
1 1 −1
1 1 1

1

A ∼

0

@
1 0 0
1 1 0
1 1 1

1

A :

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g3, `o“nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e
˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e F `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eR3.

(4) L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e F `e˙sfi˚t
`d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚iffl-
˚tˇi`o“nffl 93 :
MatF (Φ) = tPMatC(Φ)P

=

0

@
1 1 1
−1 1 1
0 −1 1

1

A

0

@
1 −1 2
−1 0 1
2 1 1

1

A

0

@
1 −1 0
1 1 −1
1 1 1

1

A

=

0

@
6 2 4
2 2 −2
4 −2 −1

1

A

(5) L`affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 112 ”n`o˘u¯s `d˚i˚t `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ¯p`eˇu˚t `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e
`d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `gˇr`â`c´e `àffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ”vfleˇu˚t. I`cˇiffl, ”n`o˘u¯s `a˜l¨l´o“n¯s ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e

N := MatF (Φ) =

0

@
6 2 4
2 2 −2
4 −2 −1

1

A ;

`d`o“n˚t ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi`e ”vˆa˚u˚t

� N (X ) =

������

6− X 2 4
2 2− X −2
4 −2 −1− X

������
=

������

6− X 2 0
2 2− X 2X − 6
4 −2 3− X

������

= (X − 3)

������

6− X 2 0
2 2− X 2
4 −2 −1

������
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`e›nffl ¯sfi`o˘u¯sfi˚tˇr`a‹y´a‹n˚t `d`eˇu‹x ˜f´o˘i¯s ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `c´o˝l´o“n‹n`e `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e,
¯p˚u˚i¯s `e›nffl ˜f´a`cˇt´o˘r˚i¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e ¯p`a˚rffl (X −3). O”nffl `a¯j´o˘u˚t´e
2 ˜f´o˘i¯s ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ˜lˇi`g›n`e `àffl ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `eˇt `o“nffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`e ¯p`a˚rffl
˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e ¯p`o˘u˚rffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl

� N (X ) = (X − 3)

������

6− X 2 0
10 −2− X 0
4 −2 −1

������

= (X − 3)
�
(6− X )(X + 2) + 20

�
= (X − 3)(−X 2 + 4X + 32)

= −(X − 3)(X + 4)(X − 8) :

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e N `a`d‹m`eˇt `d`o“n`c 2 ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`o¸sfi˚iffl-
˚tˇi‹vfle˙s (3 `eˇt 8) `eˇt ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ”n`é´g´a˚tˇi‹vfle (−4).
O”nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle ˜b˘i`e›nffl ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ, `àffl ¯sfi`affl-
”vˆo˘i˚rffl

sgnΦ = (2; 1) :

E”n`c´o˘r`e ˚u‹n`e ˜f´o˘i¯s, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 115 `d`e
S”y¨l›vfle˙sfi˚t´eˇrffl ¯p`o˘u˚rffl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ,
”m`a˚i¯s `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e N `c´eˇtˇt´e ˜f´o˘i¯s. L`e˙s ”m˚i‹n`eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i‹n`cˇiffl-
¯p`a˚u‹x `e›xˇtˇr`a˚i˚t˙s ¯sfi`o“n˚t ˚i`cˇiffl

� 1(N ) = 6; � 2(N ) = 8; � 3(N ) = −96 :

I˜l ”y `affl `d`o“n`c 1 `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ¯sfi˚i`g›n`e `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e 1; 1; 1;−6 `eˇt
`o“nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle ˜b˘i`e›nffl ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e

sgnΦ = (2; 1) :

�

Exercice 83 (Changement de base).
On considère l’application q : R3 → R définie par

q(x; y; z) := x2 + 6y2 + 56z2 − 4xy + 14xz − 36yz :

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme quadratique.
(2) Donner la forme polaire de q.
(3) Décrire la matrice MatC(q) de q dans la base canonique C := {~e1; ~e2; ~e3}

de R3.
(4) Donner la signature de q.
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(5) Décrire la matrice MatB(q) de q dans la base

B := {~e1; 2~e1 + ~e2;−3~e1 + 2~e2 + ~e3} :

(6) Retrouver la signature de q.
(7) Existe-il des vecteurs X ∈ R3 non nuls tels que q(X ) = 0 ?

Correction.

(1) L`affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ’ : R3 × R3 → R3 `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl
’

�
(x; y; z); (x ′; y′; z′)

�
:=

xx ′ + 6yy′ + 56zz′ − 2xy ′ − 2yx′ + 7xz ′ + 7zx′ − 18yz′ − 18y′z

˚r`é´a˜lˇi¯sfi`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl q `d`a‹n¯s ˜l´e ¯sfi`e›n¯s `o˘ùffl
q(x; y; z) = ’

�
(x; y; z); (x; y; z)

�
:

D`o“n`c ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl q `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e.
(2) L`affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`o“n‹n`é´e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `eˇt `qfi˚u˚iffl

˚r`é´a˜lˇi¯sfi`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e `affl ˜l´e ˜bˆo“nffl `g´o˘u˚t `dffl’`êˇtˇr`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e
’

�
(x; y; z); (x ′; y′; z′)

�
= ’

�
(x ′; y′; z′); (x; y; z)

�
:

C’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`eq.
(3) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatC(q) `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q

`d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e’

`d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e :

MatC(q) = MatC(’ ) =

0

@
1 −2 7
−2 6 −18
7 −18 56

1

A :

(4) O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e˙s ”m˚i‹n`eˇu˚r¯s `e›xˇtˇr`a˚i˚t˙s `d`o“m˚i‹n`a‹n˚t˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ¯p˚r`é-
`c´é´d`e›n˚t´e

� 1 = |1| = 1 > 0; � 2 =
����
1 −2
−2 6

���� = 2 > 0; � 3 =

������

1 −2 7
−2 6 −18
7 −18 56

������
= −2 < 0 :

A˚i‹n¯sfi˚iffl, ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t˙s `d`e ¯sfi˚i`g›n`e˙s `d`a‹n¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e1; 1; 2;−2

`e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl1. P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 115 `d`e S”y¨l›vfle˙sfi˚t´eˇrffl, ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e
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`d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q `e˙sfi˚t
sgn q = (2; 1) :

(5) O”nffl ”vˆaffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `d`e `c‚h`a‹n`g´e›m`e›n˚t `d`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e˙s ”m`affl-
˚tˇr˚i`c´e˙s ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m`e˙s `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e˙s (¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl 118).
L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e C `e˙sfi˚t

P := MatC,B(id) =

0

@
1 2 −3
0 1 2
0 0 1

1

A :

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`eq `e˙sfi˚t
MatB(q) = tP MatC(q)P

=

0

@
1 0 0
2 1 0
−3 2 1

1

A

0

@
1 −2 7
−2 6 −18
7 −18 56

1

A

0

@
1 2 −3
0 1 2
0 0 1

1

A

=

0

@
1 0 0
0 2 0
0 0 −1

1

A

(6) C`o“m‹m`e ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l `d`e ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e `e˙sfi˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`d`a‹n¯s ˜l´a`qfi˚u`e¨l¨l´e `o“nffl `é´cˇr˚i˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´affl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˚i`cˇiffl `a‹vfle´c
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e. C`eˇtˇt´e `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `affl `d`eˇu‹x
”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle˙s1 `eˇt 2 `eˇt ˚u‹n`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl
¯p˚r`o¸p˚r`e ¯sfi˚tˇr˚i`cˇt´e›m`e›n˚t ”n`é´g´a˚tˇi‹vfle−1. O”nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle ˜b˘i`e›nffl ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e
`d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q

sgn q = (2; 1) :

(7) S̊iffl `o“nffl `d`e›n`o˘t´e ¯p`a˚rffl
~u1 := ~e1; ~u2 := 2~e1 + ~e2; ~u3 := −3~e1 + 2~e2 + ~e3

˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e `d`e›v˘i`e›n˚t
`d`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e

q(�~u 1 + �~u 2 + ~u 3) =
�
� � 

�
0

@
1 0 0
0 2 0
0 0 −1

1

A

0

@
�
�


1

A = � 2 + 2� 2 −  2 :



6. CORRECTIONS DES EXERCICES 355

Gˇr`â`c´e `àffl `c´eˇtˇt´e ˜f´o˘r‹m`e ¯p`a˚r˚tˇi`cˇu˜lˇi`èˇr`e›m`e›n˚t ¯sfi˚i‹m¯p˜l´e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e

q(~u1 + ~u3) = q(−2; 2; 1) = 0 :���D’`o˘ùffl ˜l„˚i‹n˚t´éˇr`êˇt `d`e `c‚h`a‹n`g´eˇrffl `d`e ˜bˆa¯sfi`e ¯p`o˘u˚rffl ˚r`é´d˚u˚i˚r`e ˜l´e˙s ˜f´o˘rffl-
”m˚u˜l´e˙s `d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m`e˙s `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e˙s. E˙sfi¯sfi`a‹y´eˇz `d`e ˚r`é˙sfi`o˘u`d˚r`e
`c´eˇtˇt´e ”m`ê›m`e `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl `a‹vfle´c ˜l´affl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl `d`eq ...

�

Exercice 84 (Réduction).
On considère la forme quadratique suivante de R3

q(x; y; z) := x2 + y2 + 3z2 + 4xy + 2xz + 2yz :

(1) Réduire la forme quadratique q en utilisant la diagonalisation des ma-
trices.

(2) Réduire la forme quadratique q en utilisant la méthode de Gauss.

(3) Trouver la base dans laquelle q a la forme donnée par cette méthode.

Correction.

(1) L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e C `d`e R3 `e˙sfi˚t

M = MatC(q) =

0

@
1 2 1
2 1 1
1 1 3 :

1

A

S̀o“nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e ”vˆa˚u˚t, `e›nffl ¯sfi`o˘u¯sfi˚tˇr`a‹y´a‹n˚t ˜l´affl ¯p˚r`e-
”m˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e `àffl ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e,

� M (X ) =

������

1− X 2 1
2 1− X 1
1 1 3− X

������
=

������

1− X X + 1 1
2 −1− X 1
1 0 3− X

������

= (X + 1)

������

1− X 1 1
2 −1 1
1 0 3− X

������
= (X + 1)

������

1− X 1 1
3− X 0 2

1 0 3− X

������
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`eˇt `e›nffl `a`d`d˚i˚tˇi`o“n‹n`a‹n˚t ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ˜lˇi`g›n`e `àffl ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e. E”nffl `d`é›vfle-
˜l´o¸p¯p`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `c´o˝l´o“n‹n`e, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

� M (X ) = −(X + 1)

����
3− X 2

1 3− X

���� = −(X + 1)
�
(3− X )2 − 2

�

= −(X + 1)
�
X 2 − 6X + 7

�
:

L`e `d˚i¯sfi`cˇr˚i‹m˚i‹n`a‹n˚t `d˚uffl `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e `d`e´gˇr`é 2 `e˙sfi˚t∆ = 8 `eˇt
¯sfi`e˙s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s ¯sfi`o“n˚t3+

√
2 `eˇt 3−

√
2. L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e

`e˙sfi˚t `d`o“n`c
� M (X ) = −(X + 1)

�
X − 3−

√
2
� �

X − 3 +
√
2
�

:

� � = −1 : L`affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e ˛h`a˜b˘i˚tˇu`e¨l¨l´e ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´e ”vfle´c-
˚t´eˇu˚rffl 0

@
1
−1
0

1

A

`e˙sfi˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e−1.
� � = 3 +

√
2 : L`affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e ˛h`a˜b˘i˚tˇu`e¨l¨l´e ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´e

”vfle´cˇt´eˇu˚rffl 0

@
1
1√
2

1

A

`e˙sfi˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e3 +
√
2.

� � = 3−
√
2 : L`affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e ˛h`a˜b˘i˚tˇu`e¨l¨l´e ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l´e

”vfle´cˇt´eˇu˚rffl 0

@
1
1

−
√
2

1

A

`e˙sfi˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e3−
√
2.

C`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯sfi`o“n˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x `c´a˚rffl ˚i˜l˙s `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n‹n`e›n˚t `àffl `d`e˙s
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇt˙s (`eˇt `qfi˚u`e `c´e˙s `d`eˇr‹n˚i`eˇr¯s ¯sfi`o“n˚t `o˘rffl-
˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x). I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ˜l´e˙s ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`eˇrffl ¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
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`o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

B :=

8
<

:
~u1 :=

√
2

2

0

@
1
−1
0

1

A ; ~u2 :=
1

2

0

@
1
1√
2

1

A ; ~u3 :=
1

2

0

@
1
1

−
√
2

1

A

9
=

;
:

C`o“m‹m`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e, ¯sfi`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`a‹n¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e

P = MatC,B(id) =

0

BB@

√
2
2

1
2

1
2

−
√
2
2

1
2

1
2

0
√
2
2 −

√
2
2

1

CCA :

`e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`eP−1 = tP . C`e´cˇiffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`affl-
˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B `e˙sfi˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
`d˚i`a`g´o“n`a˜l´e

MatB(q) =

0

@
−1 0 0

0 3 +
√
2 0

0 0 3−
√
2

1

A :

L`affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q ¯s’`é´cˇr˚i˚t `d`o“n`c `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e
`d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B

q(�~u 1 + �~u 2 + ~u 3) = −� 2 + (3 +
√
2)� 2 + (3−

√
2) 2 :

E”n˜fˇi‹nffl, ˜l´e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s(�; �;  ) `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (x; y; z) `é´cˇr˚i˚t `d`a‹n¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o“n˚t `o˝b˘t´e›n˚u`e˙s ¯p`a˚rffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚rffl ˜l„˚i‹nffl-
”vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e P , `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ¯p`a˚rffltP ˚i`cˇiffl :
0

@
�
�


1

A =

0

BB@

√
2
2 −

√
2
2 0

1
2

1
2

√
2
2

1
2

1
2 −

√
2
2

1

CCA

0

@
x
y
z

1

A =

0

B@

√
2
2 (x − y)

1
2

�
x + y +

√
2z

�

1
2

�
x + y −

√
2z

�

1

CA :

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle ˜l´affl ˚r`é´d˚u`cˇtˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
`qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q :

q(x; y; z) =

− 1

2
(x − y)2 +

3 +
√
2

4

�
x + y +

√
2z

� 2
+

3−
√
2

4

�
x + y −

√
2z

� 2
:
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(2) L`affl ˚r`é´d˚u`cˇtˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q ¯p`a˚rffl ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `d`e
G´a˚u¯sfi¯s `d`o“n‹n`e
q(x; y; z) = x2 + y2 + 3z2 + 4xy + 2xz + 2yz

= x2 + 4xy + 2xz| {z }
=(x+2y+z)2−(2y+z)2

+y2 + 3z2 + 2yz

= (x + 2y + z)2 − (4y2 + 4yz + z2) + y2 + 3z2 + 2yz
= (x + 2y + z)2 − 3y2 + 2z2 − 2yz = (x + 2y + z)2

−3
�

y2 + 2
3yz

| {z }
=

�
y+

1
3z

� 2 − 1
9z2

�
+ 2z2

= (x + 2y + z)2 − 3
�
y + 1

3z
� 2

+ 7
3z2 :

(3) T˚r`a‹vˆa˚i˜l¨l´o“n¯s ¯p`a˚rffl `a‹n`a˜l›y˙sfi`e-¯sfi‹y›n˚t‚h`è˙sfi`e : ¯sfi˚u¯p¯p`o¸sfi`o“n¯s `c´o“n‹n˚u¯s ˜l´e˙s ”vfle´c-
˚t´eˇu˚r¯s F := {~u1; ~u2; ~u3} `d`e ˜bˆa¯sfi`e `d`a‹n¯s ˜l´a`qfi˚u`e¨l¨l´e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e
¯s’`é´cˇr˚i˚t

q(x; y; z) = q(�~u 1 + �~u 2 + ~u 3) = � 2 − 3� 2 + 7
3  2 ;

`o˘ùffl 8
<

:

� = x + 2y + z
� = y + 1

3z
 = z :

M`a˚tˇr˚i`cˇi`e¨l¨l´e›m`e›n˚t, `c´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯s’`é´cˇr˚i˚t
0

@
�
�


1

A =

0

@
1 2 1
0 1 1

3
0 0 1

1

A

| {z }
MatF ;C(id)

0

@
x
y
z

1

A :

E”nffl ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatF ,C(id) `qfi˚u˚iffl `a¯p¯p`a˚r`a˚i˚t ˚i`cˇiffl, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

MatF ,C(id)
−1 = MatC,F (id) =

0

B@
1 −2 −1

3

0 1 −1
3

0 0 1

1

CA

`d`o“n˚t ˜l´e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ¯sfi`o“n˚t ¯p˚r`é´cˇi¯sfi`é›m`e›n˚t ˜l´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s{~u1; ~u2; ~u3}
`d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e F .
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O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q ¯sfi`e ˚r`é´d˚u˚i˚t ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl
˜f´o˘r‹m`e `d`e G´a˚u¯sfi¯s

q(x; y; z) = (x + 2y + z)2 − 3
�
y + 1

3z
� 2

+ 7
3z2

`d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
8
<

:

0

@
1
0
0

1

A ;

0

@
−2
1
0

1

A ;
1

3

0

@
−1
−1
3

1

A

9
=

;
:

�

Exercice 85 (Méthode de Gauss).
Dans R4, on considère la forme quadratique

q(x; y; z; t) := x2 + 9y2 + 4z2 + 6xy + 4xz + 16yz + 4yt + 8zt :

(1) Donner la forme polaire de q.
(2) Donner la matrice de q dans la base canonique de R4.
(3) Appliquer la méthode de Gauss à q.
(4) Quelle est la signature de q?
(5) Peut-on retrouver ce résultat en utilisant le théorème de Sylvester ?

Correction.

(1) C`o“n¯sfi˚i`d`éˇr`o“n¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ’ : R4 × R3 → R3 `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl
’

�
(x; y; z; t); (x ′; y′; z′; t ′)

�
:= xx ′ + 9yy′ + 4zz′ + 3xy ′ + 3x ′y + 2xz ′ + 2x ′z

+8yz′ + 8y′z + 2yt ′ + 2y′t + 4zt′ + 4z′t :

C`o“m‹m`e `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `eˇt `qfi˚uffl’`e¨l¨l´e ˚r`é´a˜lˇi¯sfi`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`affl-
˚tˇi`qfi˚u`e

q(x; y; z; t) = ’
�
(x; y; z; t); (x; y; z; t)

�
;

`o“nffl ¯p`eˇu˚t `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e ’ `e˙sfi˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`affl-
`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q.

(2) P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q `e˙sfi˚t ˜l´affl
”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯sfi`affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚i`cˇiffl

MatC(q) = MatC(’ ) =

0

BB@

1 3 2 0
3 9 8 2
2 8 4 4
0 2 4 0

1

CCA :
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(3) L`affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `d`e G´a˚u¯sfi¯s `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q `d`o“n‹n`e

q(x; y; z; t) = x2 + 9y2 + 4z2 + 6xy + 4xz + 16yz + 4yt + 8zt

= x2 + 6xy + 4xz| {z }
=(x+3y+2z)2−(3y+2z)2

+9y2 + 4z2 + 16yz + 4yt + 8zt

= (x + 3y + 2z)2 − (9y2 + 12yz + 4z2) + 9y2 + 4z2 + 16yz
+4yt + 8zt

= (x + 3y + 2z)2 + 4yz + 4yt + 8zt
= (x + 3y + 2z)2 + 4( yz + yt + 2zt| {z }

=(y+2t)(z+t)−2t2

)

= (x + 3y + 2z)2 + (y + z + 3t)2 − (y − z + t)2 − 8t2 :

(4) L`affl ˜f´o˘r‹m`e ˚tˇr`o˘u‹vflé´e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e `d`éˇt´eˇrffl-
”m˚i‹n`eˇrffl ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q. E˜l¨l´e `c´o“m¯p˚t´e ˜l´e
”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˚t´eˇr‹m`e˙s `àffl `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi˜f˙s `eˇt ”n`é´g´a˚tˇi˜f˙s :

sgn q = (2; 2) :

(5) S̊iffl `o“nffl ”vfleˇu˚t ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e 115 `d`e S”y¨l›vfle˙sfi˚t´eˇrffl, ˚i˜l ”n`o˘u¯s ˜f´a˚u˚t
`dffl’`a˜bˆo˘r`dffl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´e˙s ”m˚i‹n`eˇu˚r¯s `d`o“m˚i‹n`a‹n˚t˙s `e›xˇtˇr`a˚i˚t˙s. M`a˚i¯s `c´o“m‹m`e
˜l´e `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e

� 2 =
����
1 3
3 9

���� = 0 ;

”n`o˘u¯s ”n`e ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s ¯p`a¯s `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e S”y¨l›vfle˙sfi˚t´eˇrffl.

�

Exercice � 86 (Formes linéaires indépendantes).
Dans R3, on considère la forme quadratique

q(x; y; z) := (x − y)2 + (y − z)2 − (z− x)2 :

(1) Cette forme est-elle celle obtenue par la méthode de Gauss ?

(2) Dans le cas contraire, réduire la forme quadratique q avec la méthode
de Gauss.
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Correction.

(1) L`e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ˜f´o˘r‹m`e˙s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙sl1; l2; l3 : R3 → R `qfi˚u˚iffl `a¯p¯p`a˚r`a˚i¯sfi¯sfi`e›n˚t ˚i`cˇiffl
l1(x; y; z) = x − y; l2(x; y; z) = y − z; l3(x; y; z) = z− x;

”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e›m`e›n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t´e˙s. E”nffl `e¨f¨f´eˇt, `e¨l¨l´e˙s ¯sfi`a˚tˇi¯sfi˜f´o“n˚t
˜l´affl `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ”n`o“nffl-˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

l1 + l2 + l3 = 0 :

C`eˇtˇt´e ˜f´o˘r‹m`e ”n`e ¯sfi`a˚u˚r`a˚i˚t `êˇtˇr`e `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e G´a˚u¯sfi¯s `qfi˚u˚iffl
˚r`é´d˚u˚i˚t ˜l´e˙s ˜f´o˘r‹m`e˙s `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e˙s `c´a˚rffl `c´e¨l¨l´e-`cˇiffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `d`e˙s ˜f´o˘r‹m`e˙s
˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s ˜lˇi˜b˘r`e˙s.

(2) O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`eˇrffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`eq :
q(x; y; z) = 2y2 − 2xy + 2xz − 2yz :

M`a˚i‹n˚t´e›n`a‹n˚t, ”n`o˘u¯s ¯p`o˘u‹vˆo“n¯s `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `d`e G´a˚u¯sfi¯s `qfi˚u˚iffl
`c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `àffl ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s `c´o“m‹m`e›n`c´eˇrffl ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ˚t´eˇr‹m`e˙s `c´a˚r˚r`é´e˙s

q(x; y; z) = 2y2 − 2xy − 2yz + 2xz = 2
�

y2 − xy − yz| {z }
=(y− 1

2
x− 1

2
z)2− 1

4
(x+z)2

�
+ 2xz

= 2(y − 1
2x − 1

2z)2 − 1
2(x

2 + 2xz + z2) + 2xz
= 2(y − 1

2x − 1
2z)2 − 1

2x2 + xz − 1
2z2

= 2(y − 1
2x − 1

2z)2 − 1
2(x − z)2 :

�





APPENDICE A

Démonstrations

Cet appendice contient les démonstrations plus avancées mais encore abor-
dables des différentes propositions et des différents théorèmes de ce livre. Elles
ont été placées ici pour que le contenu de ce cours puisse être lu comme un
guide d’introduction et d’utilisation des nouvelles notions. Néanmoins, dans un
cursus universitaire à composante mathématique ou par désir de comprendre
l’essence même des différents résultats, vous pouvez être amené-es à chercher
à comprendre leurs démonstrations. Comme cet appendice est pensé pour être
lu lors d’une seconde étape de lecture, il est rédigé dans un style plus concis.

1. Chapitre 2

Théorème 27. Un sous-ensemble U ⊂ V d’un espace vectoriel (V;+; :)
est un sous-espace vectoriel si et seulement si les trois conditions suivantes sont
vérifiées

~0 ∈ U ;

∀~u;~v∈ U; ~u+ ~v ∈ U ;

∀� ∈ R; ∀~u ∈ U; �:~u ∈ U :

Ces deux dernières conditions sont équivalentes à

∀�; � ∈ R; ∀~u;~v∈ U; �:~u + �:~v ∈ U :

Démonstration. Commençons avec la première équivalence.
(⇒) : Si les lois + et : de V munissent U d’une structure d’espace vectoriel,

cela signifie qu’elles se restreignent à U. Comme un espace vectoriel n’est
pas vide, on considère un vecteur ~u ∈ U ; il vérifie alors ~u−~u = ~0 ∈ U .

(⇐) : Si ces trois conditions sont vérifiées, alors les lois + et : de V se
restreignent à U. Comme elles vérifient tous les axiomes d’un espace
vectoriel dans V , elles les vérifient a fortiori dans U.

La seconde équivalence est tout aussi automatique.
(⇒) : On a déjà �:~u ∈ U et �:~v ∈ U ; on en conclut ensuite �:~u + �:~v ∈ U .
(⇐) : La première condition ~u+~v ∈ U s’obtient en considérant � = � = 1 .

La seconde condition �:~u ∈ U s’obtient en considérant � = 0 .
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�

Théorème 29. Pour toute paire U;V de sous-espaces vectoriels d’un es-
pace vectoriel (W;+; :), les propriétés suivantes sont vérifiés.

� L’ensemble U+V est un sous-espace vectoriel de (W;+; :).
� U ∪V ⊂ U+V.
� Tout sous-espace vectoriel Z de W contenant l’union U ∪ V contient

aussi U+V

U ∪V ⊂ U+V ⊂ Z :

Démonstration.
� On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels donnée au théo-

rème 27. On voit déjà que ~0 + ~0 = ~0 ∈ U + V . Il est stable pour la
somme des vecteurs : (~u1+~v1)+(~u2+~v2) = (~u1+~u2)+(~v1+~v2) ∈ U+V,
pour ~u1; ~u2 ∈ U et ~v1;~v2 ∈ V. Il est aussi stable pour la multiplication
par des scalaires : �: (~u+ ~v) = �:~u + �:~v ∈ U + V, pour � ∈ R , ~u ∈ U
et ~v ∈ V.
� Comme ~u = ~u+ ~0, il appartient à U + V. Donc U ⊂ U + V et, de la

même manière, V ⊂ U+V. On en conclut que U ∪V ⊂ U+V.
� Soient ~u ∈ U et ~v ∈ V. Comme Z continent l’union U ∪ V, il contient

~u et ~v, et comme il s’agit d’un sous-espace vectoriel, il est stable pour
la somme des vecteurs, donc ~u+ ~v ∈ Z .

�

Théorème 30. Pour tout sous-ensemble A d’un espace vectoriel V =
(V;+; :), les propriétés suivantes sont vérifiées.

� L’ensemble Vect(A) est un sous-espace vectoriel de V .
� A ⊂ Vect(A).
� Tout sous-espace vectoriel Z de V contenant A contient aussi Vect(A)

A ⊂ Vect(A) ⊂ Z :

Démonstration.
� On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels donnée au théo-

rème 27. On voit déjà que ~0 = 0~a1 ∈ Vect(A), pour ~a1 ∈ A. (Lorsque
A est vide, on rappelle la convention Vect(∅) := {~0}.)
Soient deux combinaisons linéaires

~u = � 1~a1 + · · ·+ � n~an et ~v = � 1
~b1 + · · ·+ � m

~bm

avec � 1; : : : ; � n; � 1; : : : ; � m ∈ R et ~a1; : : : ;~an;~b1; : : : ;~bm ∈ A. On note
l’ensemble de tous ces vecteurs par

{~c1; · · · ;~ck} := {~a1; : : : ;~an;~b1; : : : ;~bm} :

Les deux vecteurs initiaux s’écrivent donc

~u = � 1~c1 + · · ·+ � k~ck et ~v = � ′
1~c1 + · · ·+ � ′

k~ck ;
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avec � 1; : : : ; � k; � ′
1; : : : ; � ′

k ∈ R. Cette écriture permet de voir que la
somme de ces deux vecteurs est une combinaison linéaire de vecteurs
de A :

~u+ ~v = (� 1 + � ′
1)~c1 + · · ·+ (� k + � ′

k)~ck ∈ Vect(A) :
Soit � ∈ R et soit ~u := � 1~a1 + · · ·+ � n~an ∈ Vect(A), on a

�~u = (�� 1)~a1 + · · ·+ (�� n)~an ∈ Vect(A) :
� Pour tout ~a∈ A, on a ~a= 1~a∈ Vect(A).
� Soit � 1~a1 + · · · + � n~an un vecteur de Vect(A). Comme Z est un sous-

espace vectoriel de V , il est stable par combinaison linéaire, et comme
tous les vecteurs ~ai sont dans Z , pour 1 6 i 6 n, on a � 1~a1+· · ·+� n~an ∈
Z .

�

Proposition 31. Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel est libre
si et seulement si tout vecteur de l’espace Vect(A) engendré par A s’écrit de
manière unique comme combinaison linéaire de vecteurs de A.

Démonstration.

(⇒) : On utilise les mêmes notations que la démonstration de la proposi-
tion précédente ; soient

~u = � 1~a1 + · · ·+ � n~an = � 1
~b1 + · · ·+ � m

~bm
deux combinaisons linéaires de vecteurs de A donnant le même vecteur
de l’espace ambiant. Quitte à renommer les vecteurs, ces combinaisons
linéaires s’écrivent

~u = � 1~c1 + · · ·+ � k~ck = � ′
1~c1 + · · ·+ � ′

k~ck :
On a donc

~u− ~u = ~0 = (� 1 − � ′
1)~c1 + · · ·+ (� k − � ′

k)~ck ;
qui implique que � i = � ′

i, pour tout 1 6 i 6 k, car {~c1; · · · ;~ck} est une
famille libre.

(⇐) : Soit � 1~a1 + · · · + � n~an = ~0 une combinaison linéaire triviale de
vecteurs de A. Elle s’écrit aussi ~0 = � 1~a1+ · · ·+ � n~an = 0~a1+ · · ·+0~an
et l’unicité des coefficients donne � 1 = · · · = � n = 0.

�

Proposition 32. Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel (V;+; :)
est une base si et seulement si tout vecteur ~u ∈ V s’écrit de manière unique
comme combinaison linéaire d’éléments de A :

~u = � 1~a1 + · · ·+ � n~an :
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Démonstration.
(⇒) : Si la famille A est une base, alors elle est génératrice, c’est-à-dire

que tout vecteur de l’espace vectoriel peut s’écrire comme combinaison
linéaire de vecteurs de A. Comme la famille A est libre, une telle écriture
est unique par la proposition 31 précédente.

(⇐) : Dans ce cas, on a Vect(A) = V et la famille A est génératrice.
Comme l’écriture de tout vecteur de l’espace ambiant comme combi-
naison linéaire de vecteurs de A est unique, alors la famille A est libre
par la proposition 31 précédente.

�

Théorème 33. Tout espace vectoriel (V;+; :) non trivial, i.e. V 6= {~0},
admet au moins une base.

Démonstration. Nous allons montrer ce théorème dans le cas de type
fini. Le cas général se traite avec les mêmes arguments mais repose au final sur
l’axiome du choix de la théorie des ensembles, au lieu du fait qu’un ensemble
fini d’entiers naturels admet un plus grand élément. On commence donc par
prendre une famille génératrice finie A de cet espace vectoriel. On considère
ensuite l’ensemble L formé de toutes les sous-familles L de A qui sont libres :

L := {L ⊂ A ; L libre}
On pose C := {|L| ; L ∈ L} l’ensemble des cardinaux des familles L de L . La
famille A étant finie, l’ensemble C est fini. Comme l’espace vectoriel ambiant
n’est pas trivial V 6= {~0}, la famille A n’est pas vide. Tous ses singletons
{~a} sont des familles libres, cela montre que l’ensembles L puis C ne sont pas
vides. Le sous-ensemble C de N n’et pas vide et il est fini ; il admet donc un
plus grand élément, noté k. Soit B = {~b1; : : : ;~bk} ∈ L une famille de vecteurs
réalisant ce cardinal. Par définition, cette famille B est libre. Il reste à montrer
qu’elle est génératrice. Pour cela, il suffit de montrer que tout vecteur ~a de A
est combinaison linéaire de vecteurs de B. Supposons pas l’absurde que cela
soit faux. On considère alors la famille L := B ∪ {~a} de cardinal k + 1 et on
va montrer qu’elle est libre ; cela induira une contradiction, car L ⊂ A et le
résultat sera établi. Soit � 1

~b1+ · · ·+ � k
~bk+ �~a = ~0 une combinaison linéaire du

vecteur nul. Si on avait � 6= 0, alors ~a serait combinaison linéaire des vecteurs
de la famille B. Comme ce n’est pas le cas, par supposition, on a � = 0. La
combinaison linéaire est donc � 1

~b1 + · · · + � k
~bk = ~0 et la liberté de la famille

B induit � 1 = · · · = � k = 0. Ceci montre que la famille L est libre et conclut
la démonstration. �

Le coeur du théorème suivant réside ce lemme que nous voulons mettre en
avant.

Lemme 121. Dans un espace vectoriel de type fini, engendré par n vec-
teurs, toute famille libre est de cardinal inférieur ou égal à n.



1. CHAPITRE 2 367

Démonstration. On va montrer la contraposée par recurrence sur n. Soit
A = {~a1; : : : ;~an} une famille génératrice et soit B = {~b1; : : : ;~bk} une famille
libre. Montrons que si k > n , alors la famille B est liée.

(n = 1) : Si k > 2, alors on écrit~b1 = �~a 1 et~b2 = �~a 1 comme combinaisons
linéaires de ~a1. La famille B étant libre, elle ne contient pas le vecteur
nul, d’où � 6= 0 et � 6= 0. Au final, on considère la combinaison linéaire
� ~b1 − � ~b2 = ~0 qui montre que la famille B est liée.

(n ⇒ n + 1) : On suppose ici k > n + 1. On considère la sous-famille
A := {~a1; : : : ;~an} et le sous-espace Vect

�
A

�
qu’elle engendre. Comme

la famille A est génératrice, tous les vecteurs de la famille B s’écrivent
~bi = ~vi + � i~an+1, avec ~vi ∈ Vect

�
A

�
et � i ∈ R, pour 1 6 i 6 k. Si

tous les coefficients � i sont nuls, alors la famille B appartient au sous-
espace vectoriel Vect

�
A

�
et on conclut par l’hypothèse de récurrence.

Si au moins un coefficient � i n’est pas nul, supposons qu’il s’agisse du
premier � 1 6= 0, alors on considère la famille de vecteurs

~bi −
� i

� 1

~b1 ∈ Vect
�
A

�
;

pour 2 6 i 6 k. Comme k − 1 > n , on peut appliquer l’hypothèse de
récurrence : cette famille de vecteurs est liée. Ceci signifie qu’il existe
des coefficients � 2; : : : ; � k, dont au moins un est non nul, tels que

~0 = � 2

�
~b2 −

� 2

� 1

~b1
�
+ · · ·+ � k

�
~bk −

� k

� 1

~b1
�

= − � 2� 2 + · · ·+ � k� k

� 1

~b1 + � 2
~b2 + · · ·+ � k

~bk :

On en conclut que la famille B est liée.

�

Théorème 34. Toutes les bases d’un espace vectoriel de type fini ont le
même nombre de vecteurs.

Démonstration. Comme l’espace vectoriel est de type fini, il admet une
famille génératrice finie. Toutes les bases étant des familles libres, elles sont
donc de cardinal fini, par le lemme 121. Soient maintenant deux bases A =
{a1; : : : ; an} et B = {b1; : : : ; bm}. Si on applique encore le lemme 121 à la famille
génératrice A et à la famille libre B, on obtient m 6 n ; et en l’appliquant dans
l’autre sens, on obtient n 6 m. Ceci donne n = m. �

Théorème 35 (de la base incomplète). Toute famille libre non-vide A
d’un espace vectoriel peut s’étendre en une base B : A ⊂ B.

Démonstration. Pour les mêmes arguments que précédemment, à savoir
la volonté de simplifier la présentation en évitant l’usage de l’axiome du choix,
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nous allons montrer ce résultat dans le cas de type fini. On utilise le même
type d’arguments que lors de la démonstration du théorème33 : on considère
l’ensemble de toutes les familles libres qui contiennent A

K := {A ⊂ L ; L libre} :

L’ensemble C := {|L| ; L ∈ K } des cardinaux des familles de K est majorée par
le cardinal d’une famille finie génératrice de l’espace (qui existe par hypothèse),
par le lemme 121. L’ensemble K n’est pas vide car il contient A elle-même.
Donc l’ensemble C n’est pas vide et il est fini ; il admet donc un plus grand
élément k. Soit Soit B = {~b1; : : : ;~bk} une famille de vecteurs de K . Elle est
libre et contient A, par définition. Les mêmes arguments qu’à la fin de la
démonstration du théorème 34 montrent qu’elle est génératrice. �

Théorème 36 (de la base extraite). De toute famille génératrice A d’un
espace vectoriel non-trivial, on peut extraire une base B : B ⊂ A.

Démonstration. Encore une fois, nous allons montrer ce résultat dans le
cas de type fini. On reprend les mêmes objets que ceux de la démonstration du
théorème 33, par exemple l’ensemble L := {L ⊂ A ; L libre}. Comme il existe
une famille génératrice finie, disons de cardinal n, toutes les familles libres de
cet espace vectoriel ont un cardinal inférieur ou égal à n, par le lemme 121
ci-dessus. L’ensemble C des cardinaux des familles L de L est encore une fois
non vide et fini. On conclut avec exactement les mêmes arguments qu’à la fin
de la démonstration du théorème 33 �

Proposition 37. Soit V un espace vectoriel de type fini.
� Toute famille génératrice A de V a au moins dimV éléments

dim V 6 |A| :

� Toute famille libre A de V a au plus dimV éléments

|A| 6 dim V :

� Tout sous-espace vectoriel W ⊂ V vérifie

dimW 6 dimV ;

avec égalité dimW = dimV si et seulement si W = V .

Démonstration.
� C’est un corollaire direct du lemme 121 appliqué à une base B de V

(famille libre).
� C’est un corollaire direct du lemme 121 appliqué à une base B de V

(famille génératrice).
� Le premier point est un corollaire direct du lemme 121 appliqué à une

base B de V (famille génératrice de V ) et à une base A de W (famille
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libre de V ). Si W = V , alors dimW = dimV . L’autre sens, les théo-
rèmes 35 et 34 montrent que toute base de W est une base de V et
donc que W = V .

�

Proposition 41. Soient U et V deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel W . La dimension de leur somme vaut

dim(U + V) = dimU + dimV − dim(U ∩V) :

Démonstration. On commence par considérer une base {~b1; : : : ;~bk} de
l’intersection U∩V. Par le théorème 35, on la complète en une base {~b1; : : : ;~bk;
~u1; : : : ; ~un} de U et en une base {~b1; : : : ;~bk;~v1; : : : ;~vm} de V. Pour conclure,
il suffit de montrer que {~b1; : : : ;~bk; ~u1; : : : ; ~un;~v1; : : : ;~vm} est une base de la
somme U+V. Cette famille est clairement génératrice : tout ~u ∈ U s’écrit

~u = � 1
~b1 + · · ·+ � k

~bk + � 1~u1 + · · ·+ � n~un ;
avec � 1; : : : ; � k; � 1; : : : ; � n ∈ R, et tout ~v ∈ V s’écrit

~v = � ′
1
~b1 + · · ·+ � ′

k
~bk + � 1~v1 + · · ·+ � m~vm ;

avec � ′
1; : : : ; � ′

k; � 1; : : : ; � m ∈ R, donc leur somme s’écrit

~u+~v = (� 1+ � ′
1)

~b1+ · · ·+(� k+ � ′
k)

~bk+ � 1~u1+ · · ·+ � n~un+ � 1~v1+ · · ·+ � m~vm :
Montrons maintenant qu’elle est libre : soit

� 1
~b1 + · · ·+ � k

~bk + � 1~u1 + · · ·+ � n~un + � 1~v1 + · · ·+ � m~vm = ~0 ;
avec � 1; : : : ; � k; � 1; : : : ; � n; � 1; : : : ; � m ∈ R. En écrivant

� 1~v1 + · · ·+ � m~vm = −(� 1
~b1 + · · ·+ � k

~bk + � 1~u1 + · · ·+ � n~un) ;
on voit que � 1~v1 + · · ·+ � m~vm appartient à U et, comme V est un sous-espace
vectoriel, il appartient aussi à V ; il vit donc dans U ∩ V . En utilisant la base
{~b1; : : : ;~bk}, on peut l’écrire � 1~v1 + · · · + � m~vm = � 1

~b1 + · · · + � k
~bk, avec

� 1; : : : ; � k ∈ R. On en conclut qu’il est nul, à savoir � 1~v1 + · · · + � m~vm = ~0,
sinon au moins un des coefficients � i serait non nul et cela contredirait le fait
que {~b1; : : : ;~bk;~v1; : : : ;~vm} est une famille libre. De cette liberté, on tire aussi
que les coefficients � 1 = · · · = � m = 0 sont nuls. Enfin la liberté de la famille
{~b1; : : : ;~bk; ~u1; : : : ; ~un} appliqué à

� 1
~b1 + · · ·+ � k

~bk + � 1~u1 + · · ·+ � n~un = ~0
donne � 1 = · · · = � k = � 1 = · · · = � n = 0, ce qui achève la démonstration. �

Proposition 42. Deux sous-espaces vectoriels U et V sont en somme di-
recte si et seulement si tout vecteur de leur somme U + V s’écrit de manière
unique ~u+ ~v, avec ~u ∈ U et ~v ∈ V.
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Démonstration.

(⇒) : L’existence d’une telle écriture est consubstantielle à la définition
de la somme de deux sous-espaces vectoriels. Soient ~u1 + ~v1 = ~u2 + ~v2
deux telles écritures, avec ~u1; ~u2 ∈ U et ~v1;~v2 ∈ V. On en tire ~u1−~u2 =
~v2 − ~v1 ∈ U ∩ V. Comme cette intersection est réduite au vecteur nul,
on obtient ~u1 = ~u2 et ~v1 = ~v2, soit l’unicité de l’écriture.

(⇐) : Soit ~a∈ U∩V. Comme ~0 ∈ U∩V, l’unicité de l’écriture de ~a+~0 =
~0 +~a donne ~a= ~0.

�

Proposition 46. Les sous-espaces vectoriels U1; : : : ;Uk sont en somme
directe si et seulement si tout vecteur de U1 + · · · + Uk s’écrit de manière
unique sous la forme ~u1 + · · ·+ ~uk.

Démonstration. Les arguments sont exactement les mêmes de ceux de
la démonstration précédente. Les seules modifications sont les suivantes.

(⇒) : Soient ~u1 + · · · + ~uk = ~v1 + · · · + ~vk deux telles écritures, avec
~ui;~vi ∈ Ui, pour 1 6 i 6 k. De (~u1 − ~v1) + · · ·+ (~uk − ~vk) = ~0, on tire
~ui = ~vi, pour 1 6 i 6 k.

(⇐) : Trivial.
�

2. Chapitre 3

Proposition 51. La composée g ◦ f de deux applications linéaire f et g
est encore une application linéaire.

Démonstration. Comme f est une application linéaire, elle vérifie f
�
�~u +

�~v
�
= �f

�
~u

�
+ �f

�
~v

�
et, comme g est une application linéaire, elle vérifie

g
�
�f

�
~u

�
+ �f

�
~v

��
= � (g ◦ f )

�
~u

�
+ � (g ◦ f )

�
~v

�
, ce qui donne au final

(g ◦ f )
�
�~u + �~v

�
= � (g ◦ f )

�
~u

�
+ � (g ◦ f )

�
~v

�
:

�

Proposition 53. Soit f : U → V une application linéaire.
� Pour tout sous-espace vectoriel U′ de U , son image par f

f
�
U′� =

�
f (~u) ∈ V | ~u ∈ U′	

est un sous-espace vectoriel de V .
� Pour tout sous-espace vectoriel V′ de V , son image réciproque par f

f −1
�
V′� =

�
~u ∈ U | f (~u) ∈ V′	

est un sous-espace vectoriel de U .
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Démonstration. On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels
donnée au théorème 27.

� On commence par noter que f
�~0U

�
= ~0V ∈ f

�
U′� . On montre ensuite

que f
�
U′� est stable par combinaison linéaire :

� 1f (~u1) + � 2f (~u2) = f
�

� 1~u1 + � 2~u2| {z }
∈U′

�
∈ f

�
U′� ;

pour � 1; � 2 ∈ R et ~u1; ~u2 ∈ U′, car f est linéaire et U′ est un sous-espace
vectoriel.
� De la même manière, ~0U ∈ f −1

�
V′� , car f

�~0U
�
= ~0V ∈ V′, et f −1

�
V′�

est stable par combinaison linéaire :

f
�

� 1~u1 + � 2~u2| {z }
∈f−1

�
V′

�

�
= � 1 f (~u1)| {z }

∈V′

+� 2 f (~u2)| {z }
∈V′

∈ V′ ;

car f est linéaire et V′ est un sous-espace vectoriel.
�

Théorème 54. Soit f : U → V une application linéaire.
� L’application f est surjective si et seulement si Imf = V. On dit alors

que c’est un épimorphisme et on note f : U � V .
� L’application f est injective si et seulement si Kerf = {~0}. On dit alors

que c’est un monomorphisme et on note f : U � V .
� L’application f est bijective si et seulement si Imf = V et Kerf = {~0}.

On dit alors que c’est un isomorphisme et on note f : U
∼=−→ V .

Démonstration.
� Ce point est vrai pour toute application, pas nécessairement linéaire.
� Rappelons qu’étant une application linéaire, f vérifie f

�~0
�
= ~0, c’est-

à-dire ~0 ∈ Kerf . Si l’application f est injective, alors |f −1
�
{~0}

�
| 6 1

et donc le noyau est réduit au vecteur nul Kerf = {~0}. Dans l’autre
sens, si Kerf = {~0}, considérons deux vecteurs ~u;~v∈ V ayant la même
image par f , c’est-à-dire f (~u) = f (~v). Comme f est une application
linéaire, cela donne f (~u− ~v) = ~0 et donc ~u− ~v ∈ Kerf . Au final, on
obtient ~u = ~v et l’application f est injective.
� C’est un corollaire immédiat des deux points précédents.

�

Proposition 55. Lorsqu’une application linéaire f : U → V est bijective,
alors son application réciproque f −1 : V → U est linéaire.

Démonstration. Montrons que la réciproque préserve les combinaisons
linéaires. Soient � 1; � 2 ∈ R et soient ~v1;~v2 ∈ V. Comme l’application f est
linéaire, on a

f
�
� 1f −1(~v1) + � 2f −1(~v2)

�
= � 1(f ◦ f −1)(~v1)+ � 2(f ◦ f −1)(~v2) = � 1~v1+ � 2~v2 ;



372 APPENDICE A. DÉMONSTRATIONS

d’où on tire
f −1(� 1~v1 + � 2~v2) = � 1f −1(~v1) + � 2f −1(~v2) ;

par définition de l’application réciproque. �

Proposition 56. Soit f : U → V une application linéaire.
� L’application f est un épimorphisme si et seulement si, pour toute fa-

mille génératrice A = {~a1; : : : ;~an} de U , son image f (A) =
�

f (~a1);
: : : ; f (~an)

	
par f est une famille génératrice de V .

� L’application f est un monomorphisme si et seulement si, pour toute
famille libre A =

�
~a1; : : : ;~an

	
de U , son image f (A) =

�
f (~a1); : : : ;

f (~an)
	

par f est une famille libre de V .
� L’application f est un isomorphisme si et seulement si, pour toute base
A =

�
~a1; : : : ;~an

	
de U , son image f (A) =

�
f (~a1); : : : ; f (~an)

	
par f

est une base de V .

Démonstration.
� Si f est surjective, tout ~v ∈ V admet au moins un antécédent ~u ∈ U :

f (~u) = ~v. Comme la famille A engendre l’espace vectoriel U , il existe
des coefficients � 1; : : : ; � n ∈ R tels que � 1~a1 + · · · + � n~an = ~u. La
linéarité de l’application f donne au final :

~v = f (~u) = f (� 1~a1 + · · ·+ � n~an) = � 1f (~a1) + · · ·+ � nf (~an) :

Donc la famille f (A) engendre l’espace vectoriel V .
Dans l’autre sens, si la famille f (A) est génératrice de l’espace vectoriel
V , alors tout ~v ∈ V peut s’écrire ~v = � 1f (~a1) + · · · + � nf (~an) , avec
� 1; : : : ; � n ∈ R. La linéarité de l’application f permet alors d’obtenir
~v = f (� 1~a1+· · ·+� n~an) , ce qui montre que cette dernière est surjective.
� Lorsque f est injective, on a Kerf = {~0} par le théorème 54. Pour toute

combinaison linéaire � 1f (~a1) + · · ·+ � nf (~an) = ~0 , on a f (� 1~a1 + · · ·+
� n~an) = ~0 par linéarité de l’application f , c’est-à-dire � 1~a1+· · ·+� n~an ∈
Kerf . L’injectivité de f implique alors � 1~a1+· · ·+� n~an = ~0 et la liberté
de la famille A implique � 1 = · · · = � n = 0.
Dans l’autre sens, supposons que l’image de toute famille libre par l’ap-
plication f est une famille libre. On calcule le noyau de l’application f :
soit ~u ∈ Kerf , c’est-à-dire f (~u) = ~0. Supposons, par l’absurde, que le
vecteur ~u ne soit pas nul, alors le singleton {~u} est une famille libre de
l’espace vectoriel U . Son image {f (~u)} par l’application f est donc une
famille libre de l’espace vectoriel V . La contradiction vient du fait que
f (~u) = ~0 et qu’une famille libre ne peut pas contenir le vecteur nul.
� C’est un corollaire immédiat des deux points précédents.

�

Proposition 64. Soient f : U → V et g : V → W deux applications
linéaires et soient A une base de U , B une base de V et C une base de W .
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La matrice représentant la composée g ◦ f : U → W dans les bases A et C
est le produit des deux matrices qui représentent g et f respectivement :

MatC,A(g ◦ f ) = MatC,B(g)MatB,A(f ) :

Démonstration. Cette démonstration est automatique ; il suffit de savoir
bien poser les choses pour pouvoir appliquer les diverses définitions sans se
tromper. Soient A = {~u1; : : : ; ~um} une base de U , B = {~v1; : : : ;~vn} une base
de V et C = {~w1; : : : ; ~wl} une base de W . Posons

A := MatB,A(f ) =

0

B@
a1,1 · · · a1,m
...

. . .
...

an,1 · · · an,m

1

CA ; B := MatC,B(g) =

0

B@
b1,1 · · · b1,n
...

. . .
...

bl,1 · · · bl,n

1

CA ;

c’est-à-dire

f (~uj) =
nX

k=1

ak,j~vk et g(~vk) =
lX

i=1

bi,k ~wi :

Avec ces notations, on a

(g ◦ f )(~uj) = g

 
nX

k=1

ak,j~vk

!

=
nX

k=1

ak,j g (~vk) =
nX

k=1

ak,j

 
lX

i=1

bi,k ~wi

!

=
lX

i=1

 
nX

k=1

bi,kak,j

!

~wi :

Le coefficient situé à la i e ligne et à la j e colonne de la matrice MatC,A(g ◦ f )
est égal à la i e coordonnée du vecteur (g ◦ f )(~uj) dans la base C, c’est-à-dire

nX

k=1

bi,kak,j ;

d’après le calcul précédent. Il s’agit bien du coefficient situé à la i e ligne et à
la j e colonne du produit matriciel BA . �

Proposition 65. Soit f : U → V un isomorphisme et soient A une base
de U et B une base de V .

La matrice représentant la réciproque f −1 : V → U de f dans les bases B
et A est l’inverse de la matrice qui représente f :

MatA,B(f −1) = (MatB,A(f ))−1 :

Démonstration. Posons A := MatB,A(f ) la matrice de l’application li-
néaire f dans les bases A et B. Comme les applications linéaires «combinai-
son linéaire» et «coordonnées» sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre
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cl−1
A = coordA, la relation définissant l’application linéaire matricielle f A donne

respectivement

f A = coordB ◦ f ◦ clA =⇒ f = clB ◦ f A ◦ coordA
=⇒ f −1 = clA ◦ (f A)−1 ◦ coordB
=⇒ (f A)−1 = coordA ◦ f −1 ◦ clB :

Il suffit de rappeler que (f A)−1 = f A−1 , pour conclure que la matrice A−1 est
la matrice représentant l’application linéaire f −1 dans les bases B et A, par
unicité de la matrice représentant une application linéaire. �

Proposition 71. Les formules suivantes calculent les déterminants de pe-
tites tailles.
� 2× 2 :

a b
c d = ad− bc :

� 3× 3 : Méthode de Sarrus

a b c
d e f
g h i

= aei + bfg + cdh− afh − bdi− ceg :

Démonstration. Dans les deux cas, il s’agit d’une application directe de
la définition.

� Par définition, on a

a b
c d = ad− cb= ad− bc ;

en développant par rapport à la première colonne.
� Par définition, on a

a b c
d e f
g h i

= a e f
h i − d b c

h i + g b c
e f

= a(ei − fh )− d(bi− ch) + g(bf − ce)
= aei + bfg + cdh− afh − bdi− ceg ;

en développant par rapport à la première colonne.
�

Si on veut aller plus loin dans la compréhension du déterminant et notam-
ment de ses propriétés calculatoires, il est difficile de passer à côté de la (jolie)
formule explicite suivante. On note Sn l’ensemble des bijections de {1; : : : ; n},
que l’on appelle les permutations. Une inversion d’une permutation � ∈ Sn est



2. CHAPITRE 3 375

une paire 1 6 i < j 6 n telle que � (j ) < � (i ) . On note le nombre d’inversions
de � ∈ Sn par

inv(� ) :=
�� � (i; j ) ∈ {1; : : : ; n}2 | i < j; � (i ) > � (i )

	 ��

et on définit sa signature par

"(� ) := (−1)inv(σ) :

Lemme 122. Le déterminant d’une matrice carrée A ∈ Mn est égal à

detA =
X

σ∈Sn

"(� )aσ(1),1 : : : aσ(n),n =
X

σ∈Sn

"(� )a1,σ(1) : : : an,σ(n) :

Démonstration. On commence par établir la première égalité en mon-
trant que la formule

P
σ∈Sn

"(� )aσ(1),1 : : : aσ(n),n vérifie la définition du déter-
minant, à savoir la développement par rapport à la première colonne. Pour
n = 1, on a

X

σ∈S1

"(� )aσ(1),1 = "
�
id{1}

�
a1,1 = a1,1 = detA :

Pour n > 2, on va montrer qu’elle vérifie la même formule de développement
par rapport à la première colonne. Pour � ∈ Sn, on pose k := � (1), ce qui
donne

X

σ∈Sn

"(� )aσ(1),1 : : : aσ(n),n =
nX

k=1

ak,1

0

B@
X

� ∈Sn
� (1)=k

"(� )aσ(2),2 : : : aσ(n),n

1

CA :

Pour toute permutation � ∈ Sn, on note � ∈ Sn−1 la permutation induite en
«supprimant» 1 à la source et � (1) au but et en décalant les valeurs restantes,
c’est-à-dire

� (i ) :=
�

� (i + 1) si � (i + 1) < � (1) ;
� (i + 1)− 1 si � (i + 1) > � (1) :

Les nombres d’inversions de ces deux permutations sont reliés par la formule

inv(� ) = � (1)− 1 + inv (� ) :

En effet, la permutation � admet � (1) − 1 inversions de la forme (1; j ) qui
disparaissent quand on passe à la permutation � . On peut voir que les autres
inversions de � de la forme (i; j ), avec 2 6 i < j , induisent toute une inversion
de � et qu’il n’y en a pas d’autres. Ceci implique

"(� )aσ(2),2 : : : aσ(n),n = (−1)k−1" (� ) aσ(1),1 : : : aσ(n−1),n−1 ;

où les ai,j , pour 1 6 i; j 6 n − 1, représentent les coefficients de la matrice Ak

obtenue à partir de la matrice A en supprimant la ke ligne et la 1re colonne.
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Cela montre au final que

X

σ∈Sn

"(� )aσ(1),1 : : : aσ(n),n =
nX

k=1

(−1)k−1 detAk ;

soit la formule de développement du déterminant par rapport à la première
colonne.

Pour la seconde égalité, si on pose j = � (i ), alors on a i = � −1(j ). Cela
donne aσ(i),i = aj,σ−1(j) et donc

aσ(1),1 : : : aσ(n),n = a1,σ−1(1) : : : an,σ−1(n) :

En utilisant le fait que l’application «inverse» � ∈ Sn 7→ � −1 ∈ Sn est une
bijection, on voit que

X

σ∈Sn

"(� )aσ(1),1 : : : aσ(n),n =
X

σ∈Sn

" (� ) a1,σ−1(1) : : : an,σ−1(n)

=
X

σ∈Sn

"
�
� −1

�
a1,σ(1) : : : an,σ(n)

=
X

σ∈Sn

" (� ) a1,σ(1) : : : an,σ(n) ;

car le nombre d’inversions de � est égal au nombre d’inversions de � −1. �

Une fois n’est pas coutume, nous allons inverser l’ordre des propositions
telles qu’elles apparaissent dans le corps du texte car la prochaine se montre
directement avec la formule que l’on vienne d’établir.

Proposition 74. Le déterminant d’une matrice est égal au déterminant
de sa matrice transposée

detA = det tA :

Démonstration. C’est une conséquence directe de double formule don-
née au lemme 122. �

Proposition 73.
� Intervertir deux colonnes change le signe du déterminant

��������

· · · Ci · · · Cj · · ·

��������
= −

��������

· · · Cj · · · Ci · · ·

��������
:
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� Multiplier une colonne par un nombre � donne une matrice dont le
déterminant est égal à � fois le déterminant de départ

��������

· · · �C i · · ·

��������
=

������������

�a 1,i

· · ·
... · · ·

�a n,i

������������

= �

�����������

a1,i

· · ·
... · · ·

an,i

�����������

= �

��������

· · · Ci · · ·

��������
:

� Lorsqu’une colonne est somme de deux colonnes, le déterminant est égal
à la somme des deux déterminants des matrices obtenues avec chacune
des deux colonnes

��������

· · · Ci + C ′
i · · ·

��������
=

��������

· · · Ci · · ·

��������
+

��������

· · · C ′
i · · ·

��������
:

� Ajouter à une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes ne
change pas le déterminant

��������

· · · Ci · · ·

��������
=

��������

· · · Ci + � 1C1 + · · ·+ � i−1Ci−1 + � i+1Ci+1 + · · ·+ � nCn · · ·

��������
:

Démonstration.
� En utilisant la proposition 74 démontrée ci-dessus, on va montrer le

résultat avec les lignes au lieu des colonnes et on le fait par récurrence
sur la taille n des matrices. Pour n = 2, le résultat est immédiat en
utilisant la formule de la proposition 71. Supposons le résultat vrai
pour n − 1 et montrons le pour n. Soit A une matrice carrée de taille
n × n et soit A ′ la matrice obtenue en inversant les deux lignes L i et
L j , pour 1 6 i < j 6 n . On utilise les mêmes notations que lors de la
démonstration du lemme 122 : la matrice Ak est obtenue à partir de la
matrice A en supprimant la ke ligne et la 1re colonne. En développant
le déterminant de la matrice A ′ par rapport à la première colonne, on
trouve

detA ′ = a1,1 detA ′
1 + · · ·+ (−1)i−1aj,1 detA ′

i + · · ·

+ (−1)j−1ai,1 detA ′
j + · · ·+ (−1)n−1an,1 detA ′

n :

Pour k différent de i; j , l’hypothèse de recurrence donne

ak,1 detA ′
k = −

�
ak,1 detAk

�
:
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Pour calculer le déterminant de A ′
i , on permute ce qui reste de la ligne

L i placée à la (j − 1)e ligne avec les j − i − 1 lignes placées au-dessus,
ce qui donne

(−1)i−1aj,1 detA ′
i = (−1)i−1+j−i−1aj,1 detAj = −(−1)j−1aj,1 detAj :

De la même manière, on a

(−1)j−1ai,1 detA ′
j = −(−1)i−1ai,1 detA i :

Tout ceci donne

detA ′ =
nX

k=1

−(−1)k−1 detAk = − detA :

� Grâce à la propriété précédente, il suffit de montrer le résultat pour la
première colonne de la matrice. Dans ce cas, on démontre la propriété
en développant le déterminant par rapport à la première colonne.
� On procède comme au point précédent : on se ramène à la première

colonne par permutation des colonnes et on développe le déterminant
par rapport à cette première colonne.
� Quitte à permuter les colonnes, il suffit de montrer ce résultat pour la

première d’entre elles. Les propriétés précédentes montrent que
��������

C1 + � 2C2 + · · ·+ � nCn · · ·

��������
=

��������

C1 · · ·

��������
+ � 2

��������

C2 · · ·

��������
+ · · ·+ � n

��������

Cn · · ·

��������
:

La première propriété de cette proposition montre que si une matrice
A possède deux colonnes identiques alors en les permutant, on obtient
detA = − detA , ce qui montre que le déterminant detA est nul. On en
conclut que

��������

C1 + � 2C2 + · · ·+ � nCn · · ·

��������
=

��������

C1 · · ·

��������
:

�

Proposition 75. Pour toute paire A; B de matrice carrée de même taille,
le déterminant vérifie

det(AB ) = det(BA ) = detA detB :

Démonstration. On commence par montrer la formule

det(AB ) = detA detB ;
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le seconde sera alors automatique. On interprète le produit matriciel AB
comme des combinaisons linéaires des vecteurs colonnes C1; : : : ; Cn de la ma-
trice A :

AB =

0

BB@C1 · · · Cn

1

CCA

0

B@
b1,1 · · · b1,n
...

. . .
...

bn,1 · · · bn,n

1

CA

=

0

BB@b1,1C1 + · · ·+ bn,1Cn · · · b1,nC1 + · · ·+ bn,nCn

1

CCA :

En utilisant les opérations par colonnes sur le déterminant démontrées à la
proposition 73 et la formule donnée au lemme 122, on obtient

det(AB ) =
X

σ∈Sn

det
�
bσ(1),1Cσ(1) | · · · | bσ(n),nCσ(n)

�

=
X

σ∈Sn

bσ(1),1 : : : bσ(n),n det
�
Cσ(1) | · · · |Cσ(n)

�

=
X

σ∈Sn

"(� )bσ(1),1 : : : bσ(n),n

| {z }
detB

det
�
C1 | · · · |Cn

�
| {z }

detA

= detA detB :

�

Proposition 79 (Méthode de Cramer). Soit
8
><

>:

a1,1x1 + · · ·+ a1,nxn = b1
...

...
an,1x1 + · · ·+ an,nxn = bn

un système d’équations linéaires qui s’écrit matriciellement AX = B , avec

A =

0

B@
a1,1 · · · a1,n
...

. . .
...

an,1 · · · an,n

1

CA ; B =

0

B@
b1
...

bn

1

CA ; et X =

0

B@
x1
...

xn

1

CA

où A est une matrice inversible. Ce système admet une unique solution donnée
par

xi =
1

detA
det

�
A1| · · · |A i−1|B |A i+1| · · · |An

�

où ce déterminant est celui de la matrice obtenue à partir de la matrice A en
remplaçant la i -ème colonne par B .
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Démonstration. Comme à la démonstration précédente, on interprète
AX = B comme une combinaison linéaire des vecteurs colonnes A1; : : : ; An de
la matrice A :

B = x1A1 + · · ·+ xnAn :
On utilisant les opérations par colonnes du déterminant démontrées à la pro-
position 73, on effectue le calcul suivant

det
�
A1| · · · |A i−1|B |A i+1| · · · |An

�

=det
�
A1| · · · |A i−1|x1A1 + · · ·+ xnAn|A i+1| · · · |An

�

=det
�
A1| · · · |A i−1|xiA i|A i+1| · · · |An

�
= xi detA :

On conclut avec le corollaire 78 qui dit que le déterminant de la matrice inver-
sible A est non nul. �

On commence par démontrer la proposition 83, car c’est une version plus
conceptuelle de la proposition 82 qui en découle directement.

Proposition 83.
� Les sous-espaces propres non-triviaux sont en somme directe

Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk :

� L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si les sous-espaces
propres engendrent tout l’espace vectoriel U :

Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk = U :

Démonstration.
� On va montrer par récurrence sur k > 1 que k sous-espaces propres Eλ1 ;

: : : ;Eλk associés à des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
Pour k = 2, soient ~u1 ∈ Eλ1 et ~u2 ∈ Eλ2 tels que ~u1 + ~u2 = ~0 . L’image
par l’endomorphisme f de cette égalité donne � 1~u1 + � 2~u2 = ~0 . La
différence de cette dernière égalité avec � 1 fois la précédente est égale
à (� 2 − � 1)~u2 = ~0, ce qui implique que ~u2 = ~0 puis ~u1 = ~0 .

Supposons le résultat vrai pour k− 1 et montrons le pour k. Soient
~u1 ∈ Eλ1 ; : : : ; ~uk ∈ Eλk tels que ~u1 + · · ·+ ~uk = ~0 . L’image par l’endo-
morphisme f de cette égalité donne � 1~u1+· · ·+ � k~uk = ~0 . La différence
de cette dernière égalité avec � 1 fois la précédente est égale à

(� 2 − � 1)~u2 + · · ·+ (� k − � 1)~uk = ~0 ;

ce qui implique que ~u2 = · · · = ~uk = ~0, par hypothèse de récurrence,
puis ~u1 = ~0 au final.
� Les sous-espaces propres engendrent tout l’espace vectoriel si et seule-

ment s’il existe une base de vecteurs propres et on conclut par la pro-
position 80.

�
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Proposition 82.
� Soit Specf = {� 1; : : : ; � k} le spectre de f et soient {Bi}i=1,...,k des bases

des sous-espaces propres Eλi . Alors l’union B1 ∪ · · · ∪ Bk de ces bases
forme une famille libre.
� L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si B1 ∪ · · · ∪ Bk

forme une base de U , c’est-à-dire que son cardinal est égal à la dimen-
sion de U :

|B1 ∪ · · · ∪ Bk| = dimU :

Démonstration.
� La démonstration précédente établit que les sous-espaces propres de

valeurs propres distinctes sont en somme directe. On conclut avec le
théorème 47.
� C’est une conséquence directe du point précédent et de la proposi-

tion 80.
�

Proposition 84. Le polynôme caractéristique a la forme développée sui-
vante

� f (X ) = (−1)nX n + (−1)n−1trfX n−1 + · · ·+ det f :

Démonstration. Soit A la matrice de f dans une base. Le polynôme
caractéristique de f est égal à

� f (X ) = � A(X ) =

���������

a1,1 − X a 1,2 · · · a1,n

a2,1 a2,2 − X a 2,n
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,n − X

���������

:

On utilisant la formule du lemme 122, on voit que les coefficients de X n et de
X n−1 sont donnés par le seul terme provenant de � = id{1,...,n}, à savoir

(a1,1 − X )(a2,2 − X ) · · · (an,n − X ) :

Le coefficient de X n est donc égal à (−1)n et le coefficient de X n−1 est donc
égal à

(−1)n−1(a1,1 + a2,2 + · · ·+ an,n) = (−1)n−1trA :

Enfin, le coefficient constant du polynôme caractéristique est donné par sa
valeur en 0, c’est-à-dire � A(0) = detA . �

Théorème 86 (Critère de diagonalisabilité). Un endomorphisme f (res-
pectivement une matrice A) est diagonalisable si et seulement si son polynôme
caractéristique est scindé

� f (X ) = (X − � 1)
ν1 · · · (X − � k)

νk
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et si les dimensions de chaque sous-espace propre est égal à la multiplicité
algébrique de la valeur propre comme racine du polynôme caractéristique

dimEλi = � i :

Dans ce cas, la matrice diagonale obtenue est la matrice diagonale avec � 1 fois
� 1, ..., � k fois � k sur la diagonale.

Démonstration.

(⇒) : Si un endomorphisme f est diagonalisable, alors il existe une base
B dans laquelle la matrice de f est diagonale avec � 1 fois � 1, ..., � k fois
� k sur sa diagonale. Son polynôme caractéristique est alors égal à

� f (X ) = (X − � 1)
ν1 · · · (X − � k)

νk :

En répartissant les vecteurs propres de la base en fonction de leurs
valeurs propres, on en a trouvé � 1 dans Eλ1 , ..., � k dans Eλk , ce qui
implique

dimEλ1 > � 1 ; : : : ;dimEλk > � k :

La proposition 83 stipule que les sous-espaces propres engendrent alors
tout l’espace vectoriel : Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk = U . Le degré du polynôme
caractéristique vaut � 1 + · · ·+ � k = n, d’où on tire que

dimEλ1 = � 1 ; : : : ; dimEλk = � k :

(⇐) : Si le polynôme caractéristique est scindé

� f (X ) = (X − � 1)
ν1 · · · (X − � k)

νk ;

alors son degré est égal à � 1 + · · · + � k = n. Comme les sous-espaces
propres sont en somme directe par la proposition 83 et comme la di-
mension de chaque sous-espace propre vaut dimEλi = � i, alors les sous-
espaces propres engendrent alors tout l’espace vectoriel. On conclut
alors avec le second point de la proposition 83.

�

Théorème 88 (Critère de trigonalisabilité). Un endomorphisme f (res-
pectivement une matrice A) est trigonalisable si et seulement si son polynôme
caractéristique est scindé

� f (X ) = (X − � 1)
ν1 · · · (X − � k)

νk :

Dans ce cas, la matrice triangulaire obtenue est une matrice avec � 1 fois � 1,
..., � k fois � k sur la diagonale.

Démonstration. Pour une fois, faisons la démonstration pour une ma-
trice A , ce sera plus simple.



2. CHAPITRE 3 383

(⇒) : Si une matrice A est trigonalisable, alors il existe une matrice inver-
sible P ∈ GLn telle que la matrice conjuguée P AP −1 est triangulaire
supérieure avec � 1 fois � 1, ..., � k fois � k sur sa diagonale. La proposi-
tion 75 et la proposition 72 impliquent alors que le polynôme caracté-
ristique de A est égal à

� A(X ) = det(A − XI ) = det(P AP −1 − XI ) = (X − � 1)
ν1 · · · (X − � k)

νk :

(⇐) : Montrons la réciproque par récurrence sur la taille n de la matrice
carrée. Pour n = 1, c’est automatique. Supposons le résultat vrai pour
n−1 et montrons le pour n. Si le polynôme caractéristique d’une matrice
A est scindé

� A(X ) = (X − � 1)
ν1 · · · (X − � k)

νk ;

alors � 1 est valeur propre et donc un existe au moins un vecteur propre
~u1 ∈ Rn associé. On le complète en une base B de Rn par le théorème de
la base incomplète (théorème 35). La matrice P composée du vecteur
~u1 à la première colonne et des autres vecteurs de B ensuite vérifie

P−1AP =

0

BBB@

� 1 ∗ · · · ∗
0
... A ′

0

1

CCCA
;

où A ′ est une matrice carrée de taille (n− 1)× (n− 1). En développant
par rapport à la première colonne le déterminant de A −XI , on trouve

� A(X ) = (� 1 − X )� A′(X ) :

On en déduit que le polynôme caractéristique de la matrice A ′

� A′(X ) = (X − � 1)
ν1−1 · · · (X − � k)

νk

est scindé. Par l’hypothèse de récurrence, la matrice A ′ est trigonali-
sable, c’est-à-dire qu’il existe une matrice inversible Q ∈ GLn−1 telle
que Q−1A ′Q = T soit triangulaire supérieure. On considère la matrice

R :=

0

BBB@

1 0 · · · 0
0
... Q

0

1

CCCA
:

Elle est inversible et son inverse est égale à

R−1 :=

0

BBB@

1 0 · · · 0

0
... Q−1

0

1

CCCA
:
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On obtient donc

(P R)−1A(P R) = R−1P−1AP R =

0

BBB@

� 1 ∗ · · · ∗
0
... T
0

1

CCCA
;

ce qui montre que la matrice A est trigonalisable.

�

Théorème 90 (de Cayley–Hamilton). Pour toute matrice carrée A (res-
pectivement tout endomorphisme), l’évaluation de son polynôme caractéristique
en A, donne la matrice nulle

� A(A) = 0 :

Démonstration. On démontre ce résultat pour un endomorphisme f
d’un espace vectoriel U de dimension finie ; il s’agit donc de montrer que
� f (f )(~x) = ~0, pour tout vecteur ~x de U . Soit ~x ∈ U un vecteur non nul.
Comme la dimension de U est finie, il existe un plus petit entier strictement
positif k > 1 tel que la famille

�
~x; f (~x); f 2(~x); : : : ; f k(~x)

�

soit liée, donc il existe a0; : : : ; ak−1 ∈ R tels que

f k(~x) + ak−1f k−1(~x) + · · ·+ a1f (~x) + a0~x = ~0 :

Par définition, la famille
�
~x; f (~x); f 2(~x); : : : ; f k−1(~x)

�
est libre et on la com-

plète en une base B de U , par le théorème 35. La matrice de l’endomorphisme
f dans la base B est de la forme

MatB,B(f ) =
�

A B
0 C

�
; avec A =

0

BBBBBB@

0 · · · · · · 0 −a0

1 0
... −a1

0 1
. . .

... · · ·
...

. . . . . . 0 −ak−2

0 · · · 0 1 −ak−1

1

CCCCCCA
:

Le lemme 122 montre que � f = � A� C = � C � A, ce qui implique

� f (f )(~x) = � C(f ) ◦ � A(f )(~x) :

Or, en développant le déterminant de A−XI k par rapport à la dernière colonne,
on voit qu’il est égal à

� A(X ) = det(A − XI k) = (−1)k
�

X k + ak−1X k−1 + · · ·+ a1X + a0

�
:
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Au final, ce dernier calcule implique que

� f (f )(~x) = � C(f ) ◦ � A(f )(~x)

= (−1)k� C(f )
�

f k(~x) + ak−1f k−1(~x) + · · ·+ a1f (~x) + a0~x
�
= ~0 :

�

3. Chapitre 1

Avec les notions et résultats de l’algèbre linéaire, on peut maintenant dé-
montrer facilement les propositions suivantes du chapitre 1 portant sur les
matrices 1.

Proposition 23. Soit A ∈ Mn une matrice carrée. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes.

� La matrice A est inversible : ∃X ∈ Mn ; AX = I n = XA .
� La matrice A est inversible à droite : ∃X ∈ Mn ; AX = I n .
� La matrice A est inversible à gauche : ∃X ∈ Mn ; XA = I n .

Démonstration. Si une matrice est inversible, elle l’est à gauche et à
droite. Dans l’autre sens, si elle est inversible d’un côté, alors son déterminant
n’est pas nul car det(AX ) = detA detX = det I n = 1 , par la proposition 75

�

Proposition 24. Une matrice carrée est inversible si et seulement si la
matrice échelonnée issue du pivot de Gauss n’est composée que de 1 sur sa
diagonale.

Démonstration. On introduit les matrices élémentaires suivantes. Soient
1 6 i 6= j 6 n et soit � ∈ R.

� La matrice Pij est obtenue à partir de la matrice identité I n en déplaçant
le 1 situé à la i e ligne de la i e colonne à la j e colonne et en déplaçant le
1 situé à la j e ligne de la j e colonne à la i e colonne :

Pij =

0

BBBBBBBBBB@

1
. . .

0 1
. . .

1 0
. . .

1

1

CCCCCCCCCCA

:

1. Vous remarquerez que nous ne les avons pas utilisées pour démontrer les propositions
utilisées pour les démontrer ... En clair, on ne se mord pas la queue.
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� La matrice Ei(� ) est obtenue à partir de la matrice identité I n en rem-
plaçant le 1 situé à la i e ligne et i e colonne par � :

Ei(� ) =

0

BBBBB@

1
. . .

�
. . .

1

1

CCCCCA
:

� La matrice Eij(� ) est obtenue à partir de la matrice identité I n en
ajoutant � à la i e ligne et j e colonne :

Eij(� ) =

0

BBBBB@

1
. . .

1 �
. . .

1

1

CCCCCA
:

On peut alors interpréter les opérations élémentaires sur les lignes d’une ma-
trice comme des multiplications à gauche par des matrices élémentaires.

� Intervertir les deux lignes L i ↔ L j d’une matrice carrée A revient à la
multiplier à gauche par la matrice élémentaire Pij .
� Multiplier une ligne L i → �L i de la matrice A revient à la multiplier à

gauche par la matrice élémentaire Ei(� ).
� Ajouter � fois une ligne à une autre ligne L i → L i + �L j de la matrice

A revient à la multiplier à gauche par la matrice élémentaire Eij(� ).
La matrice échelonnée T obtenue grâce à l’algorithme du pivot de Gauss est
égale à

T = M 1 · · ·M kA ;

où les matrices M 1; : : : ; M k sont des matrices élémentaires. La matrice T est
une matrice triangulaire supérieure, donc son déterminant est égal au produit
des 0 et des 1 qui forment sa diagonale par la proposition 72. Il est rapide de
calculer les déterminants des matrices élémentaires :

detPij = −1 ; detEi(� ) = � et detEij(� ) = 1 :

Comme la multiplication d’une ligne l’est toujours avec un scalaire � 6= 0
différent de 0, le déterminant du produit M 1 · · ·M k est non nul par la propo-
sition 75. Au final, en utilisant le corollaire 78, la matrice A est inversible si et
seulement si son déterminant n’est pas nul, ce qui est équivalent au fait que le
déterminant de T n’est pas nul, chose qui arrive uniquement si les coefficients
de la diagonale de T ne sont que des 1. �
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Proposition 25. Pour toute matrice inversible A, la matrice carrée, située
à droite de la matrice finale de l’algorithme du pivot de Gauss est la matrice
inverse A−1.

Démonstration. On utilise à nouveau l’interprétation introduite à la dé-
monstration précédente des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice
comme des multiplications à gauche par des matrices élémentaires. Dans l’al-
gorithme du pivot de Gauss, on commence avec la paire de matrices (A | I n),
puis on effectue la même suite d’opérations élémentaires sur les lignes de A et
de I n. Au final, la matrice de gauche est égale à

M 1 · · ·M kA = I n ;
où les matrices M 1; : : : M k sont élémentaires et inversibles, et la matrice de
droite est égale à

M 1 · · ·M kI n = M 1 · · ·M k :
De la première égalité, on tire que l’inverse de la matrice A est égale à

A−1 = M 1 · · ·M k ;
qui est la matrice apparaissant à droite à la fin de l’algorithme du pivot de
Gauss. �

4. Chapitre 4

Proposition 99. Soit (E ; 〈 ; 〉) un espace euclidien.

� Homogénéité : Pour tout � ∈ R et pour tout ~x ∈ E , ‖�~x ‖ = |� | ×‖~x‖ .

� Inégalité de Cauchy–Schwarz : Pour tout ~x; ~y ∈ E ,

| 〈~x; ~y〉 | 6 ‖~x‖ × ‖~y‖ :

� Inégalité triangulaire : Pour tout ~x; ~y ∈ E ,

‖~x + ~y‖ 6 ‖~x‖+ ‖~y‖ :

Démonstration.
� On a

‖�~x ‖ :=
p
〈�~x; �~x 〉 =

p
� 2 〈~x; ~x〉 = |� |

p
〈~x; ~x〉 = |� | × ‖~x‖ :

� Soient ~x; ~y deux vecteurs de E . Comme la forme bilinéaire 〈 ; 〉 est po-
sitive, on a

〈�~x + ~y; �~x + ~y〉 = � 2 ‖~x‖2 + 2� 〈~x; ~y〉+ ‖~y‖2 > 0 ; ∀� ∈ R :
Cela implique que le discriminant du polynôme

‖~x‖2 X 2 + 2 〈~x; ~y〉X + ‖~y‖2

est négatif, c’est-à-dire

4 〈~x; ~y〉2 − 4 ‖~x‖2 ‖~y‖2 6 0 :
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On en déduit

〈~x; ~y〉2 6 ‖~x‖2 ‖~y‖2 puis | 〈~x; ~y〉 | 6 ‖~x‖ × ‖~y‖ :
� C’est une conséquence directe de l’inégalité de Cauchy–Schwarz :

‖~x + ~y‖2 = 〈~x + ~y; ~x+ ~y〉 = ‖~x‖2 + 2 〈~x; ~y〉+ ‖~y‖2

6 ‖~x‖2 + 2 ‖~x‖ ‖~y‖+ ‖~y‖2 = (‖~x‖+ ‖~y‖)2 :
�

Proposition 105. Soit A ⊂ E un sous-espace vectoriel d’un espace vecto-
riel euclidien (E ; 〈 ; 〉).

� La dimension du sous-espace orthogonal A⊥ est donnée par

dimA⊥ = dim E − dimA :

Démonstration. Soit ~u1; : : : ; ~uk une base de A que l’on complète en une
base ~u1; : : : ; ~un de E par le théorème 35. On considère l’application linéaire

�
Λ : E → Rn

~x 7→ (〈~x; ~u1〉 ; : : : ; 〈~x; ~un〉)
Elle est injective car le produit scalaire 〈 ; 〉 est non-dégénéré. Comme n est la
dimension de l’espace vectoriel E , les deux espaces vectoriels source et but de Λ
sont de même dimension et donc cette application linéaire est un isomorphisme
par le théorème 62. Considérons le sous-espace vectoriel F ⊂ Rn composé des
vecteurs dont les k premières coordonnées sont nulles. Avec cette définition, on
voit que A⊥ = Λ−1(F ). Comme l’application linéaire Λ est un isomorphisme,
elle préserve les dimensions des sous-espaces vectoriels et donc

dimA⊥ = dimF = n − k = dim E − dimA :
�

Proposition 96.
� Une forme bilinéaire définie est non-dégénérée.
� Une forme bilinéaire symétrique positive non-dégénérée est définie.

Démonstration. Le premier point a été montré dans le corps du texte ;
on ne démontre ici que le second. Soit Φ : E × E → R une forme bilinéaire
symétrique positive non-dégénérée. Soit ~x ∈ E tel que Φ(~x; ~x) = 0. Par l’ab-
surde, supposons que ~x 6= ~0 n’est pas nul ; on considère le sous-espace vectoriel
F = Vect(~x) qu’il engendre.

On prétend que
F ⊕ F ⊥ = E :

Pour cela, on va utiliser deux idées déjà présentes dans les démonstrations
précédentes. La démonstration de la proposition 105, valide pour toute forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée, montre que

dimF + dimF ⊥ = dim E :
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Il reste donc à montrer que F ∩ F ⊥ = {~0}. Soit ~y ∈ F ∩ F ⊥ et soit ~z ∈ E .
Comme la forme bilinéaire Φ est positive, on a

Φ(~y+ t~z; ~y+ t~z) = Φ(~y; ~y)t2 + 2Φ(~y; ~z)t +Φ(~z; ~z) > 0

pour tout t ∈ R. Donc le discriminant de ce polynôme de degré 2 est négatif,
ce qui implique

Φ(~y; ~z)2 6 Φ(~y; ~y)
| {z }

=0

Φ(~z; ~z) = 0 ;

car ~y ∈ F ∩F ⊥ . on a donc Φ(~y; ~z) = 0, pour tout ~z ∈ E , ce qui implique ~y = ~0
comme la forme bilinéaire Φ est non-dégénérée.

On conclut en considérant une base ~u2; : : : ; ~un de F ⊥. De

Φ(~x; ~x) = 0 et Φ(~x; ~ui) = 0 ; pour tout 2 6 i 6 n ;

on conclut que Φ(~x; ~z) = 0, pour tout ~z ∈ E , car {~x; ~u2; : : : ; ~un} est une base
de E . La non-dégénéresence de la forme bilinéaire Φ implique ~x = ~0, d’où la
contradiction et la fin de la démonstration. �

Théorème 109 (Diagonalisation des matrices symétriques). Toute ma-
trice symétrique M ∈ Sn est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres de l’espace euclidien (Rn; 〈 ; 〉). De manière équivalente, cela
signifie qu’il existe une matrice orthogonale P ∈ On telle que le produit tP MP
est une matrice diagonale

tP MP =

0

BBB@

� 1 0 : : : 0

0 � 2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 � n

1

CCCA
:

Démonstration. On a déjà montré dans le corps du texte que les sous-
espaces propres associés à des valeurs propres distinctes sont orthogonaux :
Eλ ⊥ Eµ pour � 6= � . Il reste à montrer que la somme des dimensions des
sous-espaces propres est toujours maximal, égal à n, dans le cas des matrices
symétriques. Pour cela, on considère de manière équivalente l’endomorphisme

�
f M : Rn → Rn

X 7→ MX ;
associé à M . On va commencer par établir les deux lemmes suivants.

Lemme A: Pour tout sous-espace F ⊂ Rn stable par l’endomorphisme f M ,
son orthogonal F ⊥ est encore stable par f M . Sa démonstration découle
du calcul direct suivant :

〈f M (X ); Y 〉 = t(MX )Y = tX tMY = tXMY =

*

X; f M (Y )
| {z }

∈F

+

= 0 ;
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pour tout X ∈ F ⊥ et Y ∈ F .

Lemme B: Toute matrice symétrique M , ou son endomorphisme f M , ad-
met au moins une valeur propre. Pour la seule fois de ce livre, on va
avoir recours à des outils venant d’un autre (magnifique) domaine : la
topologie. On considère la sphère unité de Rn :

S := {X ∈ Rn | ‖X ‖ = 1} :

La forme quadratique qM (X ) := tXMX associée à M est une appli-
cation continue de Rn dans R. Comme la sphère S est compacte, son
image par qM admet un maximum � > 0 qui est atteint :

∃X 0 ∈ S ; qM (X 0) = � = max
X∈S

qM (X ) :

Par définition, la forme quadratique

q(X ) := � ‖X ‖2 − qM (X )

est positive et sa forme polaire est donnée par

’ (X; Y ) = tX (�I n −M )Y :

Comme ’ (X 0; X 0) = 0, cette dernière n’est pas définie, donc elle est
dégénérée, par la proposition 96. Ceci signifie qu’il existe un vecteur
X λ ∈ Rn non nul tel que

’ (X; X λ) =
tX (�I n −M )X λ = 〈X; (�I n −M )X λ〉 = 0 ;

pour tout X ∈ Rn. De la non-dégérénescence du produit scalaire cano-
nique, on tire (�I n −M )X λ = 0, c’est-à-dire MX λ = �X λ. Donc � est
valeur propre de M et de f M .

À l’aide de ces deux résultats, on peut maintenant conclure la démonstra-
tion par récurrence sur la dimension n. Le résultat est trivialement vrai pour
n = 1. Supposons qu’il est vrai jusqu’à n − 1 et montrons qu’il le reste pour
n. Par le lemme B, l’endomorphisme f M admet une moins une valeur propre
� , c’est-à-dire que la dimension du sous-espace propre Eλ est plus grande que
1. Par le lemme A, le sous-espace vectoriel (Eλ)

⊥, orthogonal au sous-espace
propre Eλ, est stable par f M . Sa dimension est égale à

dim (EΛ)
⊥ = n − dimEλ < n ;

par la proposition 105. On peut donc lui appliquer l’hypothèse de récurrence,
ce qui conclut la démonstration. �

Proposition 112. La signature d’une forme bilinéaire symétrique est in-
dépendante de la base choisie.

Démonstration. Cette démonstration est l’occasion de montrer la for-
mule intrinsèque suivante de la signature, c’est-à-dire ne dépendant que de
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la forme bilinéaire symétrique Φ et non de la base B dans laquelle on peut
l’écrire : la signature (r; s) de Φ est égale à

r = max (dimF |F sous-espace vectoriel tel que Φ|F définie positive)
s = max (dimG |G sous-espace vectoriel tel que Φ|G définie négative) ;

où une forme bilinéaire est négative lorsque Φ|G(~x; ~x) 6 0 , pour tout ~x ∈ G.
Soit B = {~e1; : : : ;~en} une base et de l’espace vectoriel ambiant E soit

MatB(Φ) la matrice symétrique de la forme bilinéaire Φ dans cette base. Par
le théorème 109, il existe une matrice orthogonale P ∈ On(R), c’est-à-dire
tP = P−1, telle que

tPMatB(Φ)P = P−1MatB(Φ)P =

0

BBB@

� 1 0 : : : 0

0 � 2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 � n

1

CCCA
;

avec � 1; : : : ; � r > 0, � r+1; : : : ; � r+s < 0 et � r+s+1; : : : ; � n = 0 . Il s’agit là des
valeurs propres de la matrice MatB(Φ) et la signature de cette matrice est donc
égale à (r; s). On considère la base formée des vecteurs

~uj :=
nX

i=1

pi,j~ei ; pour 1 6 j 6 n :

Soit F le sous-espace vectoriel engendré par les r vecteurs ~u1; : : : ; ~ur. On voit
que la restriction de la forme bilinéaire Φ à F est définie positive :

Φ(x1~u1 + · · ·+ xr~ur; x1~u1 + · · ·+ xr~ur) = � 1x2
1 + · · ·+ � rx2

r > 0 :

On a donc

r 6 max (dimF |F sous-espace vectoriel tel que Φ|F définie positive) :

Dans l’autre sens, considérons l’espace vectoriel G engendré par les n − r vec-
teurs ~ur+1; : : : ; ~un : par définition, il est de dimension n − r et la restriction
Φ|G est négative. Soit F un sous-espace vectoriel tel que la restriction Φ|F
soit définie positive. Les deux sous-espaces vectoriels F et G sont en somme
directe : soit ~x ∈ F ∩G, alors Φ(~x) est positif (~x ∈ F ) et négatif (~x ∈ G) donc
Φ(~x) = 0 et comme Φ|F est définie, alors ~x = ~0 . La dimension de G impose
alors dimF 6 r , ce qui conclut la démonstration pour r . Pour s, les arguments
sont similaires. �

Théorème 120 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit q : E → R une forme
quadratique de signature sgn q = (r; s).

� Il existe r + s formes linéaires {li : E → R}16i6r+s linéairement indé-
pendantes telles que

q(~x) = l1(~x)2 + · · ·+ lr(~x)2 − lr+1(~x)2 − · · · − lr+s(~x)2 :
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� Si la forme quadratique q s’écrit sous la forme

q(~x) = l1(~x)2 + · · ·+ lr(~x)2 − lr+1(~x)2 − · · · − lr+s(~x)2 ;

où les {li : E → R}16i6r+s sont des formes linéaires linéairement in-
dépendantes, alors (r; s) est égal à la signature de la forme quadratique
q.

Démonstration.
� Il s’agit encore d’un corollaire de la proposition 110 appliquée à la forme

polaire ’ de la forme quadratique q. Soit B = {~u1; : : : ; ~un} une base qui
diagonalise la forme polaire, c’est-à-dire

MatB(’ ) =

0

BBB@

� 1 0 : : : 0

0 � 2
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 · · · 0 � n

1

CCCA
;

avec � 1; : : : ; � r > 0, � r+1; : : : ; � r+s < 0 et � r+s+1; : : : ; � n = 0 . Pour
1 6 i 6 n, on considère les formes linéaires li : E → R définies par

li(~x) = li(x1~u1 + · · ·+ xn~un) :=
p
|� i|xi :

Il est clair qu’elles sont linéairement indépendantes. On a alors

q(~x) = q(x1~u1 + · · ·+ xn~un) = � 1x2
1 + · · ·+ � nx2

n

= l1(~x)2 + · · ·+ lr(~x)2 − lr+1(~x)2 − · · · − lr+s(~x)2 :

� On commence par compléter la famille libre {li : E → R}16i6r+s en
une base {li : E → R}16i6n de l’espace vectoriel dual Hom(E ;R) . On
montre ensuite que l’application linéaire

�
Λ : E → Rn

~x 7→ (l1(~x); : : : ; ln(~x))

est bijective. Soit ~x ∈ kerΛ un vecteur du noyau de Λ. Comme les
formes linéaires {li}16i6n sont génératrices de Hom(E ;R), on a f (~x) =
0, pour toute forme linéaire. Par l’absurde, si ~x n’est pas nul, alors on
le complète en une base {~x;~e2; : : : ;~en} de E et la forme linéaire

f (� 1~x + � 2~e2 + · · ·+ � n~en) := � 1

vérifie f (~x) = 1, ce qui est contradictoire. Donc ~x = ~0 et Λ est injective.
Comme tous les espaces vectoriels en présence sont de même dimension,
à savoir

dimE = dimRn = dimHom(E ;R) = n ;

l’application Λ est un isomorphisme par le théorème 62. On considère
la décomposition de Rn ∼= Rr ⊕ Rs ⊕ Rn−r−s, où la copie de Rr dans
Rn correspond aux vecteurs dont les n − r dernières composantes sont
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nulles, où la copie de Rs dans Rn correspond aux vecteurs dont les r
premières composantes et les n−r−s dernières composantes sont nulles
et où la copie de Rn−r−s dans Rn correspond aux vecteurs dont les r +s
premières composantes sont nulles. L’image de cette décomposition de
Rn par l’isomorphisme inverse Λ−1 donne la décomposition

E = P ⊕ N ⊕ K ;

où ~x ∈ P si et seulement si li(~x) = 0 pour r + 1 6 i 6 n, où ~x ∈ N
si et seulement si li(~x) = 0 pour 1 6 i 6 r et pour r + s 6 i 6 n et
où ~x ∈ K si et seulement si li(~x) = 0 pour 1 6 i 6 r + s. La forme
quadratique q est définie positive sur P et négative sur N ⊕ K : les
mêmes arguments qu’à la fin de la démonstration de la proposition 112
montrent que (dimP;dimN ) = (r; s) est la signature de q .

�

Théorème 115 (de Sylvester). Soit M ∈ Sn une matrice symétrique. Si
tous ses mineurs principaux dominants sont non nuls,

� k(M ) 6= 0; ∀ 1 6 k 6 n ;

alors on compte le nombre de changements de signes dans la suite

1; � 1(M ); � 2(M ); : : : ; � n(M )

que l’on note t. Dans ce cas, la signature de la matrice est donnée par

sgnM = (n − t; t ) :

Démonstration. Par récurrence sur la dimension n, on va montrer la
forme suivante de réduction des matrices symétriques dans le cas où tous les
mineurs principaux dominants sont non nuls :

∃P ∈ GLn ; tP MP =

0

BBBB@

� 1(M ) 0 : : : 0

0 δ2(M)
δ1(M)

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 δn (M)
δn −1(M)

1

CCCCA
:

En considérant la forme bilinéaire Φ(X; Y ) = tXMY , on aura que sa signature
est égale à celle de la matrice M et on pourra conclure avec la proposition 112.

Pour n = 1, le résultat est trivial. Supposons qu’il soit vrai pour n − 1 et
montrons le pour n. On note F le sous-espace vectoriel de Rn composé des
vecteurs dont la dernière coordonnée est nulle et on note M ∈ Mn−1 la matrice
obtenue à partir de M en supprimant la dernière ligne et la dernière colonne.
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Par hypothèse de récurrence, il existe une matrice Q ∈ GLn−1 telle que

tQMQ =

0

BBBB@

� 1(M ) 0 : : : 0

0 δ2(M)
δ1(M)

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · 0 δn −1(M)
δn −2(M)

1

CCCCA
:

On note Q1; : : : ; Qn−1 ∈ Rn−1 les vecteurs colonnes de la matrice Q qui sont
libres ; en ajoutant un dernier coefficient nul à ces vecteurs, on obtient une
base P1; : : : ; Pn−1 de F qui est orthogonale pour Φ.

On prétend que l’orthogonal de F pour Φ

F ⊥ := {X ∈ Rn | Φ(X; Y ) = 0 ; ∀Y ∈ Rn}

est un supplémentaire de F , c’est-à-dire

F ⊕ F ⊥ = Rn :

Montrons déjà que F et F ⊥ sont en somme directe. Tout vecteur de F ∩ F ⊥

s’écrit x1P1 + · · · + xn−1Pn−1, avec x1; : : : ; xn−1 ∈ R, car il est dans F , et il
vérifie

Φ(x1P1 + · · ·+ xn−1Pn−1; Pi) = xiΦ(Pi; Pi) = 0 ; pour tout 1 6 i 6 n − 1 ;

car il est dans F ⊥. Comme Φ(Pi; Pi) 6= 0, on a xi = 0, pour tout 1 6 i 6 n−1.
Il reste à montrer que dimF ⊥ = 1. Pour cela, on commence par remarquer

le résultat suivant : pour tout sous-espace vectoriel G ⊂ Hom(Rn;R), le sous-
espace vectoriel

G◦ := {X ∈ Rn | f (X ) = 0 ; ∀f ∈ G} ⊂ Rn

est de dimension

(?) dimG◦ = n − dimG :

On considère une base {li : Rn → R}16i6k de G que l’on complète en une base
{li : Rn → R}16i6n de l’espace vectoriel dual Hom(Rn;R) . On utilise ensuite
l’isomorphisme �

Λ : Rn → Rn

X 7→ (l1(X ); : : : ; ln(X )) ;
introduit à la démonstration précédente. Le sous-espace vectoriel de Rn com-
posé des vecteurs dont les k premières coordonnées sont nulles est isomorphe à
Rn−k et son image réciproque par l’isomorphisme Λ est égal à G◦. Ce dernier
est donc de dimension égale à n − k. Ensuite, comme le forme bilinéaire Φ est
non-dégénérée, l’application linéaire

�
Ψ : Rn → Hom(Rn;R)

X 7→ Φ(X; −)
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est injective. En appliquant l’égalité (?) à G := Ψ(F ), et en remarquant que
(Ψ(F ))◦ = F ⊥, on obtient

dimF ⊥ = dim (Ψ(F ))◦ = n − dimΨ(F ) = n − dimF = 1 :

Comme F ⊕ F ⊥ = Rn et comme le sous-espace orthogonal F ⊥ est de
dimension 1, on considère un vecteur Pn ∈ F ⊥ non nul qui l’engendre. Au
final, la famille P1; : : : ; Pn forme une base de Rn orthogonale pour Φ ; la matrice
inversible P formée de ces vecteurs en colonnes successives vérifie donc

tP MP =

0

BBBB@

� 1(M ) 0 : : : 0

0
. . . . . .

...
...

. . . δn −1(M)
δn −2(M) 0

0 · · · 0 !

1

CCCCA
:

En passant au déterminant, on trouve

det
�
tP MP

�
= (detP)2� n(M ) = � n−1(M )! :

Quitte à renormaliser le vecteur Pn en 1
detP Pn, on peut supposer que le déter-

minant de P vaut 1 ; on a donc

! =
� n(M )

� n−1(M )
;

ce qui conclut la démonstration. �

Proposition 97 (Critère de Sylvester). Une forme bilinéaire symétrique
Φ : E ×E → R est définie et positive si et seulement si tous les mineurs extraits
dominants de la matrice associée dans une base B sont strictement positif

� k(MatB(Φ)) > 0; pour tout k = 1; : : : ; n :

Démonstration. C’est un cas particulier du théorème de Sylvester (thé-
roème 115) démontré ci-dessus. �





APPENDICE B

Annales

1. Contrôle continu 1 (I)

�

Questions de cours.
On considère une famille A = {~a1; : : : ; ~an} d’un espace vectoriel V.

(1) Donner la définition de Vect(A), le sous-espace vectoriel de V engendré
par A.

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lVect(A) `d`e V `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ˚u‹n`e ˜f´affl-
”m˚i˜l¨l´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s A `e˙sfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“n¯s ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s
`dffl’`é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eA :

Vect(A) := {� 1 ~a1 + · · ·+ � n ~an ∈ V | � 1; : : : ; � n ∈ R} :

(2) Donner sa principale propriété.

C’`e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l`d`e V, `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p˜lˇu¯s ¯p`eˇtˇi˚t ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `c´o“n˚t´e›n`a‹n˚t ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯sA : ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lZ `d`e V, ¯sfi˚iffl Z `c´o“n˚tˇi`e›n˚t A, `a˜l´o˘r¯s Z `c´o“n˚tˇi`e›n˚t
Vect(A)

A ⊂ Z =⇒ Vect(A) ⊂ Z :

�

Exercice 1 (Nombre complexe).
On considère le nombre complexe

! :=

√
3 + 3i
1− i

:

(1) Calculer ! sous forme algébrique ! = x + iy , c’est-à-dire déterminer la
partie réele x et la partie imaginaire y.
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E”nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´o“n¯jˇu`gˇu`é `d˚uffl `d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t
√
3 + 3i
1− i

=
(
√
3 + 3i )(1 + i )

2
=

(
√
3− 3) + i (

√
3 + 3)

2
:

(2) Mettre ! sous forme polaire �e iθ, c’est-à-dire déterminer le module � et
l’argument � .

O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ”m`eˇtˇtˇr`e ˜l´e ”n˚u‹m`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl √3 + 3i ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e
¯p`o˝l´a˚i˚r`e :

√
3 + 3i = 2

√
3

 √
3

2
√
3
+

3

2
√
3

i

!

= 2
√
3

 
1

2
+

√
3

2
i

!

= 2
√
3

�
cos

�
3
+ i sin

�
3

�
= 2
√
3ei

π
3 :

P̊u˚i¯s, `o“nffl ”m`eˇt ˜l´e `d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e :

1− i =
√
2

 √
2

2
−
√
2

2
i

!

=
√
2

�
cos

�
− �
4

�
+ i sin

�
− �
4

��

=
√
2e−i

π
4 :

O”nffl ¯p`eˇu˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `d˚i‹v˘i¯sfi`eˇrffl ˜l´e˙s `d`eˇu‹x :

! =
2
√
3ei

π
3

√
2e−i

π
4

=
√
6ei(

π
3 + π

4 ) =
√
6ei

7π
12

(3) Combien de solutions complexes z ∈ C, l’équation z2 = ! admet-elle ?
Énoncer le théorème que vous utilisez.

P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ˜f´o“n`d`a‹m`e›n˚t´a˜l `d`e ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e `é´qfi˚u`affl-
˚tˇi`o“nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m˚i`a˜l´e `d`e `d`e´gˇr`é 2 `a`d‹m`eˇt `d`eˇu‹x ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s,
`c´o“m¯p˚t´é´e˙s `a‹vfle´c ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´é.

(4) Déterminer toutes les solutions z ∈ C, sous la forme de votre choix, de
l’équation z2 = ! .

O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`ez = reit :

z2 = r 2e2it =
√
6ei

7π
12 ;
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C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e
r = 6

1
4 `eˇt 2t =

7�
12

+ 2k�; `a‹vfle´c k ∈ Z :

C`eˇtˇt´e `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl `é´qfi˚u˚i‹vˆa˚u˚t `àffl
t =

7�
24

+ k�; `a‹vfle´c k ∈ Z :

I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `a˜l´o˘r¯s `d`e `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl ˜l´e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯sk = 0 `eˇt k = 1 ¯p`o˘u˚rffl
˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯sz1 `eˇt z2 `d`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl :

z1 = 6
1
4ei

7π
24 `eˇt z2 = 6

1
4ei

31π
24 :

�

Exercice 2 (Espace vectoriel).
On considère les vecteurs suivants de R3 :

~v1 := (1;−3;−5); ~v2 := (3; 4;−2) et ~v3 := (1; 10; 8) :

(1) Ces vecteurs sont-ils libres ?

O”nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e `c´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é~v3 = ~v2 − 2~v1, `c´e `qfi˚u˚iffl
`é´qfi˚u˚i‹vˆa˚u˚t `àffl ˜l´affl `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ”n`o“nffl-˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

2~v1 − ~v2 + ~v3 = 0 :

C`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`e ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˜lˇi˜b˘r`e˙s; ˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi`é˙s.
(2) Quelle est la dimension de Vect({~v1;~v2;~v3}), le sous-espace vectoriel de

R3 engendré par ~v1, ~v2 et ~v3 ?

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ˜lˇi`g›n`e˙s~v1, ~v2 `eˇt
~v3 `eˇt `o“nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e :

0

@
1 −3 −5
3 4 −2
1 10 8

1

A ∼

0

@
1 −3 −5
0 13 13
0 13 13

1

A ∼

0

@
1 −3 −5
0 1 1
0 0 0

1

A :

L 2 ← L 2 − 3L 1

L 3 ← L 3 − L 1

L 2 ← 1
13L 2

L 3 ← L 3 − L 2

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e `affl `d`eˇu‹x ˜lˇi`g›n`e˙s ”n`o“nffl-”n˚u˜l¨l´e˙s, ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lVect({~v1;~v2;~v3}) `d`e R3 `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ~v1, ~v2 `eˇt
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~v3 `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2.
dimVect({~v1;~v2;~v3}) = 2

(3) Montrer que

W := {(x; y; z) ∈ R3 | 2x − y + z = 0} :
est un sous-espace vectoriel de R3.

O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´affl ¯p˚r`o¸p`o¸sfi˚i˚tˇi`o“nffl `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e.
• L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e W ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”v˘i`d`e : ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l
(0; 0; 0), `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `àffl W.
• L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e W `e˙sfi˚t ¯sfi˚t´a˜b˝l´e ¯p`a˚rffl `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e : ¯sfi`o˘i`e›n˚t
(x; y; z); (x ′; y′; z′) ∈W `eˇt ¯sfi`o˘i`e›n˚t �; � ∈ R, ”m`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e � (x; y; z)+

� (x ′; y′; z′) = (�x + �x ′; �y + �y ′; �z + �z ′) ∈ W. C`o“m‹m`e (x; y; z);
(x ′; y′; z′) ∈W, `o“nffl `affl

2x − y + z = 0 `eˇt 2x ′ − y′ + z′ = 0 :

D’`o˘ùffl
2(�x + �x ′)− (�y + �y ′) + (�z + �z ′) =

� (2x − y + z) + � (2x ′ − y′ + z′) = 0 :

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e W `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`eR3.
(4) Montrer que W = Vect({~v1;~v2;~v3}).

O”nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~v1, ~v2 `eˇt ~v3 ¯sfi`o“n˚t `d`a‹n¯s W. D`o“n`c ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lVect({~v1;~v2;~v3}), `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl `c´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s, `e˙sfi˚t
˚i‹n`c¨lˇu¯s `d`a‹n¯s W. O˚rffl, `c´e˙s `d`eˇu‹x ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s `o“n˚t ˜l´affl ”m`ê›m`e
`d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl. I˜l˙s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c `é´g´a˚u‹x.

W = Vect({~v1;~v2;~v3})

(5) Donner deux bases différentes de W.

L`affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`é´e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl(2) ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´c-
˚t´eˇu˚r¯s

{(1;−3;−5); (0; 1; 1)} ;

`c´o“m¯p`o¸sfi`a‹n˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`é´e, ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`eW.
L`e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s

{~v1;~v2}



1. CONTRÔLE CONTINU 1 (I) 401

”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s. I˜l˙s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c ˜lˇi˜b˘r`e˙s. C`o“m‹m`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lW `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2, ˚i˜l˙s ˜f´o˘r‹m`e›n˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e
˜bˆa¯sfi`e `d`e `c´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl.

(6) Donner un supplémentaire de W dans R3.

O”nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lS := Vect({~e1}) `e›n`g´e›n`d˚r`é
¯p`a˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~e1 := (1; 0; 0). L`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eS ¯sfi`o“n˚t ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e (x; 0; 0), `a‹vfle´c x ∈ R. L’˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e S `eˇt `d`e W `e˙sfi˚t
`d`o“n`c `c´o“m¯p`o¸sfi`é´e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e(x; 0; 0) `qfi˚u˚iffl ¯sfi`a˚tˇi¯sfi˜f´o“n˚t
2x − 0 + 0 = 0, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`ex = 0. O”nffl `affl `a˚i‹n¯sfi˚iffl S ∩W = {(0; 0; 0)}.
C`e `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e S `a‹vfle´c W `e˙sfi˚t `d˚i˚r`e´cˇt´e :S⊕W.
C`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl

dimS⊕W = dimS + dimW = 1 + 2 = 3 :

O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e S⊕W = R3 `eˇt `qfi˚u`e S `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi˚u¯p¯p˜l´é›m`e›n˚t´a˚i˚r`e
`d`e W `d`a‹n¯s R3.

�
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2. Contrôle continu 1 (II)

�

Questions de cours.
On considère une famille A = {~a1; : : : ; ~an} d’un espace vectoriel V.

(1) Donner la définition de «la famille A est libre».

L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s A `e˙sfi˚t ˜lˇi˜b˘r`e ¯sfi˚iffl ˚t´o˘u˚t´e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e
`d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l ~0 `àffl ˜l„`a˚i`d`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`eA `e˙sfi˚t ˚tˇr˚i‹v˘i`a˜l´e, `c’`e˙sfi˚t-
`àffl-`d˚i˚r`e

� 1~a1 + · · ·+ � n~an = ~0 =⇒ � 1 = · · · = � n = 0 :

(2) Énoncer le théorème de la base incomplète.

L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e ˚i‹n`c´o“m¯p˜l´èˇt´e `a˜f¨fˇi˚r‹m`e `qfi˚u`e :
˚t´o˘u˚t´e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˜lˇi˜b˘r`e A `dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ¯p`eˇu˚t ¯s’`éˇt´e›n`d˚r`e `e›nffl
˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e B, A ⊂ B .

�

Exercice 1 (Nombre complexe).
On considère le nombre complexe

! :=

√
6− i

√
2√

2− i
√
2

:

(1) Calculer ! sous forme algébrique ! = x + iy , c’est-à-dire déterminer la
partie réele x et la partie imaginaire y.

E”nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`a‹n˚t ˜l´e ”n˚u‹m`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl `eˇt ˜l´e `d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´o“n¯jˇuffl-
`gˇu`é `d˚uffl `d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t
√
6− i

√
2√

2− i
√
2
=

(
√
6− i

√
2)(
√
2 + i

√
2)

4
=

√
3 + 1

2
+ i
√
3− 1

2
:

(2) Mettre ! sous forme polaire �e iθ, c’est-à-dire déterminer le module � et
l’argument � .
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O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl ”m`eˇtˇtˇr`e ˜l´e ”n˚u‹m`éˇr`a˚t´eˇu˚rffl √6− i
√
2 ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e

¯p`o˝l´a˚i˚r`e :
√
6− i

√
2 = 2

√
2

 √
3

2
− i

1

2

!

= 2
√
2

�
cos

�
− �
6

�
+ i sin

�
− �
6

��
= 2
√
2e−i

π
6 :

P̊u˚i¯s, `o“nffl ”m`eˇt ˜l´e `d`é›n`o“m˚i‹n`a˚t´eˇu˚rffl ¯sfi`o˘u¯s ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e :
√
2− i

√
2 = 2

 √
2

2
− i
√
2

2

!

= 2
�
cos

�
− �
4

�
+ i sin

�
− �
4

��
= 2e−i

π
4 :

O”nffl ¯p`eˇu˚t `e›n¯sfi˚u˚i˚t´e `d˚i‹v˘i¯sfi`eˇrffl ˜l´e˙s `d`eˇu‹x :

! =
2
√
2e−i

π
6

2e−i
π
4

=
√
2ei(−

π
6 + π

4 ) =
√
2ei

π
12 :

(3) En conclure les valeurs de cos π
12 et de sin π

12 .

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`dffl `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˚tˇr˚i`g´o“n`o-
”m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

! =
√
2ei

π
12 =

√
2

�
cos

�
12

+ i sin
�
12

�
:

E”nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`a‹n˚t `a‹vfle´c ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e `d˚uffl ”n`o“m˜b˘r`e ! `c´a˜l´cˇu˜l´é´e
`àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl1, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

cos
�
12

=

√
2

4
(
√
3 + 1) `eˇt sin

�
12

=

√
2

4
(
√
3− 1) :

(4) Calculer ! 12.

C`e `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi`e ˜f´a˚i˚t ˜f´a`cˇi˜l´e›m`e›n˚t `a‹vfle´c ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e `d`e ! :

! 12 =
� √

2ei
π
12

� 12
=

� √
2
� 12

ei
π×12
12

=
�
2

1
2

� 12
eiπ = 2

1
2
×12 × (−1) = −26 = −64 :
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(5) Combien l’équation z2 = ! admet-elle de solutions complexes ? Quel
théorème du cours vous permet de répondre à cette question ?

D’`a¯p˚r`è˙s ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e `dffl’A˜l´e›m˜bfleˇr˚t–G´a˚u¯sfi¯s, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯p`o˝l›y-
”n`ô“m`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e X 2− ! `a`d‹m`eˇt `d`eˇu‹x ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s `c´o“m¯p˚t´é´e˙s
`a‹vfle´c ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´é. I˜l ”y `affl ˚i`cˇiffl `d`eˇu‹x ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇt´e˙s`c´a˚rffl ˜l´e `d˚i¯s-
`cˇr˚i‹m˚i‹n`a‹n˚t ∆ = 4! ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”n˚u˜l.

(6) Donner les solutions complexes de l’équation z2 = ! .

O”nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`ez = �e iθ. D`a‹n¯s
`c´e `c´a¯s, ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl z2 = ! ¯s’`é´cˇr˚i˚t � 2e2iθ =

√
2ei

�
12 . E”nffl ˚i`d`e›n˚tˇi˜fˇi`a‹n˚t

˜l´e˙s ”m`oˆd˚u˜l´e˙s `eˇt ˜l´e˙s `a˚r`gˇu‹m`e›n˚t˙s, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

� 2 = 2
1
2 `eˇt 2� =

�
12

+ k × 2�; k ∈ Z :

L`e˙s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t `d`o“n`c
� = 2

1
4 `eˇt � =

�
24

; � =
�
24

+ � =
25�
24

; ˚iffl.`e.

z = 2
1
4 ei

�
24 `eˇt z = 2

1
4 ei

25�
24 :

�

Exercice 2 (Espace vectoriel).
On considère le sous-ensemble

V := {(x; y; z) ∈ R3 | 2x + 3y − z = 0}

de l’espace vectoriel R3.

(1) Montrer que V est un sous-espace vectoriel de R3.

O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s `qfi˚u˚iffl `d˚i˚t `qfi˚uffl’˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
`dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l ¯s’˚i˜l `c´o“n˚tˇi`e›n˚t
˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l `eˇt ¯s’˚i˜l `e˙sfi˚t ¯sfi˚t´a˜b˝l´e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `eˇt ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl
”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e˙s.
� L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l(0; 0; 0) ”vfléˇr˚i˜fˇi`e›n˚t ˜b˘i`e›nffl ˜l„`é´qfi˚u`affl-
˚tˇi`o“nffl 2x + 3y − z = 0, ˚i˜l `a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t `d`o“n`c `àffl V.
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� S̀o˘i`e›n˚t (x; y; z) `eˇt (x ′; y′; z′) `d`eˇu‹x `é¨l´é›m`e›n˚t˙s `d`eV, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
�

2x + 3y − z = 0
2x ′ + 3y′ − z′ = 0 :

E”nffl ¯sfi`o“m‹m`a‹n˚t `c´e˙s `d`eˇu‹x `é´g´a˜lˇi˚t´é˙s, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
2(x + x ′) + 3(y + y′)− (z + z′) = 0 ;

`c´e `qfi˚u˚iffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e
(x + x ′; y + y′; z + z′) = (x; y; z) + (x ′; y′; z′) ∈ V :

� D`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t � ∈ R `eˇt ˚t´o˘u˚t (x; y; z) ∈ V,
`e›nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`a‹n˚t ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl 2x + 3y − z = 0 ¯p`a˚rffl � , `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
2(�x ) + 3(�y )− (�z ) = 0, `c´e `qfi˚u˚iffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e

(�x; �y; �z ) = �: (x; y; z) ∈ V :

O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e V `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`eR3.
(2) Donner une base de V.

S̀o˘i˚t ~u = (x; y; z) ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e V. E”nffl ˚r`é´é´cˇr˚i‹vˆa‹n˚t ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl
2x + 3y − z = 0 ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e z = 2x + 3y, `o“nffl ”vˆo˘i˚t `qfi˚u`e ~u ¯s’`é´cˇr˚i˚t
`d`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

~u = (x; y; 2x + 3z) = x(1; 0; 2) + y(0; 1; 3) :

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `d`o“n`c `qfi˚u`e
{(1; 0; 2); (0; 1; 3)}

˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e V.
(3) Quelle est la dimension de V ?

C`o“m‹m`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e ˚tˇr`o˘u‹vflé´e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e ¯p`o¸sfi¯sfi`è´d`e2

`é¨l´é›m`e›n˚t˙s, ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lV `e˙sfi˚t
dimV = 2 :

On considère les vecteurs suivants de V :

~v1 := (1; 0; 2); ~v2 := (3;−3;−3) et ~v3 := (0;−2;−6) :
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(4) Sans faire aucun calcul, dites si ces vecteurs sont libres ? Justifier bien
votre réponse.

Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”v˘uffl `d`a‹n¯s ˜l´e `c´o˘u˚r¯s `qfi˚uffl’˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˜lˇi˜b˘r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
¯p`o¸sfi¯sfi`è´d`e ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ”m`o˘i‹n¯s `dffl’`é¨l´é›m`e›n˚t˙s `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e `d`a‹n¯s ˜l´e ˜l´e´qfi˚u`e¨l ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”v˘i‹vfle›n˚t. C`o“m‹m`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl
`d`e V `e˙sfi˚t2 `eˇt `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `affl ˜l´àffl 3 ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s, ˚i˜l˙s ”n`e ¯p`eˇu‹vfle›n˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s
`êˇtˇr`e ˜lˇi˜b˘r`e˙s.

(5) Est-ce que la famille de vecteurs {~v1;~v2;~v3} est génératrice de V ? Jus-
tifier bien votre réponse.

L`e˙s `d`eˇu‹x ¯p˚r`e›m˚i`eˇr¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s. I˜l˙s `e›nffl-
`g´e›n`d˚r`e›n˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2. E˚t
`c´o“m‹m`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lV `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2, ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
{~v1;~v2;~v3} `e›n`g´e›n`d˚r`e ˚t´o˘u˚t V.

(6) Extraire de la famille {~v1;~v2;~v3} une base de V.

L`e˙s `d`eˇu‹x ¯p˚r`e›m˚i`eˇr¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~v1 `eˇt ~v2 ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `c´o˝lˇi‹n`é´a˚i˚r`e˙s,
˚i˜l˙s ˜f´o˘r‹m`e›n˚t `d`o“n`c ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˜lˇi˜b˘r`e. E˚t `c´o“m‹m`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e
”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l V `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2, ˚i˜l˙s `e›nffl ˜f´o˘r‹m`e›n˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e.

�
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3. Contrôle continu 1 (III)

�

Questions de cours.
On considère une famille A = {~a1; : : : ; ~an} d’un espace vectoriel V.

(1) Donner la définition de «la famille A est une famille génératrice de
l’espace vectoriel V».

L`affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s A `e›n`g´e›n`d˚r`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lV ¯sfi˚iffl ˚t´o˘u˚t
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~v `d`e V ¯s’`é´cˇr˚i˚t `c´o“m‹m`e `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e A, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

∀~v ∈ V; ∃� 1; : : : ; � n ∈ R; ~v = � 1~a1 + · · ·+ � n~an :

(2) Énoncer le théorème de la base extraite.

L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `e›xˇtˇr`a˚i˚t´e `a˜f¨fˇi˚r‹m`e `qfi˚u`e :
`d`e ˚t´o˘u˚t´e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `g´é›n`éˇr`a˚tˇr˚i`c´e A `dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l, `o“nffl ¯p`eˇu˚t
`e›xˇtˇr`a˚i˚r`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e B, B ⊂ A .

�

Exercice 1 (Polynôme).
On considère le polynôme

P := X 3 + 4X 2 − 24 :

(1) Pouvez-vous dire combien de racines complexes admet le polynôme P ,
sans faire de calcul ?

D’`a¯p˚r`è˙s ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e `dffl’A˜l´e›m˜bfleˇr˚t-G´a˚u¯sfi¯s, `d˚i˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
˜f´o“n`d`a‹m`e›n˚t´a˜l `d`e ˜l„`a˜l´g´è¨b˘r`e, `c´o“m‹m`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P `e˙sfi˚t `d`e `d`e´gˇr`é3,
`o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚uffl’˚i˜l `a`d‹m`eˇt `e›x´a`cˇt´e›m`e›n˚t 3 ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s `c´o“m¯p˚t´é´e˙s
`a‹vfle´c ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´é.

(2) Trouver toutes les racines du polynôme P .

U”nffl `c´a˜l´cˇu˜l ˚r`a¯p˚i`d`e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e 2 `e˙sfi˚t ˚r`a`cˇi‹n`e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eP . L`affl
`d˚i‹v˘i¯sfi˚i`o“nffl `eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›n‹n`e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P ¯p`a˚rffl ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e X − 2
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`d`o“n‹n`e
P = (X − 2) (X 2 + 6X + 12)

| {z }
Q

:

P̀o˘u˚rffl ˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl ˜l´e˙s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eQ, `o“nffl `e›nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e
`d˚i¯sfi`cˇr˚i‹m˚i‹n`a‹n˚t ∆ = −12. C`o“m‹m`e `c´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `e˙sfi˚t ”n`é´g´a˚tˇi˜f, `o“nffl `e›nffl
`c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e Q `a`d‹m`eˇt ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `c´o“m¯p˜l´e›x´e˙s
`c´o“n¯jˇu`gˇu`é´e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s−3±

√
3i . A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P `a`d‹m`eˇt

˚tˇr`o˘i¯s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇt´e˙s :
n
2;−3 +

√
3i; −3−

√
3i

o
:

(3) Factoriser complètement le polynôme P , c’est-à-dire le mettre sous
forme scindée.

L`affl ˚r`é˙p`o“n¯sfi`e `d`e ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e `d`o“n‹n`e

P = (X − 2)(X + 3−
√
3i )(X + 3 +

√
3i ) :

(4) Représenter graphiquement ses racines comme des points du plan.

C`o“m‹m`e 1 < 3 < 4, `a˜l´o˘r¯s 1 <
√
3 < 2. O”nffl `affl `d`o“n`c ˜l´affl ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl

`gˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e.

2

−3 +
√
3i

−3−
√
3i

On considère le nombre complexe

z := −3 +
√
3i :
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(5) Calculer le nombre complexe z4 sous forme algébrique de deux manières
différentes.

O”nffl ”vˆaffl `dffl’`a˜bˆo˘r`dffl ˜f´a˚i˚r`e `c´e `c´a˜l´cˇu˜l `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e.
O”nffl `c´o“m‹m`e›n`c´e ¯p`a˚rffl `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ˜l´e ”m`oˆd˚u˜l´e `d˚uffl ”n`o“m˜b˘r`e `c´o“m¯p˜l´e›x´e z :

| − 3 +
√
3i | =

√
9 + 3 =

√
12 = 2

√
3 :

C`e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl ¯s’`é´cˇr˚i˚t `d`o“n`c

−3 +
√
3i = 2

√
3

0

BBB@
−
√
3

2| {z }
cos 5�

6

+
1

2|{z}
sin 5�

6

i

1

CCCA
= 2
√
3e

5iπ
6 :

L`e `c´a˜l´cˇu˜l `d`e z4 `e˙sfi˚t `a˜l´o˘r¯s ˜f´a`cˇi˜l´e ; `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

z4 = (2
√
3)4

�
e
5iπ
6

� 4

= 16× 9e
10iπ
3

= 144 e
4iπ
3 = 144

 

−1

2
−
√
3

2
i

!

= −72− 72
√
3i :

L’`a˚u˚tˇr`e ”m`éˇt‚h`oˆd`e `c´o“n¯sfi˚i¯sfi˚t´e `àffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`eˇrffl `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘rffl-
”m˚u˜l´e `d˚uffl ˜b˘i‹n`ô“m`e `d`e Ǹe›w˘t´o“nffl :

z4 =
�
−3 +

√
3i

� 4
= (−3)4 + 4× (−3)3(

√
3i )+

6× (−3)2(
√
3i )2 + 4× (−3)(

√
3i )3 + (

√
3i )4

= 81− 108
√
3i − 162 + 36

√
3i + 9

= −72− 72
√
3i :

�

Exercice 2 (Espace vectoriel).
On considère l’espace vectoriel W formé des applications de R vers R :

W := {f : R→ R} :

(1) Est-ce que le sous-ensemble U de W formé des applications suivantes

U :=
�

f : R→ R | 2f (x)2 + 1 = 0; ∀x ∈ R
	

est un sous-espace vectoriel de W ? (Si oui, démontrez le, sinon justifier
votre réponse.)
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L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e U ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l`d`e W `c´a˚rffl ˚i˜l
”n`e `c´o“n˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e

�
o : R → R

x 7→ 0 ;

`qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t ˜l´e «vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l~0» `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lW. E”nffl `e¨f¨f´eˇt,
¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ R, `o“nffl `affl 2o(x)2 + 1 = 1 6= 0.

(2) Est-ce que le sous-ensemble V de W formé des applications suivantes

V :=
�

f : R→ R | f (2x2 + 1) = 0; ∀x ∈ R
	

est un sous-espace vectoriel de W ? (Si oui, démontrez le, sinon justifier
votre réponse.)

Ǹo˘u¯s `a˜l¨l´o“n¯s ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e V `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´c-
˚t´o˘r˚i`e¨l `d`e W `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, ˚i˜l
¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚u`e V `c´o“n˚tˇi`e›n˚t «vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l ~0» `d`e W `eˇt `qfi˚uffl’˚i˜l
`e˙sfi˚t ¯sfi˚t´a˜b˝l´e ¯p`a˚rffl `c´o“m˜b˘i‹n`a˚i¯sfi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e.
L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl o `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t´e `é´g´a˜l´e `àffl 0 ”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜b˘i`e›nffl o(2x2 + 1) = 0

¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ R ; `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜b˘i`e›nffl `d`a‹n¯sV.
S̀o˘i`e›n˚t f `eˇt g `d`eˇu‹x ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s `d`e V, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`ef (2x2 + 1) =

g(2x2 + 1) = 0, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ R. S̀o˘i`e›n˚t � `eˇt � `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s
˚r`é´e¨l˙s. O”nffl `affl
(�f + �g )(2x2 + 1) = �f (2x2 + 1) + �g (2x2 + 1) = 0 :

D`o“n`c ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl �f + �g `e˙sfi˚t `d`a‹n¯sV.
(3) L’application

�
g : R+ → R

x 7→ 2x2 + 1 :

est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?

L`affl ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a˚tˇi`o“nffl `gˇr`a¯p˛h˚i`qfi˚u`e `d`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflg ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t
y ∈ [1;+∞[ `a`d‹m`eˇt ˚u‹nffl ¯sfi`eˇu˜l `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t `eˇt `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t y ∈ [−∞; 1[
”nffl’`a`d‹m`eˇt `a˚u`cˇu‹nffl `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t.
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x

y

g(x) = 2x2 + 1

˚u‹nffl `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t

`a˚u`cˇu‹nffl `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t

1

C`o“m‹m`e ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `dffl’`a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t˙s `e˙sfi˚t ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚rffl `a˚uffl `é´g´a˜l
`àffl 1, ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g `e˙sfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
P̀a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e 0 ”nffl’`e˙sfi˚t ¯j´a‹m`a˚i¯s `a˚tˇt´eˇi‹n˚t ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o“n`c-
˚tˇi`o“nffl g, `c´e `qfi˚u˚iffl `é´qfi˚u˚i‹vˆa˚u˚t `àffl `d˚i˚r`e `qfi˚u`e 0 ”nffl’`affl `a˚u`cˇu‹nffl `a‹n˚t´é´c´é´d`e›n˚t.
L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `c´a˚rffl ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `dffl’`a‹nffl-
˚t´é´c´é´d`e›n˚t˙s ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚t´o˘u¯j´o˘u˚r¯s ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚rffl `o˘uffl `é´g´a˜l `àffl1.
U”n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `e˙sfi˚t ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle ¯sfi˚iffl `e¨l¨l´e `e˙sfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle `eˇt ¯sfi˚u˚r¯j´e´c-
˚tˇi‹vfle. C`o“m‹m`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle, `e¨l¨l´e ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s
˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle.

(4) Peut-on modifier l’ensemble d’arrivée pour obtenir une fonction bijec-
tive ?

S̊iffl `o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´affl ”m`ê›m`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl, ”m`a˚i¯s `e›nffl ˚r`e˙sfi˚tˇr`eˇi`g›n`a‹n˚t ˜l„`e›nffl-
¯sfi`e›m˜b˝l´e `dffl’`a˚r˚r˚i‹vflé´e `àffl ¯sfi`o“nffl ˚i‹m`a`g´e, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `àffl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e[1;+∞[

˚i`cˇiffl,
�

R+ → [1;+∞[
x 7→ 2x2 + 1 :
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`o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle. (R`é´d˚u˚i˚r`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `dffl’`a˚r˚r˚iffl-
”vflé´e `dffl’˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ”n`e `c‚h`a‹n`g´e ¯p`a¯s ˜l´affl ¯p˚r`o¸p˚r˚i`éˇt´é `dffl’`êˇtˇr`e ˚i‹n¯j´e´c-
˚tˇi‹vfle.)

(5) Décrire plus précisément l’ensemble de fonctions V.

C`o“m‹m`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl
�

R → R
x 7→ 2x2 + 1

`e˙sfi˚t ¯p`a˚i˚r`e, `e¨l¨l´e `a`d‹m`eˇt ˜l´affl ”m`ê›m`e ˚i‹m`a`g´e `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nfflg `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t
[1;+∞[, ¯p`a˚rffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e. O”nffl ”vˆo˘i˚t `d`o“n`c `qfi˚u`e ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e
V `e˙sfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `d`eR ”vfleˇr¯s R `qfi˚u˚iffl ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e›n˚t
¯sfi˚u˚rffl ˜l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e [1;+∞[, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

V = {f : R→ R | f (x) = 0; x ∈ [1;+∞[} :

�
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4. Contrôle continu 2 (I)

�

Questions de cours.
Soit f : V→ V un endomorphisme d’un espace vectoriel V.
(1) Donner la définition de vecteur propre associé à la valeur propre � .

U”nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e� `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl~x ”n`o“nffl
”n˚u˜l ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl f (~x) = �~x .

Soit g : E→ F une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et
F de dimension finie.

(2) Énoncer le théorème du rang appliqué à l’application linéaire g.

L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g ˚r`é˙sfi˚i`d`e `d`a‹n¯s ˜l„`é´g´a˜lˇi˚t´é ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e
dimker(g) + rang(g) = dimE :

�

Exercice 1 (Application linéaire).
Dans l’espace vectoriel R2[X ] des polynômes de degré inférieur ou égal à

2, on considère l’application suivante
�

f : R2[X ] → R2[X ]
P 7→ (X − 1)P ′ + 2P :

(1) Montrer que l’application f est linéaire.

S̀o˘i`e›n˚t �; � ∈ R `a‹n`dffl ¯sfi`o˘i`e›n˚t P; Q ∈ R2[X ]. O”nffl `affl `a˜l´o˘r¯s
f (�P + �Q ) = (X − 1)(�P + �Q )′ + 2(�P + �Q )

= (X − 1)(�P ′ + �Q ′) + �: 2P + �: 2Q
= � (X − 1)P ′ + �: 2P

| {z }
=λf(P )

+ � (X − 1)Q′ + �: 2Q
| {z }

=µf(Q)

= �f (P) + �f (Q) ;

`c´e `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e.
(2) Écrire la matrice M := MatB,B(f ) de l’application linéaire f dans la

base B :=
�
1; X; X 2

	
.

L’˚i‹m`a`g´e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB ¯p`a˚rffl ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f `e˙sfi˚t
f (1) = 2; f (X ) = −1 + 3X; f (X 2) = −2X + 4X 2 :
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L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M = MatB,B(f ) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e˙s
˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B, ¯sfi`o˘i˚t

M =

0

@
2 −1 0
0 3 −2
0 0 4

1

A :

(3) Calculer la trace tr f et le déterminant det f de l’endomorphisme f .

C`o“m‹m`e ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e `eˇt `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t ¯sfi`o“n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t˙s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`c‚h`o˘i¯sfi˚i`e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´e˙s `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eM . L`affl ˚tˇr`a`c´e `e˙sfi˚t
˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl `d˚i`a`g´o“n`a˜l´e :

tr f = 9 :

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t ˚tˇr˚i`a‹n`gˇu˜l´a˚i˚r`e ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚r`e, ¯sfi`o“nffl `d`éˇt´eˇr‹m˚iffl-
”n`a‹n˚t `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `a˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl `d˚i`a`g´o“n`a˜l´e :

det f = 24 :

(4) Écrire la matrice de passage P := MatB,B′(id) de la famille de vecteurs

B′ :=
�
1; (X − 1); (X − 1)2

	

dans la base B.

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e P = MatB,B′(id) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“nffl-
”n`é´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB′ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B, ¯sfi`o˘i˚t

1 = 1; (X − 1) = −1 + X; (X − 1)2 = 1− 2X + X 2 ;

`dffl’`o˘ùffl

P =

0

@
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

1

A :

(5) Calculer l’inverse P−1 de la matrice P .
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O”nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`e ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l `d`e ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e
¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e0

@
1 −1 1 1 0 0
0 1 −2 0 1 0
0 0 1 0 0 1

1

A ∼ L 2→L 2+2L 3
L 1→L 1−L 3

0

@
1 −1 0 1 0 −1
0 1 0 0 1 2
0 0 1 0 0 1

1

A

∼L1→L1+L2

0

@
1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 2
0 0 1 0 0 1

1

A :

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e `a˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l

P−1 =

0

@
1 1 1
0 1 2
0 0 1

1

A :

(6) En déduire les coordonnées du polynôme Q := 3 − 2X + 7X 2 dans la
base B′.

L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eQ = 3 − 2X + 7X 2 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e

B ¯sfi`o“n˚t [Q]B =

0

@
3
−2
7

1

A . L`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eQ `d`a‹n¯s

˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′ ¯sfi`o“n˚t `o˝b˘t´e›n˚u`e˙s `e›nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`a‹n˚t ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

[Q]B′ = P−1[Q]B =

0

@
1 1 1
0 1 2
0 0 1

1

A

0

@
3
−2
7

1

A =

0

@
8
12
7

1

A :

D`o“n`c
Q = 3− 2X + 7X 2 = 8 + 12(X − 1) + 7(X − 1)2 :

(7) Que représente la matrice P−1MP ?

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `o˝b˘t´e›n˚u`e `e›nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`a‹n˚t ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t
P−1MP = MatB′,B(id)MatB,B(f )MatB,B′(id) = MatB′,B′(f )

˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´e ˜l„`e›n`d`o˘r‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`ef `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′.
(8) Déterminer la matrice P−1MP de deux manières différentes.

� L’˚i‹m`a`g´e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB′ ¯p`a˚rffl ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f
`e˙sfi˚t
f (1) = 2; f (X − 1) = 3(X − 1); f ((X − 1)2) = 4(X − 1)2 :
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L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P−1MP = MatB′,B′(f ) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s
`d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB′ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′, ¯sfi`o˘i˚t

P−1MP =

0

@
2 0 0
0 3 0
0 0 4

1

A :

� O”nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vfle `c´e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `e›nffl ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t `d˚i˚r`e´cˇt´e›m`e›n˚t ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l :

P−1MP =

0

@
1 1 1
0 1 2
0 0 1

1

A

0

@
2 −1 0
0 3 −2
0 0 4

1

A

0

@
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

1

A

=

0

@
1 1 1
0 1 2
0 0 1

1

A

0

@
2 −3 4
0 3 −8
0 0 4

1

A

=

0

@
2 0 0
0 3 0
0 0 4

1

A :

�

Exercice 2 (Diagonalisabilité).
On considère la matrice M ∈ M3 suivante

M :=

0

@
−1 1 0
2 0 −2
0 0 −2

1

A :

(1) Calculer le polynôme caractéristique � M de la matrice M .

L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl :

� M (X ) =
−1− X 1 0

2 −X −2
0 0 −2− X

:

E”nffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ˜lˇi`g›n`e, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

� M (X ) = −(X + 2)
−1− X 1

2 −X = −(X + 2)(X (X + 1)− 2)

= −(X + 2)(X 2 + X − 2) = −(X + 2)2(X − 1) :

(2) Déterminer le spectre de M , c’est-à-dire l’ensemble des valeurs propres
de M .
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L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e M `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
`c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e :

Spec M = {1;−2 } :

(3) Est-ce que la matrice M est trigonalisable ? (Énoncer précisement le
théorème que vous utilisez.)

C`o“m‹m`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e � M `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t
¯sfi`cˇi‹n`d`é, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(4) Déterminer le sous-espace propre E−2 associé à la valeur propre −2.

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE−2 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e−2
`e˙sfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚iffl ¯p`a˚rfflE−2 = {X ∈ R3 | MX = −2X }. S̊iffl `o“nffl ¯p`o¸sfi`e

X =

0

@
x
y
z

1

A , ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl MX = −2X `d`e›v˘i`e›n˚t
8
<

:

−x + y = −2x
2x − 2z = −2y
−2z = −2z

⇐⇒
�

x + y = 0
z = 0 :

D`o“n`c, ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE−2 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e
−2 `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl

E−2 = Vect

0

@
1
−1
0

1

A :

(5) La matrice M est-elle diagonalisable ? (Énoncer précisement le théorème
que vous utilisez.)

U”n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ¯sfi`o“nffl ¯p`o˝l›y-
”n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é `eˇt ¯sfi˚iffl ˜l´e˙s `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“n¯s `d`e˙s ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s (”n`o“nffl ˚r`é´d˚u˚i˚t˙s `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l) ¯sfi`o“n˚t `é´g´a˜l´e˙s `àffl ˜l´affl
”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´é `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`a‹n¯s ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s
`c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e. I`cˇiffl ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e E−2 `e˙sfi˚t1 < 2 ; `d`o“n`c ˜l´affl ”m`affl-
˚tˇr˚i`c´e M ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

�
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5. Contrôle continu 2 (II)

�

Questions de cours.
Soit f : U→ V une application linéaire entre deux espaces vectoriels U et

V de dimension finie.

(1) Donner la définition du noyau de f .

L`e ”n`o“y´a˚uffl `dffl’˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s `a‹n˚t´é´c´é-
`d`e›n˚t˙s `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ˜b˘u˚t:

Ker f =
n

~u ∈ U | f (~u) = ~0
o

:

(2) Énoncer le théorème du rang appliqué à l’application linéaire f .

L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g, `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é `àffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f , `a˜f-
˜fˇi˚r‹m`e `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ¯sfi`o˘u˚r`c´e `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e
`d˚uffl ˚r`a‹n`g `d`e f `eˇt `d`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ¯sfi`o“nffl ”n`o“y´a˚uffl :

dimU = dimKerf + rg f :

�

Exercice 1 (Application linéaire).
Soit f : R3 → R3 l’application linéaire définie par

f (x; y; z) = (−17x + 3y + 9z;−54x + 7y + 27z;−12x + 3y + 7z) :

(1) Écrire la matrice M := MatE,E(f ) de l’application linéaire f dans la
base canonique

E := {~e1 := (1; 0; 0); ~e2 := (0; 1; 0); ~e3 := (0; 0; 1)} :

P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s
`d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eE ¯p`a˚rffl ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f . C`o“m‹m`e

f (1; 0; 0) = (−17;−54;−12); f (0; 1; 0) = (3; 7; 3); `eˇt f (0; 0; 1) = (9; 27; 7) ;

`a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t

M =

0

@
−17 3 9
−54 7 27
−12 3 7

1

A :
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(2) Calculer la trace tr f et le déterminant det f de l’endomorphisme f .

C`o“m‹m`e ˜l´affl ˚tˇr`a`c´e `eˇt ˜l´e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t ¯sfi`o“n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t˙s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`c‚h`o˘i¯sfi˚i`e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t ˜l´e˙s `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eM . L`affl ˚tˇr`a`c´e `e˙sfi˚t
˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl `d˚i`a`g´o“n`a˜l´e :

tr f = −3 :

O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t `e›nffl ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t ˜l´e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e˙s
`c´o˝l´o“n‹n‹n`e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s.
−17 3 9
−54 7 27
−12 3 7

=
C1 7→C1+4C2

−5 3 9
−26 7 27
0 3 7

=
C3 7→C3−3C2

−5 3 0
−26 7 6
0 3 −2

= 2
−5 3 0
−26 7 3
0 3 −1

=
C2 7→C2+3C3 2

−5 3 0
−26 16 3
0 0 −1

= (−2) −5 3
−26 16

= (−2)(−80 + 78) = 4 :

L`e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t `d`o“n`c `é´g´a˜l `àffl

det f = 4 :

(3) L’application f est-elle injective (oui ou non) ? surjective (oui ou non) ?
bijective (oui ou non) ? Justifiez bien votre réponse.

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f `e˙sfi˚t ˚u‹nffl `e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e `dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l
`d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e. U”nffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s `a˜f¨fˇi˚r‹m`e `qfi˚uffl’˚i˜l ”nffl’”y
`affl `a˜l´o˘r¯s `qfi˚u`e `d`eˇu‹x ¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´é˙s : ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f-¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi˜f-˜b˘i¯j´e´cˇtˇi˜f `o˘uffl ”n`o“nffl
˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f-”n`o“nffl ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi˜f-”n`o“nffl ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi˜f. O˚rffl, ˚i`cˇiffl ˜l´e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t `d`e f

”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”n˚u˜l, `c’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e ¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˘i˜lˇi˚t´é `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t ”vfléˇr˚i˜fˇi`é´e.
E”nffl `c´o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl, ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f `e˙sfi˚t ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle, ¯sfi˚u˚r¯j´e´cˇtˇi‹vfle
`eˇt ˜b˘i¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
On considère la base suivante de R3 :

B :=
n

~b1 := (1; 0; 2); ~b2 := (0;−3; 1); ~b3 := (1; 2; 1)
o

:
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(4) Calculer les images des vecteurs ~b1, ~b2 et ~b3 par l’application f et en
déduire la matrice N := MatB,B(f ) de l’application linéaire f dans la
base B.

P̀a˚rffl ˚u‹nffl `c´a˜l´cˇu˜l `d˚i˚r`e´cˇt, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
f (1; 0; 2) = (1; 0; 2); f (0;−3; 1) = (0; 6;−2) = (−2):(0;−3; 1);
f (1; 2; 1) = (−2;−13; 1) :

D`e `c´e `c´a˜l´cˇu˜l, `o“nffl ˚tˇi˚r`e `d`o“n`c f (~b1) =~b1 `eˇt f (~b2) = (−2)~b2. É`cˇr˚i‹vˆo“n¯s
˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl (−2;−13; 1) ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B ; ¯p`o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, `o“nffl ˚r`é˙sfi`o˘u˚t ˜l´e
¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

x + z = −2
−3y + 2z = −13
2x + y + z = 1 ;

`qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ˜l´e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s(x; y; z) = (0; 3;−2). O”nffl `affl `d`o“n`c f (~b3) =
3~b2 − 2~b3.
A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e N = MatB,B(f ) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s
`d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B, ¯sfi`o˘i˚t

M =

0

@
1 0 0
0 −2 3
0 0 −2

1

A :

(5) Écrire la matrice de passage P := MatE,B(id) de la base B vers la base
E .

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e P = MatE,B(id) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“nffl-
”n`é´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e E , ¯sfi`o˘i˚t

P =

0

@
1 0 1
0 −3 2
2 1 1

1

A :

(6) Calculer l’inverse P−1 de la matrice P .



5. CONTRÔLE CONTINU 2 (II) 421

O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l„˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P ¯p`a˚rffl ˜l´e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s ¯p`a˚rffl
˜lˇi`g›n`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s

0

@
1 0 1 1 0 0
0 −3 2 0 1 0
2 1 1 0 0 1

1

A ∼
L3→L3−2L1

0

@
1 0 1 1 0 0
0 −3 2 0 1 0
0 1 −1 −2 0 1

1

A

∼
L3↔L2

0

@
1 0 1 1 0 0
0 1 −1 −2 0 1
0 −3 2 0 1 0

1

A

∼
L3→L3+3L2

0

@
1 0 1 1 0 0
0 1 −1 −2 0 1
0 0 −1 −6 1 3

1

A

∼
L3→−L3

0

@
1 0 1 1 0 0
0 1 −1 −2 0 1
0 0 1 6 −1 −3

1

A

∼
L2→L2+L3

L1→L1−L3

0

@
1 0 0 −5 1 3
0 1 0 4 −1 −2
0 0 1 6 −1 −3

1

A

C`e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e `a˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l

P−1 =

0

@
−5 1 3
4 −1 −2
6 −1 −3

1

A :

(7) Que représente la matrice P−1MP ?

C`e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t `d`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙s `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`dffl `a˚uffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t

P−1MP = MatB,E(id)MatE,E(f )MatE,B(id) = MatB,B(f )

`qfi˚u˚iffl ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´e ˜l„`e›n`d`o˘r‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`ef `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B.
(8) Vérifier votre réponse de la question précédente par un calcul.
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O”nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`e ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l `d`e ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e, `c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e

P−1MP =

0

@
−5 1 3
4 −1 −2
6 −1 −3

1

A

0

@
−17 3 9
−54 7 27
−12 3 7

1

A

0

@
1 0 1
0 −3 2
2 1 1

1

A

=

0

@
1 0 0
0 −2 3
0 0 −2

1

A :

O”nffl `affl ˜b˘i`e›nffl ˚r`eˇtˇr`o˘u‹vflé ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e N = MatB,B(f ) `d`e ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl
(4).

�

Exercice 2 (Diagonalisabilité).
Dans l’espace vectoriel R1[X ] des polynômes de degré inférieur ou égal à

1, on considère l’application linéaire suivante
�

f : R1[X ] → R1[X ]
P = aX + b 7→ (5a + b)X + b− 4a :

(1) Quelle propriété le polynôme P := −X + 2 vérifie-t-il par rapport à
l’application f ? (Calculer son image par f .)

O”nffl `affl f (−X + 2) = −3X + 6 = 3(−X + 2), `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
f (P) = 3P :

C`o“m‹m`e P 6= 0, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e
f `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e3.

(2) Écrire la matrice M := MatB,B(f ) de l’application linéaire f dans la
base B := {X; 1}.

C`o“m‹m`e f (X ) = 5X − 4 `eˇt f (1) = X + 1, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M ,
˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB

`d`a‹n¯s `e¨l¨l´e-”m`ê›m`e, `e˙sfi˚t

M =

�
5 1
−4 1

�
:

(3) Calculer le polynôme caractéristique � f de l’endomorphisme f .
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L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `d`a‹n¯s
˜l´a`qfi˚u`e¨l¨l´e `o“nffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l´e. I`cˇiffl, `o“nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M :

� f (X ) =
5− X 1
−4 1− X = (5− X )(1− X ) + 4 = X 2 − 6X + 9

= (X − 3)2 :

(4) Déterminer le spectre de f , c’est-à-dire l’ensemble des valeurs propres
de f .

P̀a˚rffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `e˙sfi˚t ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s
˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e. I`cˇiffl, ˜l´e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `e˙sfi˚t `d`o“n`c

Spec f = {3} :

(5) Quelle est la dimension du sous-espace propre E3 associé à la valeur
propre 3.

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE3 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e
3 `e˙sfi˚t ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`ef − 3id :

E3 = Ker(f − 3id) :

O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `c´a˜l´cˇu˜l´eˇrffl ¯sfi`affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `e›nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`a‹n˚t ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
`d˚uffl ˚r`a‹n`g :

dimR1[X ] = dimKer(f − 3id) + rg (f − 3id) :

L`e ˚r`a‹n`g `d`e f − 3id `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `a˚uffl ˚r`a‹n`g `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

M − 3I =

�
2 1
−4 −2

�

`qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t1 (˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e `e˙sfi˚t ˜l´e `d`o˘u˜b˝l´e `d`e ˜l´affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e). O”nffl
`c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e

dimE3 = 2− 1 = 1 :

(6) Conclure de la question précédente que l’endomorphisme f est diago-
nalisable ou pas.

U”n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ¯sfi`o“nffl ¯p`o˝l›y-
”n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é `eˇt ¯sfi˚iffl ˜l´e˙s `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“n¯s `d`e˙s ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s (”n`o“nffl ˚r`é´d˚u˚i˚t˙s `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l) ¯sfi`o“n˚t `é´g´a˜l´e˙s `àffl ˜l´affl
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”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´é `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`a‹n¯s ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s
`c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e. I`cˇiffl ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e E3 `e˙sfi˚t1 < 2 ; `d`o“n`c ˜l„`e›n`d`o-
”m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

�
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6. Contrôle continu 2 (III)

�

Questions de cours.

(1) Soit f : U→ U un endomorphisme. Donner la définition du sous-espace
propre Eλ associé à la valeur propre � .

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eEλ `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e� `e˙sfi˚t
˜l„˚u‹n˚i`o“nffl `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l `a‹vfle´c ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl
¯p˚r`o¸p˚r`e� :

Eλ = {~u ∈ U | f (~u) = �~u } :

(2) Soit f : U→ V une application linéaire entre deux espaces vectoriels U
et V de même dimension finie. Quel lien existe-t-il entre les propriétés
d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité de l’application f ?

D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s, ˚t´o˘u˚t´e˙s `c´e˙s ”n`o˘tˇi`o“n¯s ¯sfi`o“n˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´e˙s. E”nffl ˜f´a˚i˚t, ˚u‹n`e
`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e f `e›n˚tˇr`e `d`eˇu‹x `e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s `d`e ”m`ê›m`e
`d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl ˜fˇi‹n˚i`e ”vfléˇr˚i˜fˇi`e

f ”m`o“n`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e⇐⇒ f `é˙p˚i‹m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e⇐⇒ f ˚i¯sfi`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e :

�

Exercice 1 (Somme directe).
On considère les deux sous-espaces vectoriels suivants de R3 :

U := {(x; y; z) ∈ R3 | 3x + y + 3z = 0} et

V := {(x; y; z) ∈ R3 | x − y − z = 0 et 2x − y − 3z = 0} :

(1) Donner la formule qui calcule la dimension dim(U+V) de la somme de
U avec V.

L`affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e `d`eˇu‹x
¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙s `e˙sfi˚t

dim(U + V) = dimU + dimV − dim(U ∩V) :

(2) Ces deux sous-espaces vectoriels sont-ils en somme directe ?



426 APPENDICE B. ANNALES

P̀o˘u˚rffl ˚r`é˙p`o“n`d˚r`e `àffl `c´eˇtˇt´e `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl, `c´a˜l´cˇu˜l´o“n¯s ˜l´eˇu˚rffl ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl ;
¯p`o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, `o“nffl ˚r`é˙sfi`o˘u˚t ˜l´e ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

8
<

:

3x + y + 3z = 0
x − y − z = 0
2x − y − 3z = 0 :

E”nffl ¯sfi`o“m‹m`a‹n˚t ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `eˇt ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `d`e `c´e˙s `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl
˚tˇr`o˘u‹vfle 5x = 0, `dffl’`o˘ùffl x = 0. O”nffl `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚r`a‹m`e›n`é `a˚uffl ¯sfi‹y˙sfi˚t´è›m`e

�
y + z = 0
y + 3z = 0 :

E”nffl ˜f´a˚i¯sfi`a‹n˚t ˜l´affl `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´e `d`e `c´e˙s `d`eˇu‹x `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle2z = 0,
`d`o“n`c z = 0, ¯p˚u˚i¯s y = 0.

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `o“nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e ˜l´eˇu˚rffl ˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `e˙sfi˚t ˚r`é´d˚u˚i˚t´e `a˚uffl
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l

U ∩V = {~0} ;

`c´e `qfi˚u˚iffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l´e˙s ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l˙sU `eˇt V ¯sfi`o“n˚t `e›nffl
¯sfi`o“m‹m`e `d˚i˚r`e´cˇt´e U⊕V.

(3) Quelles sont les dimensions de U et de V ?

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eU `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ¯p˜l´a‹nffl `eˇt ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eV `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹nffl-
˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x ¯p˜l´a‹n¯s ”n`o“nffl `c´o“n˜f´o“n`d˚u¯s, ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s
`d`é¨fˇi‹n˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t V `éˇt´a‹n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t´e˙s. L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´eV `e˙sfi˚t `d`o“n`c
˚u‹n`e `d˚r`o˘i˚t´e. O”nffl `e›nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e

dimU = 2 `eˇt dimV = 1 :

(4) Est-ce que tout vecteur ~w de R3 peut s’écrire comme somme ~w = ~u+~v
d’un vecteur ~u de U et d’un vecteur ~v de V ? Si oui, cette écriture est-elle
unique ?

C`o“m‹m`e ˜l´affl ¯sfi`o“m‹m`e `d`e U `eˇt `d`e V `e˙sfi˚t `d˚i˚r`e´cˇt´e, ¯sfi`affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `e˙sfi˚t
dim(U⊕V) = dimU + dimV = 2 + 1 = 3 :

L`affl ¯sfi`o“m‹m`e `d˚i˚r`e´cˇt´e U⊕V = R3 `e˙sfi˚t `d`o“n`c `é´g´a˜l´e `àffl ˚t´o˘u˚t ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´eR3, `c´e
`qfi˚u˚iffl ¯sfi˚i`g›n˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e ˚t´o˘u˚t ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~w `d`e R3 ¯p`eˇu˚t ¯s’`é´cˇr˚i˚r`e `d`e ”m`a‹n˚i`èˇr`e
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˚u‹n˚i`qfi˚u`e `c´o“m‹m`e ¯sfi`o“m‹m`e ~w = ~u + ~v `dffl’˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e U `eˇt `dffl’˚u‹nffl
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `d`e V.
Soient BU := {(1;−3; 0); (−1; 0; 1)} une base de U et BV := {(2; 1; 1)}
une base de V. On considère la base B := BU ∪ BV de R3 obtenue à
partir de celles de U et de V .

(5) Donner la matrice de passage P de la base B dans la base canonique.

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e P `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl `c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B :

P = MatBcan ,B(id) =

0

@
1 −1 2
−3 0 1
0 1 1

1

A :

(6) Inverser cette matrice P .

O”nffl `é´cˇr˚i˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚i`d`e›n˚tˇi˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P `eˇt `o“nffl
`e¨f¨f´e´cˇtˇu`e ˜l´e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s `e›nffl ˜lˇi`g›n`e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s.

0

@
1 −1 2 1 0 0
−3 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1

1

A
∼

L2→L2+3L1+3L3

L2↔L3

0

@
1 −1 2 1 0 0
0 1 1 0 0 1
0 0 10 3 1 3

1

A

∼
L3→ 1

10
L3

L2→L2−L3

0

@
1 −1 2 1 0 0
0 1 0 −3

10
−1
10

7
10

0 0 1 3
10

1
10

3
10

1

A

∼
L1→L1+L2−2L3

0

@
1 0 0 1

10
−3
10

1
10

0 1 0 −3
10

−1
10

7
10

0 0 1 3
10

1
10

3
10

1

A

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

P−1 =
1

10

0

@
1 −3 1
−3 −1 7
3 1 3

1

A :

(7) Soit (x; y; z) les coordonnées d’un vecteur de R3 dans la base canonique.
Comment interpréter les coefficients de la matrice colonne obtenue par
le calcul suivant :

P−1

0

@
x
y
z

1

A ?
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L`e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `c´o˝l´o“n‹n`e `o˝b˘t´e›n˚u`e ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l

P−1

0

@
x
y
z

1

A =

0

@
�
�


1

A

˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´e›n˚t ˜l´e˙s `c´oˆo˘r`d`o“n‹n`é´e˙s `d˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl(x; y; z) `d`e R3 `d`a‹n¯s
˜l´affl ”n`o˘u‹vfle¨l¨l´e ˜bˆa¯sfi`e B, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

(x; y; z) = � (1;−3; 0) + � (−1; 0; 1)
| {z }

∈U

+  (2; 1; 1)
| {z }

∈V

:

(8) Donner la formule de la projection projUV sur V parallèlement à U dans
la base canonique.

E”nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`a‹n˚t ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

P−1

0

@
x
y
z

1

A =
1

10

0

@
1 −3 1
−3 −1 7
3 1 3

1

A

0

@
x
y
z

1

A =
1

10

0

@
x − 3y + z
−3x − y + 7z
3x + y + 3z

1

A :

L`affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `c´o“m¯p`o¸sfi`a‹n˚t´e `d`o“n‹n`e ˜l´affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´eV

¯p`a˚r`a˜l¨l´è¨l´e›m`e›n˚t `a˚uffl ¯p˜l´a‹nffl U :
projUV : R3 → U

(x; y; z) 7→ 1
10(3x + y + 3z)(2; 1; 1) =
�
3
5x + 1

5y + 3
5z; 3

10x + 1
10y + 3

10z; 3
10x + 1

10y + 3
10z

�
:

�

Exercice 2 (Sous-espace propre).
Dans l’espace vectoriel R3[X ] des polynômes de degré inférieur ou égal à

3, on considère l’application linéaire suivante
�

f : R3[X ] → R3[X ]
P 7→ (2X − 1)P ′ :

(1) L’application f est-elle injective ?

I˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e ˜l„˚i‹m`a`g´e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t 1 `e˙sfi˚t ”n˚u˜l¨l´e
f (1) = (2X − 1)× 0 = 0 :

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl ker f `d`e f ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚r`é´d˚u˚i˚t `a˚uffl ¯p`o-
˜l›y›n`ô“m`e ”n˚u˜l `eˇt `d`o“n`c `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi‹vfle.
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(2) Écrire la matrice MatB,B(f − 2id) de l’application linéaire
�

f − 2id : R3[X ] → R3[X ]
P 7→ (2X − 1)P ′ − 2P :

dans la base canonique B =
�
1; X; X 2; X 3

	
de R3[X ].

L`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi`o“n˚t
f (1) = −2; f (X ) = −1; f (X 2) = 2X 2 − 2X; `eˇt f (X 3) = 4X 3 − 3X 2 :

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e f − 2id `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `e›nffl
`c´o˝l´o“n‹n`e˙s `d`e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s `d`e˙s ˚i‹m`a`g´e˙s `d`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e `é´cˇr˚i˚t´e˙s `d`a‹n¯s
`c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e :

MatB,B(f − 2id) =

0

BB@

−2 −1 0 0
0 0 −2 0
0 0 2 −3
0 0 0 4

1

CCA :

(3) Calculer le rang de cette matrice.

E”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`a‹n˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P ¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e˙s, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle
0

BB@

−2 0 0 0
0 −2 0 0
0 2 −3 0
0 0 4 0

1

CCA :

D`o“n`c ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e `c´eˇtˇt´e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t3.
(4) En déduire la dimension du sous-espace propre E2 de f associé à la

valeur propre 2.

O”nffl ˚r`a¯p¯p`e¨l¨l´e `qfi˚u`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE2 `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `a˚uffl ”n`o“y´a˚uffl
ker(f − 2id) `d`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl f − 2id

E2 = {P ∈ R3[X ] | f (P) = 2P}
= {P ∈ R3[X ] | f (P)− 2P = (f − 2id)(P) = 0} :

O”nffl ¯p`eˇu˚t `d`o“n`c `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`eˇrffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g `àffl ˜l„`e›n`d`o“m`o˘rffl-
¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f − 2id :

dimR3[X ] = dimker(f − 2id) + rg(f − 2id);
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`c´e `qfi˚u˚iffl `d`o“n‹n`e
dimE2 = dimker(f − 2id) = 4− 3 = 1 :

�
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7. Examen final (I)

�

Questions de cours.

(1) Donner la définition de forme quadratique.

U”n`e ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e `a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nfflq : E → R ˚t´e¨l¨l´e
`qfi˚uffl’˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ : E× E→ R ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t

q(~x) = Φ(~x; ~x) :

(2) Donner un exemple de forme quadratique.

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl q : R2 → R `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl q(x; y) := x2+y2 `e˙sfi˚t ˚u‹n`e
˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e. (E˜l¨l´e ¯p˚r`o“v˘i`e›n˚t, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ((x; y)(x ′; y′)) := xx ′ + yy′).

�

Exercice 1 (Espace euclidien).
On travaille dans l’espace vectoriel R3[X ] des polynômes à coefficients réels

et de degrés inférieurs ou égaux à 3. On considère l’application
8
<

:

〈-; -〉 : R3[X ]× R3[X ] → R

(P; Q) 7→ 〈P; Q〉 :=
Z 1

0
xP (x)Q(x)dx :

(1) Quelle est la dimension de l’espace vectoriel R3[X ] ? (Justifier votre
réponse.)

L’`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lR3[X ] `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl4. E”nffl `e¨f¨f´eˇt, ˜l´affl `d˚i‹m`e›nffl-
¯sfi˚i`o“nffl `dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l `e˙sfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e (`c´o“n¯sfi˚t´a‹n˚t)
`d`e˙s `é¨l´é›m`e›n˚t˙s ˜f´o˘r‹m`a‹n˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e. O˚rffl, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
�
1; X; X 2; X 3

	 , `àffl 4 `é¨l´é›m`e›n˚t˙s, `e›nffl ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e.
(2) Montrer qu’un polynôme P vérifie 〈P; P〉 =

R1
0 xP (x)2dx = 0 si et

seulement si P est le polynôme nul P = 0.

S̊iffl P = 0 `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”n˚u˜l, `a˜l´o˘r¯s〈P; P〉 =
R1
0 xP (x)2dx = 0.

D`a‹n¯s ˜l„`a˚u˚tˇr`e ¯sfi`e›n¯s, ¯sfi`o˘i˚t P ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `qfi˚u˚iffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e R1
0 xP (x)2dx =

0. C`o“m‹m`e ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl xP (x)2 ≥ 0 `e˙sfi˚t ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle `o˘uffl ”n˚u˜l¨l´e `e›n˚tˇr`e0

`eˇt 1, `o“nffl `affl `qfi˚u`e P(x) = 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ [0; 1]. C`e´cˇiffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l´e
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¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P `affl ˚u‹n`e ˚i‹n˜fˇi‹n˚i˚t´é `d`e ˚r`a`cˇi‹n`e˙s, `c´a¯s ¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t
¯sfi˚iffl P `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”n˚u˜l.

(3) Montrer que l’application 〈-; -〉 est un produit scalaire sur R3[X ].

I˜l ”n`o˘u¯s ˜f´a˚u˚t ”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl ˜l´e˙s `qfi˚u`a˚tˇr`e˙s ¯p`o˘i‹n˚t˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t˙s.
� S”y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e. O”nffl ”vˆo˘i˚t ˚i‹m‹m`é´d˚i`a˚t´e›m`e›n˚t `qfi˚u`e

〈P; Q〉 =
Z 1

0
xP (x)Q(x)dx =

Z 1

0
xQ(x)P(x)dx = 〈Q; P 〉 :

� B˚i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e. M`o“n˚tˇr`o“n¯s ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e :

〈�P 1 + �P 2; Q〉 =

Z 1

0
x(�P 1(x) + �P 2(x))Q(x)dx

=

Z 1

0
(�xP 1(x)Q(x) + �xP 2(x)Q(x))dx

= �
Z 1

0
xP1(x)Q(x)dx + �

Z 1

0
xP2(x)Q(x)dx

= � 〈P1; Q〉+ � 〈P2; Q〉 :

L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n`c´e `d˚i˚r`e´cˇt´e `d`e ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é
`àffl `g´a˚u`c‚h`e `eˇt `d`e ˜l´affl ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`e.
� D`é¨fˇi‹n˚i`e. I˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`e ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl `qfi˚uffl’˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P ”vfléˇr˚i˜fˇi`e 〈P; P〉 =
R1
0 xP (x)2dx = 0 ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl P `e˙sfi˚t ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”n˚u˜lP = 0.
C`e´cˇiffl `affl `éˇt´é ”m`o“n˚tˇr`é `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e.
� P̀o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle.P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P ∈ R3[X ], `o“nffl `affl

〈P; P〉 =
Z 1

0
xP (x)2
| {z }

≥0

dx ≥ 0 :

(4) Écrire la matrice M := MatB(〈-; -〉) de la forme bilinéaire 〈-; -〉 dans la
base canonique

B :=
�
1; X; X 2; X 3

	

de R3[X ].
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L`e `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t `d`e ˜l´affl i -`è›m`e ˜lˇi`g›n`e `eˇt `d`e ˜l´affl j -`è›m`e `c´o˝l´o“n‹n`e `d`e ˜l´affl
”m`a˚tˇr˚i`c´e M := MatB(〈-; -〉) `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl



X i−1; X j−1

�
=

Z 1

0
xi+j−1dx =

1

i + j
:

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

M :=

0

BBB@

1
2

1
3

1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

1
7

1
5

1
6

1
7

1
8

1

CCCA
:

(5) La base canonique B :=
�
1; X; X 2; X 3

	
de R3[X ] est-elle orthonormée

pour le produit scalaire 〈-; -〉 ?

L`affl ˜bˆa¯sfi`e B ”nffl’`e˙sfi˚t ”n˚iffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e 〈1; X 〉 = 1
3 6= 0,

”n˚iffl ”n`o˘r‹m`é´e, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e 〈1; 1〉 = 1
2 6= 1.

On considère le sous-espace vectoriel F engendré par les polynômes
suivants

F := Vect({1; X }) :

(6) Donner une base orthonormée de F pour le produit scalaire 〈-; -〉.

O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `dffl’`o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e Gˇr`a‹mffl-S̀c‚h‹m˚i`d˚t.
P̀o¸sfi`o“n¯s

P1 := 1 et P2 := X :

C`o“m‹m`e ˜l´affl ”n`o˘r‹m`e `d`e P1 `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl

||P1||2 =
Z 1

0
xdx = 1

2 ;

`o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e ”n`o˘r‹m`e 1 :

Q1 :=
√
2 :

S̀o˘i˚t F1 := Vect({P1}) = Vect({Q1}). O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e
proj⊥F1

(P2) =
1

||P1||2
〈P2; P1〉P1 = 2× 1

3
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O”nffl `affl `d`o“n`c `qfi˚u`e P2 − proj⊥F1
(P2) = X − 2

3 `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àfflF1. S̀affl
”n`o˘r‹m`e ”vˆa˚u˚t
 X − 2

3

 2
=

Z 1

0
x

�
x − 2

3

� 2 dx =

Z 1

0

�
x3 − 4

3x2 + 4
9x

�
dx = 1

62
:

L`e ¯sfi`e´c´o“n`dffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `d`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `e˙sfi˚t `d`o“n`c
Q2 := 6X − 4 :

(7) Calculer la projection orthogonale proj⊥F (X
2) de X 2 sur F.

A”vfle´c ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e {Q1; Q2} ˚tˇr`o˘u‹vflé´e `àffl ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é-
`c´é´d`e›n˚t´e, ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l `d`e ˜l´affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`eX 2 ¯sfi˚u˚rffl F

¯s’`e¨f¨f´e´cˇtˇu`e `d`e ˜l´affl ”m`a‹n˚i`èˇr`e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e

proj⊥F (X
2) = 〈X 2; Q1〉Q1 + 〈X 2; Q2〉Q2

= 2

Z 1

0
x3dx +

Z 1

0
x3(6x − 4)dx × (6X − 4)

= 1
2 + 1

5(6X − 4) = 6
5X − 3

10 :

(8) Donner une base orthogonale du sous-espace vectoriel Vect(
�
1; X; X 2

	
)

engendré par les polynômes 1, X et X 2.

D’`a¯p˚r`è˙s ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
X 2 − proj⊥F

�
X 2

�
= X 2 − 6

5X + 3
10

`e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àfflF. D`o“n`c ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e
n√

2; 6X − 4; X 2 − 6
5X + 3

10

o

`e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`eVect
��

1; X; X 2
	� .

�

Exercice 2 (Diagonalisation des matrices).
On considère la matrice M ∈ M3 suivante

M :=

0

@
−1 4 −2
−4 7 −2
−4 4 1

1

A :
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(1) Calculer le polynôme caractéristique � M de la matrice M .

L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl :
� M (X ) = −(X − 1)(X − 3)2 .

(2) Déterminer le spectre de M , c’est-à-dire l’ensemble des valeurs propres.

L’`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `c´o˘r˚r`e˙sfi¯p`o“n`dffl
`àffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s. L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`eM `e˙sfi˚t `d`o“n`c
Spec(M ) = {1; 3} .

(3) Est-ce que la matrice M est trigonalisable ? Énoncer précisement le
théorème que vous utilisez.

C`o“m‹m`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e � M `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t
¯sfi`cˇi‹n`d`é, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(4) Déterminer le rang de la matrice M − 3I .

L`e ˚r`a‹n`g `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

M − 3I =

0

@
−4 4 −2
−4 4 −2
−4 4 −2

1

A

`e˙sfi˚trg(M − 3I ) = 1 .
(5) En conclure le dimension du sous-espace propre E3 associé à la valeur

propre 3. Préciser le théorème que vous appliquez.

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE3 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e3 `e˙sfi˚t
`é´g´a˜l `a˚uffl ”n`o“y´a˚uffl `d`e M − 3I : E3 = ker(M − 3I ) . P̀a˚rffl ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
`d˚uffl ˚r`a‹n`g, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ”n`o“y´a˚uffl `d`e M − 3I ”vˆa˚u˚t

dimker(M − 3I ) = 3− rg(M − 3I ) = 3− 1 = 2 :

(6) La matrice M est-elle diagonalisable ? Justifiez votre réponse.

U”n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ¯sfi`o“nffl ¯p`o˝l›y-
”n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é `eˇt ¯sfi˚iffl ˜l´e˙s `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“n¯s `d`e˙s ¯sfi`o˘u¯s-
`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s (”n`o“nffl ˚r`é´d˚u˚i˚t˙s `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ”n˚u˜l) ¯sfi`o“n˚t `é´g´a˜l´e˙s `àffl
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˜l´affl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`cˇi˚t´é `a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`a‹n¯s ˜l´e ¯p`o˝l›y-
”n`ô“m`e˙s `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e. I`cˇiffl ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`eE1 `e˙sfi˚t1 `eˇt ˜l´affl `qfi˚u`e˙s-
˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d`e E3 `e˙sfi˚t2. D`o“n`c
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(7) Déterminer le sous-espace propre E1 associé à la valeur propre 1.

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE1 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e1 `e˙sfi˚t ˜l´affl

`d˚r`o˘i˚t´e `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u1 =

0

@
1
1
1

1

A , ¯sfi`o˘i˚t

E1 = Vect({ ~u1}) :

(8) On pose

~u1 :=

0

@
1
1
1

1

A ; ~u2 :=

0

@
1
1
0

1

A ; ~u3 :=

0

@
0
1
2

1

A

Montrer que B′ := { ~u1; ~u2; ~u3} est une base de vecteurs propres de R3

et déterminer leurs valeurs propres.

U”nffl `c´a˜l´cˇu˜l ˚i‹m‹m`é´d˚i`a˚t ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e
M ~u1 = ~u1; M ~u2 = 3 ~u2; M ~u3 = 3 ~u3 :

C`o“m‹m`e `c´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s ”n˚u˜l˙s, `c´e ¯sfi`o“n˚t `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`eM , `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle˙s1; 3 `eˇt 3.
C`o“m‹m`e ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `d`eˇr‹n˚i`eˇr¯s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~u2 `eˇt ~u3 ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `c´o˝lˇiffl-
”n`é´a˚i˚r`e˙s, ˚i˜l˙s ¯sfi`o“n˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e›m`e›n˚t ˚i‹n`d`é˙p`e›n`d`a‹n˚t˙s. D’`a¯p˚r`è˙s ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl
¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e, ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u1 `e˙sfi˚t ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl
¯p˚r`o¸p˚r`e1 `eˇt ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s~u2 `eˇt ~u3 ¯sfi`o“n˚t `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e
”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e3. F̊i‹n`a˜l´e›m`e›n˚t, `c´o“m‹m`e ˜l„˚u‹n˚i`o“nffl `d`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e˙s ˜lˇi˜b˘r`e˙s
`d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d˚i¯sfi˚tˇr˚i‹n`cˇt´e˙s
`e˙sfi˚t `e›n`c´o˘r`e ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e ˜lˇi˜b˘r`e, ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eB′ `e˙sfi˚t ˜lˇi˜b˘r`e. L`e ˜f´a˚i˚t `qfi˚u`e
B′ ¯p`o¸sfi¯sfi`è´d`e3 ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚uffl’˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e R3.
(O”nffl ¯p`eˇu˚t `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`eˇrffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e P ).
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(9) Écrire la matrice de passage P := MatB,B′(idR3) de la base B′ dans la
base canonique B de R3.

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e P ”vˆa˚u˚t

P =

0

@
1 1 0
1 1 1
1 0 2

1

A :

(10) Calculer l’inverse P−1 de la matrice P .

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚i‹n‹vfleˇr¯sfi`e `d`e P ”vˆa˚u˚t

P−1 =

0

@
2 −2 1
−1 2 −1
−1 1 0

1

A :

(11) Calculer le produit des matrices P−1MP . Après avoir fait le calcul,
justifier pourquoi votre résultat est juste.

L`e `c´a˜l´cˇu˜l `d`o“n‹n`e

P−1MP =

0

@
2 −2 1
−1 2 −1
−1 1 0

1

A

0

@
−1 4 −2
−4 7 −2
−4 4 1

1

A

0

@
1 1 0
1 1 1
1 0 2

1

A

=

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 3

1

A
:

C`e ˚r`é˙sfi˚u˜lˇt´a˚t `e˙sfi˚t `c´o˝h`éˇr`e›n˚t `a‹vfle´c ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯p˚r`éˇt´a˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e. L`e ¯p˚r`o-
`d˚u˚i˚t `d`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e˙sP−1MP ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´e ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`eR3 → R3,
X 7→ MX , `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′. C`o“m‹m`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B′ `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e
”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ˚r`e˙sfi¯p`e´cˇtˇi‹vfle˙s1, 3 `eˇt 3, ˜l´e
¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t P−1MP `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d˚i`a`g´o“n`a˜l´e

P−1MP =

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 3

1

A :

(12) Calculer les puissances M k de la matrice M , pour k ≥ 1.

P̀o¸sfi`o“n¯s∆ :=

0

@
1 0 0
0 3 0
0 0 3

1

A . L`affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e

P−1MP = ∆, `dffl’`o˘ùffl M = P∆P−1. C`e´cˇiffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e



438 APPENDICE B. ANNALES

M k `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl

M k = P∆kP−1 =

0

@
2− 3k −2 + 2:3k 1− 3k

2− 2:3k −2 + 3:3k 1− 3k

2− 2:3k −2 + 2:3k 1

1

A :

�
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8. Examen final (II)

�

Questions de cours.
(1) Un produit scalaire est une forme bilinéaire Φ : E × E → R qui vérifie

trois propriétés. Donner ces trois propriétés (noms et définitions).

U”nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ : E × E → R
� ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e : Φ(~x; ~y) = Φ(~y; ~x); ∀~x; ~y ∈ E ,
� `d`é¨fˇi‹n˚i`e : Φ(~x; ~x) = 0⇒ ~x = ~0,
� ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle: Φ(~x; ~x) > 0; ∀~x ∈ E .

(2) Énoncer le théorème de diagonalisation des matrices symétriques.

T`o˘u˚t ”m`a˚tˇr˚i`c´e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `a`d‹m`eˇt ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `d`e ”vfle´c-
˚t´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s.

�

Exercice 1 (Forme bilinéaire).
On travaille dans l’espace vectoriel R2[X ] des polynômes à coefficients réels

et de degrés inférieurs ou égaux à 2. On considère l’application
�

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ Φ(P; Q) := 2P(0)Q(2)− 6P(1)Q(0) :

(1) Quelle est la dimension de l’espace vectoriel R2[X ] ? (Justifier votre
réponse.)

C`o“m‹m`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `àffl 3 `é¨l´é›m`e›n˚t˙s�
1; X; X 2

	 ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e
R2[X ], `c´e `d`eˇr‹n˚i`eˇrffl `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl3.

(2) L’application Φ est-elle bilinéaire ? (Dans les deux cas, le démontrer.)

L`e `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl Φ `e˙sfi˚t ˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `àffl
`g´a˚u`c‚h`e

Φ(� 1P1 + � 2P2; Q) = 2(� 1P1(0) + � 2P2(0))Q(2)− 6(� 1P1(1) + � 2P2(1))Q(0)

= � 1

�
2P1(0)Q(2)− 6P1(1)Q(0)

�
+

� 2

�
2P2(0)Q(2)− 6P2(1)Q(0)

�

= � 1Φ(P1; Q) + � 2Φ(P2; Q):

U”nffl `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚i‹m˚i˜l´a˚i˚r`e ”m`o“n˚tˇr`e ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e. L`affl ˜f´o˘r‹m`e Φ `e˙sfi˚t
`d`o“n`c ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e.



440 APPENDICE B. ANNALES

(3) L’application Φ est-elle symétrique ? (Dans les deux cas, le démontrer.)

L’`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl Φ ”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e`c´a˚rffl, `e›nffl `g´é›n`éˇr`a˜l, `o“nffl `affl
Φ(P; Q) = 2P(0)Q(2)− 6P(1)Q(0) 6= Φ(Q; P ) = 2Q(0)P(2)− 6Q(1)P(0) :

P̀a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e, ¯sfi˚iffl `o“nffl `c´o“n¯sfi˚i`d`èˇr`e P = 1 `eˇt Q = X , `o“nffl `affl `a˜l´o˘r¯s
Φ(1; X ) = 4 6= −6 = Φ(X; 1) :

(4) Écrire la matrice M := MatB(Φ) de la forme bilinéaire Φ dans la base
canonique

B :=
�
1; X; X 2

	

de R2[X ].

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e MatB(Φ) `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e˙s ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e˙s ¯p`a˚i˚r`e˙s `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e�

1; X; X 2
	 ; `àffl ˜l´affl ˚iffl`è›m`e

˜lˇi`g›n`e `eˇt ¯j`è›m`e `c´o˝l´o“n‹n`e, `o“nffl ¯p˜l´a`c´e ˜l´e `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t Φ
�
X i−1; X j−1

� :

M = MatB(Φ) =

0

@
−4 4 8
−6 0 0
−6 0 0

1

A :

(5) Quel est le rang de la forme bilinéaire Φ ?

P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `e˙sfi˚t ˜l´e ˚r`a‹n`g `d`e
˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M `qfi˚u˚iffl ”vˆa˚u˚t 2.

(6) Montrer que la famille

B′ :=
�
1; X − 1; (X − 1)2

	

est une base et donner la matrice de passage P := MatB,B′(id).

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e P `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚t˙s `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s
`d`e ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e B′ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B :

P =

0

@
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

1

A :

C`o“m‹m`e `c´eˇtˇt´e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g ”m`a‹xˇi‹m`a˜l (3), `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´eB′

`e˙sfi˚t ˚u‹nffl ˜bˆa¯sfi`e `d`eR2[X ].
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(7) Donner la matrice N := MatB′(Φ) de la forme bilinéaire Φ dans la base
B′.

D’`a¯p˚r`è˙s ˚u‹nffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl `c´o˘u˚r¯s, `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eN =

MatB′(Φ) `e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl

N = tP MP =

0

@
1 0 0
−1 1 0
1 −2 1

1

A

0

@
−4 4 8
−6 0 0
−6 0 0

1

A

0

@
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

1

A

=

0

@
−4 8 −4
−2 −2 −2
2 2 2

1

A

(8) Décrire la forme quadratique q associée à la forme bilinéaire Φ.

P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e
˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `e˙sfi˚t
q : R2[X ] → R

P 7→ q(P) := Φ(P; P) = 2P(0)P(2)− 6P(1)P(0)
= 2P(0)(P(2)− 3P(1)) :

On considère la forme bilinéaire symétrique
8
<

:

Ψ : R2[X ]× R2[X ] → R
(P; Q) 7→ Φ(P; Q) := P(0)Q(2) + P(2)Q(0)

−3P(0)Q(1)− 3P(1)Q(0) :

(9) Montrer que la forme bilinéaire Ψ est la forme polaire de la forme qua-
dratique q.

L`affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl Ψ `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àfflq :
Ψ(P; P) = P(0)P(2) + P(2)P(0)− 3P(0)P(1)− 3P(1)P(0)

= 2P(0)(P(2)− 3P(1)) = q(P) :

O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚uffl’˚i˜l ”nffl’”y `affl `qfi˚uffl’˚u‹n`e ¯sfi`eˇu˜l´e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `qfi˚u˚iffl
`d`o“n‹n`e ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e `d`o“n‹n`é´e. D`a‹n¯s ˜l´e `c´a¯s `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
`qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q, ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Ψ ; `c’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜b˘i`e›nffl ˜l´affl
˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é´e `àffl q.

�
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Exercice 2 (Diagonalisation des matrices).
On considère la matrice M ∈ M3 suivante

M :=

0

@
1 1 1
1 2 0
1 0 2

1

A :

(1) Calculer le rang de la matrice M − 3I .

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M − 3I `e˙sfi˚t

M − 3I =

0

@
−2 1 1
1 −1 0
1 0 −1

1

A :

E”nffl `a¯j´o˘u˚t´a‹n˚t `àffl ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e, ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `a˚u˚tˇr`e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s,
`o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e0

@
0 1 1
0 −1 0
0 0 −1

1

A ;

`qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g2. C`o“m‹m`e ˜l´e˙s `o¸p`éˇr`a˚tˇi`o“n¯s ¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`e
`c‚h`a‹n`g´e›n˚t ¯p`a¯s ˜l´e ˚r`a‹n`g `dffl’˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M − 3I `e˙sfi˚t `d`e
˚r`a‹n`g 2.

(2) Est-ce que 3 est une valeur propre de M ? Si oui, quelle est la dimension
du sous-espace propre E3.

L`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é `àffl ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e M − 3I `d`o“n‹n`e
3 = dimKer(M − 3I ) + rg(M − 3I ) ;

`c´e `qfi˚u˚iffl ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`e `c´o“n`c¨lˇu˚r`e `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ”n`o“y´a˚uffl `d`e M −3I

”vˆa˚u˚t 1. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`o“n`c `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯sX ”n`o“nffl ”n˚u˜l˙s, ˚t´e¨l˙s `qfi˚u`eMX =

3X , `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e3.
L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE3 = Ker(M − 3I ) `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl1.

(3) Calculer le polynôme caractéristique � M de la matrice M .

P̀a˚rffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚tˇi`o“nffl, ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e � M `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
M `e˙sfi˚t ˜l´e `d`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`a‹n˚t `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eM − XI . I˜l `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl

� M (X ) =
1− X 1 1

1 2− X 0
1 0 2− X

:
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E”nffl `a¯j´o˘u˚t´a‹n˚t `àffl ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e, ˜l´e˙s `d`eˇu‹x `a˚u˚tˇr`e˙s `c´o˝l´o“n‹n`e˙s,
`o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle

� M (X ) =
3− X 1 1
3− X 2− X 0
3− X 0 2− X

= (3− X )
1 1 1
1 2− X 0
1 0 2− X

:

E”n˜fˇi‹nffl, `e›nffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`a‹n˚t ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl ˜l´affl `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e, `o“nffl
`o˝b˘tˇi`e›n˚t

� M (X ) = (3− X )(−(2− X ) + (2− X )(1− X )) = (3− X )X (X − 2)

(4) Déterminer le spectre de M , c’est-à-dire l’ensemble de ses valeurs propres.

L`e ¯sfi¯p`e´cˇtˇr`e `d`e M `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `àffl ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e˙s ˚r`a`cˇi‹n`e˙s `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e
`c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e˙s ¯sfi`o˘i˚t

SpecM = {0; 2; 3} :

(5) Peut-on conclure que la matrice M est diagonalisable en utilisant seule-
ment la forme du polynôme caractéristique ?

O˚u˚iffl, `c´o“m‹m`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ¯sfi`cˇi‹n`d`é `àffl ˚r`a`cˇi‹n`e˙s
¯sfi˚i‹m¯p˜l´e˙s, `a˜l´o˘r¯s `c´e¨l´affl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eM `e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.
(D`a‹n¯s `c´e `c´a¯s, ˜l´e˙s ˚tˇr`o˘i¯s ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e˙s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s ”n`o“nffl-˚tˇr˚i‹v˘i`a˚u‹xE0,
E2 `eˇt E3 ¯sfi`o“n˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl 1 `eˇt ˚i˜l˙s `e›n`g´e›n`d˚r`e›n˚t ˚t´o˘u˚t ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e
R3.)
On considère la base F suivante

~f 1 :=

0

@
0
1
−1

1

A ; ~f 2 :=

0

@
1
2
0

1

A ; ~f 3 :=

0

@
3
2
−2

1

A

(6) À partir de cette base, construire une base orthonormée U de R3 (muni
de son produit scalaire canonique). Donner le nom de l’algorithme que
vous utiliser.

O”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l„`a˜l´g´o˘r˚i˚t‚h‹m`e `d`e Gˇr`a‹mffl–S̀c‚h‹m˚i`d˚t `àffl ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e F ¯p`o˘u˚rffl
`o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘r‹m`é´e `d`e R3. L`affl ”n`o˘r‹m`e `d˚uffl ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl
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”vfle´cˇt´eˇu˚rffl `e˙sfi˚t
 ~f 1

 =
√
2. O”nffl ¯p`o¸sfi`e `d`o“n`c

~u1 :=
√
2

2

0

@
0
1
−1

1

A :

S̀o˘i˚t F1 = Vect({~u1}) ˜l´affl `d˚r`o˘i˚t´e `e›n`g´e›n`d˚r`é´e ¯p`a˚rffl ~u1. L`affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl
`o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`e ~f 2 ¯sfi˚u˚rffl F1 `e˙sfi˚t

proj⊥F1
(~f 2) =


 ~f 2; ~u1
�
~u1 =

0

@
0
1
−1

1

A :

L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
~f 2 − proj⊥F1

(~f 2) =

0

@
1
1
1

1

A

`e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àffl~u1. S̀affl ”n`o˘r‹m`e ”vˆa˚u˚t √3 ; `o“nffl ˜l´e ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`e ¯p`o˘u˚rffl
`o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜l´e `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl

~u2 :=
√
3

3

0

@
1
1
1

1

A :

S̀o˘i˚t F2 = Vect({~u1; ~u2}) ˜l´e ¯p˜l´a‹nffl `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ~u1 `eˇt ~u2. L`affl
¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`e~f 3 ¯sfi˚u˚rffl F2 `e˙sfi˚t

proj⊥F2

� ~f 3
�
=


 ~f 3; ~u1
�
~u1 +


 ~f 3; ~u2
�
~u2 = 2

0

@
0
1
−1

1

A + 1

0

@
1
1
1

1

A =

0

@
1
3
−1

1

A :

L`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
~f 3 − proj⊥F2

� ~f 3
�
=

0

@
2
−1
−1

1

A

`e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `àffl~u1 `eˇt `àffl ~u2. S̀affl ”n`o˘r‹m`e ”vˆa˚u˚t √6 ; `o“nffl ˜l´e ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`e
¯p`o˘u˚rffl `o˝b˘t´e›n˚i˚rffl ˜l´e ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl

~u3 :=
√
6

6

0

@
2
−1
−1

1

A :
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A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e U := {~u1; ~u2; ~u3} ˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`o“n`o˘rffl-
”m`é´e `d`e R3.

(7) La base orthonormée U est-elle une base de diagonalisation de M , c’est-
à-dire une base de vecteurs propres de M ?

U”nffl `c´a˜l´cˇu˜l `d˚i˚r`e´cˇt ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e
8
<

:

M~u1 = 2~u1
M~u2 = 3~u2
M~u3 = 0 = 0~u3 :

L`affl ˜bˆa¯sfi`e U `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜b˘i`e›nffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e ˜l´affl
”m`a˚tˇr˚i`c´e M .

�
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9. Examen final (III)

�

Questions de cours.

(1) Quelle est la définition de la norme d’un espace euclidien (E ; 〈 ; 〉) ?

L`affl ”n`o˘r‹m`e `dffl’˚u‹nffl `e˙sfi¯p`a`c´e `eˇu`c¨lˇi`d˚i`e›nffl `e˙sfi˚t ˜l„`a¯p¯p˜lˇi`c´a˚tˇi`o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i`e ¯p`a˚rffl
�
‖ ‖ : E → R

~x 7→ ‖~x‖ :=
p
〈~x; ~x〉 :

(2) Donner la formule de changement de base des matrices représentant
les formes bilinéaires. (Expliquer bien ce que représente chacune des
notations que vous utilisez.)

S̀o˘i˚t Φ : E × E → R ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `eˇt ¯sfi`o˘i`e›n˚t A `eˇt B `d`eˇu‹x
˜bˆa¯sfi`e˙s `d`e ˜l„`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lE . L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e
˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e B ¯s’`é´cˇr˚i˚t `e›nffl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚tΦ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e A ¯p`a˚rffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e :

MatB(Φ) =
tP MatA(Φ)P ;

`o˘ùffl P = MatA,B(id) `e˙sfi˚t ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`a`g´e `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`eB `d`a‹n¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e A.

�

Exercice 1 (Diagonalisation des matrices).
On considère la matrice suivante

A =

0

@
−10 5 10
−4 0 4
−6 4 6

1

A :

(1) Quelle est le rang de l’endomorphisme
�

f : R3 → R3

X 7→ AX

défini par la matrice A ?

L`e ˚r`a‹n`g `d`e ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `a˚uffl ˚r`a‹n`g `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e
A. E”nffl `é´c‚h`e¨l´o“n‹n`a‹n˚t `c´eˇtˇt´e ”m`a˚tˇr˚i`c´e (¯p`a˚rffl `c´o˝l´o“n‹n`e˙s), `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle ˚u‹n`e
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”m`a˚tˇr˚i`c´e `a‹vfle´c `d`eˇu‹x `c´o˝l´o“n‹n`e˙s ”n`o“nffl ”n˚u˜l¨l´e˙s :0

@
−10 5 10
−4 0 4
−6 4 6

1

A ∼

0

@
0 5 0
−4 0 0
2 4 0

1

A ∼

0

@
5 0 0
0 −4 0
4 2 0

1

A :

L`e ˚r`a‹n`g `d`e ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f `e˙sfi˚t `d`o“n`c `é´g´a˜l `àffl2.
(2) Cet endomorphisme est-il injectif ?

O”nffl ˚u˚tˇi˜lˇi¯sfi`e ˜l´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `d˚uffl ˚r`a‹n`g `qfi˚u˚iffl `a˜f¨fˇi˚r‹m`e `qfi˚u`e
dimR3 = dimKerf + rg f :

C`e¨l´affl `d`o“n‹n`e `qfi˚u`e ˜l´affl `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl `d˚uffl ”n`o“y´a˚uffl Kerf `d`e f `e˙sfi˚t `é´g´a˜l´e `àffl
3− 2 = 1. L’`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˚i‹n¯j´e´cˇtˇi˜f.

(3) En déduire une valeur propre de la matrice A .

C`o“m‹m`e ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE0 `a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e
0 `e˙sfi˚t `é´g´a˜l `a˚uffl ”n`o“y´a˚uffl `d`ef , ˚i˜l ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s ˚r`é´d˚u˚i˚t `a˚uffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl
”n˚u˜l ˚i`cˇiffl. C`e´cˇiffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e ˜l„`e›xˇi¯sfi˚t´e›n`c´e `d`e ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ¯p˚r`o¸p˚r`e˙s `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl
¯p˚r`o¸p˚r`e0. O”nffl `c´o“n`c¨lˇu˚t `qfi˚u`e 0 `e˙sfi˚t ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA.

(4) Calculer le polynôme caractéristique � A(X ) de la matrice A .

L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `d`e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ”vˆa˚u˚t

� A(X ) = det(A − XI ) =

������

−10− X 5 10
−4 −X 4
−6 4 6− X

������
=

������

−X 5 10
0 −X 4
−X 4 6− X

������

= (−X )

������

1 5 10
0 −X 4
1 4 6− X

������

`e›nffl `a¯j´o˘u˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e `c´o˝l´o“n‹n`e `àffl ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `eˇt `e›nffl ˜f´a`cˇt´o˘r˚iffl-
¯sfi`a‹n˚t ¯p`a˚rffl −X . P̊u˚i¯s `e›nffl ¯sfi`o˘u¯sfi˚tˇr`a‹y´a‹n˚t 5 ˜f´o˘i¯s ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e
`àffl ˜l´affl `d`eˇu‹xˇi`è›m`e `eˇt `e›nffl ¯sfi`o˘u¯sfi˚tˇr`a‹y´a‹n˚t 10 ˜f´o˘i¯s ˜l´affl ¯p˚r`e›m˚i`èˇr`e `c´o˝l´o“n‹n`e
`àffl ˜l´affl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

� A(X ) = (−X )

������

1 0 0
0 −X 4
1 −1 −4− X

������
= (−X )

����
−X 4
−1 −4− X

����

= (−X )(X 2 + 4X + 4) = −X (X + 2)2 :
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(5) La matrice A est-elle trigonalisable ?

L`e `cˇr˚i˚t´èˇr`e `d`e ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˘i˜lˇi˚t´é `a˜f¨fˇi˚r‹m`e `qfi˚uffl’˚u‹n`e ”m`a˚tˇr˚i`c´e `e˙sfi˚t ˚tˇr˚i`g´o-
”n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ¯sfi`o“nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e `e˙sfi˚t
¯sfi`cˇi‹n`d`é, `c´e `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t ˜l´e `c´a¯s ˚i`cˇiffl. D`o“n`c, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA `e˙sfi˚t ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(6) La matrice A est-elle diagonalisable ?

D’`a¯p˚r`è˙s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `d˚uffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `c´a˚r`a`cˇt´éˇr˚i¯sfi˚tˇi`qfi˚u`e, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´eA

`e˙sfi˚t `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e ¯sfi˚iffl `eˇt ¯sfi`eˇu˜l´e›m`e›n˚t ¯sfi˚iffl ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE−2

`a¯sfi¯sfi`oˆcˇi`é `àffl ˜l´affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e−2 `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl2. D`éˇt´eˇr‹m˚i‹n`o“n¯s
˜l´e : `o“nffl `c‚h`eˇr`c‚h`e ˜l´e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯sX = t(x; y; z) `d`e R3 ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t (A +

2I )X = 0, `c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e
8
<

:

−8x + 5y + 10z = 0
−4x + 2y + 4z = 0
−6x + 4y + 8z = 0

⇐⇒
�

x = 0
y = −2z :

L`e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lE−2 `e˙sfi˚t ˜l„˚i‹n˚t´eˇr¯sfi`e´cˇtˇi`o“nffl `d`e `d`eˇu‹x ¯p˜l´a‹n¯s
`d˚i¯sfi˚tˇi‹n`cˇt˙s; ˚i˜l ¯s’`a`gˇi˚t `dffl’˚u‹n`e `d˚r`o˘i˚t´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l¨l´e `qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl
1. L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e A ”nffl’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ¯p`a¯s `d˚i`a`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˜b˝l´e.

(7) Donner une base de trigonalisation de la matrice A .

O”nffl ”vˆaffl `c‚h`eˇr`c‚h`eˇrffl ˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e~u1 `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e0,
˚u‹nffl ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e~u2 `d`e ”vˆa˜l´eˇu˚rffl ¯p˚r`o¸p˚r`e−2 `eˇt ˚u‹nffl ˚tˇr`o˘i¯sfi˚i`è›m`e
”vfle´cˇt´eˇu˚rffl ~u3 ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e˙s `c´o“m¯p˜l´éˇt´eˇrffl `e›nffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e ”n`o˘t´é´eB. D`a‹n¯s `c´e
`c´a¯s, ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e `d`e ˜l„`e›n`d`o“m`o˘r¯p˛h˚i¯sfi‹m`e f `d`a‹n¯s `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e ¯sfi`eˇr`affl `d`e
˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

MatB,B(f ) =

0

@
0 0 ∗
0 −2 ∗
0 0 −2

1

A ;

`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e ˚tˇr˚i`a‹n`gˇu˜l´a˚i˚r`e ¯sfi˚u¯p`éˇr˚i`eˇu˚r`e.
I˜l `e˙sfi˚t ˜f´a`cˇi˜l´e `d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl

~u1 :=

0

@
1
0
1

1

A
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`e˙sfi˚t `d`a‹n¯s ˜l´e ”n`o“y´a˚uffl `d`ef . D`e ˜l´affl ˚r`é˙sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl `qfi˚u`e˙sfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é-
`c´é´d`e›n˚t´e, `o“nffl ˚tˇi˚r`e `qfi˚u`e ˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl

~u2 :=

0

@
0
2
−1

1

A

”vfléˇr˚i˜fˇi`e ˜l´e˙s `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“n¯s ˚r`é´gˇi¯sfi¯sfi`a‹n˚t ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e ¯p˚r`o¸p˚r`eE−2. E”n˜fˇi‹nffl,
˜l´e ”vfle´cˇt´eˇu˚rffl

~u3 :=

0

@
0
1
0

1

A

”nffl’`a¯p¯p`a˚r˚tˇi`e›n˚t ¯p`a¯s `a˚uffl ¯p˜l´a‹nffl `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl ~u1 `eˇt ~u2 ; ˚i˜l `c´o“m¯p˜l´èˇt´e
`d`o“n`c `c´e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `e›nffl ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `d`e ˚tˇr˚i`g´o“n`a˜lˇi¯sfi`a˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl
”m`a˚tˇr˚i`c´e A :

B =

8
<

:

0

@
1
0
1

1

A ;

0

@
0
2
−1

1

A ;

0

@
0
1
0

1

A

9
=

;
:

�

Exercice 2 (Produit scalaire).
On travaille dans l’espace vectoriel R2[X ] formé des polynômes de degré

inférieur ou égal à 2. On considère l’application

8
<

:

〈 ; 〉 : R2[X ]× R2[X ] → R

(P; Q) 7→ 〈P; Q〉 :=
Z 1

−1
(x2 + 1)P(x)Q(x)dx :

(1) Quelle est la dimension de l’espace vectoriel R2[X ] ?

L’`e˙sfi¯p`a`c´e ”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨lR2[X ] `e˙sfi˚t `d`e `d˚i‹m`e›n¯sfi˚i`o“nffl3, ¯p`a˚rffl `e›x´e›m¯p˜l´e ˜l´affl
˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e �

1; X; X 2
	 `a`d‹m`eˇt 3 `é¨l´é›m`e›n˚t˙s.

(2) Montrer que l’application 〈 ; 〉 est bilinéaire.
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S̀o˘i`e›n˚t P1; P2 `eˇt Q `d`e˙s ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s `eˇt ¯sfi`o˘i`e›n˚t� 1; � 2 `d`eˇu‹x ”n`o“m˜b˘r`e˙s
˚r`é´e¨l˙s. L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e ¯sfi`e ”m`o“n˚tˇr`e ¯p`a˚rffl ˜l´e `c´a˜l´cˇu˜l ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t

〈� 1P1 + � 2P2; Q〉 =

Z 1

−1
(x2 + 1)

�
� 1P1(x) + � 2P2(x)

�
Q(x)dx

= � 1

Z 1

−1
(x2 + 1)P1(x)Q(x)dx

+� 2

Z 1

−1
(x2 + 1)P2(x)Q(x)dx

= � 1 〈P1; Q〉+ � 2 〈P2; Q〉 :

O”nffl ¯p`eˇu˚t ˚r`e›m`a˚r`qfi˚u`eˇrffl `qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e,
`c’`e˙sfi˚t-`àffl-`d˚i˚r`e

〈P; Q〉 =
Z 1

−1
(x2 + 1)P(x)Q(x)dx =

Z 1

−1
(x2 + 1)Q(x)P(x)dx = 〈Q; P 〉 :

L`affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `g´a˚u`c‚h`e ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `d`o“n`c ˜l´affl ˜lˇi‹n`é´a˚r˚i˚t´é `àffl `d˚r`o˘i˚t´e. E˚t
`a˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ”n`o˘u¯s `a‹vˆo“n¯s ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e.

(3) Montrer que l’application 〈 ; 〉 est définie.

S̀o˘i˚t P ∈ R2[X ] ˚u‹nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ˚t´e¨l `qfi˚u`e

〈P; P〉 =
Z 1

−1
(x2 + 1)(P(x))2
| {z }

>0

dx = 0 :

C`e´cˇiffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e (x2 + 1)(P(x))2 = 0 ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t x ∈ [−1; 1].
E˚t `c´o“m‹m`e x2 + 1 6= 0 ¯p`o˘u˚rffl x ∈ [−1; 1], `c´e´cˇiffl ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e `qfi˚u`e ˜l´e
¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P ¯s’`a‹n‹n˚u˜l´e ¯sfi˚u˚rffl ˚t´o˘u˚t [−1; 1]. L`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P `a`d‹m`eˇt
`d`o“n`c ˚u‹n`e ˚i‹n˜fˇi‹n˚i˚t´é `d`e ˚r`a`cˇi‹n`e˙s; `c´a¯s ¯p`o¸sfi¯sfi˚i˜b˝l´e ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t ¯sfi˚ifflP `e˙sfi˚t
˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”n˚u˜l. D`o“n`c ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t `d`é¨fˇi‹n˚i`e.

(4) Montrer que l’application 〈 ; 〉 est un produit scalaire. U”nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t

¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `d`é¨fˇi‹n˚i`e `eˇt ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹vfle.
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Ǹo˘u¯s `a‹vˆo“n¯s `d`é˙j´àffl ”m`o“n˚tˇr`é ˜l´e˙s `d`eˇu‹x ¯p˚r`e›m˚i`eˇr¯s ¯p`o˘i‹n˚t˙s `a˚u‹x `qfi˚u`e˙s-
˚tˇi`o“n¯s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e˙s. I˜l ”n`e ˚r`e˙sfi˚t´e ¯p˜lˇu¯s `qfi˚uffl’`àffl ”m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´affl ¯p`o¸sfi˚i˚tˇi‹v˘i˚t´é :

〈P; P〉 =
Z 1

−1
(x2 + 1)(P(x))2
| {z }

>0

dx > 0 :

L`affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e 〈 ; 〉 `e˙sfi˚t `d`o“n`c ˚u‹nffl ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e.
(5) Écrire la matrice MatC(〈 ; 〉) de la forme bilinéaire 〈 ; 〉 dans la base

canonique
C :=

�
1; X; X 2

	

de R2[X ].

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e〈 ; 〉 `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `e˙sfi˚t ˜f´o˘r‹m`é´e `d`e˙s ”vˆa˜l´eˇu˚r¯s ¯p˚r˚i¯sfi`e˙s ¯p`a˚rffl〈 ; 〉 ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e˙s `é¨l´é-
”m`e›n˚t˙s `d`e `c´eˇtˇt´e ˜bˆa¯sfi`e. P̀a˚rffl ˚i‹m¯p`a˚r˚i˚t´é, ˜l´e˙s ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s ¯sfi`o“n˚t
”n˚u˜l¨l´e˙s

Z 1

−1
(x2 + 1)x dx =

Z 1

−1
(x2 + 1)x3 dx = 0 :

E”nffl `d`é›vfle¨l´o¸p¯p`a‹n˚t, `o“nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´e˙s ˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t´e˙s.
Z 1

−1
(x2 + 1) dx =

�
x3

3
+ x

� 1

−1

= 2

�
1

3
+ 1

�
=

8

3
;

Z 1

−1
(x2 + 1)x2 dx =

Z 1

−1
(x4 + x2) dx =

�
x5

5
+

x3

3

� 1

−1

= 2

�
1

5
+

1

3

�
=

16

15
;

Z 1

−1
(x2 + 1)x4 dx =

Z 1

−1
(x6 + x4) dx =

�
x7

7
+

x5

5

� 1

−1

= 2

�
1

7
+

1

5

�
=

24

35
:

A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, `o“nffl ˚tˇr`o˘u‹vfle ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e

MatC(〈 ; 〉) =

0

@
8
3 0 16

15
0 16

15 0
16
15 0 24

35

1

A :

(6) La base canonique C est-elle une famille orthogonale pour le produit
scalaire 〈 ; 〉 ?

C`o“m‹m`e ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e `d`e˙s ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s `d`e ˜bˆa¯sfi`e


1; X 2

�
=

16

15
6= 0
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”nffl’`e˙sfi˚t ¯p`a¯s ”n˚u˜l, `c´e˙s `d`eˇu‹x ”vfle´cˇt´eˇu˚r¯s ”n`e ¯sfi`o“n˚t ¯p`a¯s `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˚u‹x.
L`affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e ”n`e ˜f´o˘r‹m`e `d`o“n`c ¯p`a¯s ˚u‹n`e ˜f´a‹m˚i˜l¨l´e `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e
¯p`o˘u˚rffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e 〈 ; 〉.

(7) Orthogonaliser la base canonique C pour obtenir une base orthogonale
pour le produit scalaire 〈 ; 〉.

L`affl ”n`o˘r‹m`e `d˚uffl ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e `e˙sfi˚t‖1‖ =
q

8
3 , ¯sfi`o“nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e

”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`é `e˙sfi˚t `d`o“n`cr
3

8
=

√
3

2
√
2
=

√
6

4
:

O”nffl `affl `d`é˙j´àffl ”v˘uffl `qfi˚u`e ˜l´e `d`eˇu‹xˇi`è›m`e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`eX `d`e ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e
`e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `a˚uffl ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl1 ; ¯sfi`o“nffl ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e ”n`o˘r‹m`a˜lˇi¯sfi`é `e˙sfi˚t `d`o“n`c

r
15

16
X =

√
15

4
X :

O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´affl ¯p˚r`o¸j´e´cˇtˇi`o“nffl `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`eX 2 ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ¯sfi`o˘u¯s-`e˙sfi¯p`a`c´e
”vfle´cˇt´o˘r˚i`e¨l F `e›n`g´e›n`d˚r`é ¯p`a˚rffl 1 `eˇt X `gˇr`â`c´e `a˚u‹x ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e˙s ”n`o˘r‹m`affl-
˜lˇi¯sfi`é˙s ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t˙s :

proj⊥F (X
2) =

*

X 2;
√
6

4

+ √
6

4
+

*

X 2;
√
15

4
X

+ √
15

4
X

=
6

16

Z 1

−1
(x2 + 1)x2 dx =

6

16
· 16
15

=
2

5
:

O”nffl `e›nffl `d`é´d˚u˚i˚t `qfi˚u`e ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e X 2− 2
5 `e˙sfi˚t `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l `a˚u‹x `d`eˇu‹x

¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t˙s. A˚uffl ˜fˇi‹n`a˜l, ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
�
1; X; X 2 − 2

5

	

˜f´o˘r‹m`e ˚u‹n`e ˜bˆa¯sfi`e `o˘r˚t‚h`oˆg´o“n`a˜l´e `d`e R2[X ] ¯p`o˘u˚rffl ˜l´e ¯p˚r`oˆd˚u˚i˚t ¯sfi`c´a˜l´a˚i˚r`e
〈 ; 〉.

�
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Exercice 3 (Méthode de Gauss).
On travaille dans l’espace vectoriel R2[X ] formé des polynômes de degré

inférieur ou égal à 2. On considère la forme bilinéaire
8
<

:

Φ : R2[X ]× R2[X ] → R

(P; Q) 7→ Φ(P; Q) := 15
2

Z 1

−1
xP (x)Q(x)dx :

(1) Calculer le rang de la forme bilinéaire Φ.

O”nffl `c´a˜l´cˇu˜l´e ˜l´affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ `d`a‹n¯s
˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e `c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e

C :=
�
1; X; X 2

	

`d`e R2[X ]. P̀o˘u˚rffl `c´e¨l´affl, `o“nffl `e¨f¨f´e´cˇtˇu`e ˜l´e˙s `c´a˜l´cˇu˜l˙s `dffl’˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e˙s ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t˙s

15
2

Z 1

−1
xdx = 0;

15
2

Z 1

−1
x2dx = 15

2

h
x3

3

i 1
−1

= 15
2 ·

2
3 = 5;

15
2

Z 1

−1
x3dx = 0;

15
2

Z 1

−1
x4dx = 15

2

h
x5

5

i 1
−1

= 15
2 ·

2
5 = 3;

15
2

Z 1

−1
x5dx = 0:

L`affl ”m`a˚tˇr˚i`c´e ˚r`e˙p˚r`é˙sfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`eΦ `d`a‹n¯s ˜l´affl ˜bˆa¯sfi`e
`c´a‹n`o“n˚i`qfi˚u`e `e˙sfi˚t `d`o“n`c

MatC(Φ) =

0

@
0 5 0
5 0 3
0 3 0

1

A ;

`qfi˚u˚iffl `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g2. D`o“n`c ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `e˙sfi˚t `d`e ˚r`a‹n`g2.
(2) Décrire la forme quadratique

�
q : R2[X ] → R

P(X ) = a + bX + cX 2 7→ q
�
a + bX + cX 2

�
:

associée à la forme bilinéaire Φ en fonction de a, b et c.
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L`affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl `d`e ˜l´affl `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q ¯sfi˚u˚rffl ˜l´e ¯p`o˝l›y›n`ô“m`e P = a+bX+cX 2

`e˙sfi˚t `d`o“n‹n`é´e ¯p`a˚rffl

q(P) = Φ(P; P) =
�
a b c

�
0

@
0 5 0
5 0 3
0 3 0

1

A

0

@
a
b
c

1

A = 10ab+ 6bc :

(3) Quelle est la forme polaire associée à la forme quadratique q?

L`affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e `e˙sfi˚t ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e `qfi˚u˚iffl
`d`o“n‹n`e ”n`a˚i¯sfi¯sfi`a‹n`c´e `àffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e. O˚rffl ˚i`cˇiffl, ˚i˜l `e˙sfi˚t ˜f´a`cˇi˜l´e
`d`e ”vˆo˘i˚rffl `qfi˚u`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ˜b˘i˜lˇi‹n`é´a˚i˚r`e Φ `e˙sfi˚t ¯sfi‹y›m`éˇtˇr˚i`qfi˚u`e, `c’`e˙sfi˚t `d`o“n`c ˜l´affl
˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e `d`e q.

(4) Appliquer la méthode de Gauss pour réduire la forme quadratique q.

L`affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q ”n`e ¯p˚r`é˙sfi`e›n˚t´e ¯p`a¯s `d`e ˚t´eˇr‹m`e `c´a˚r˚r`é, `o“nffl
¯p`a¯sfi¯sfi`e `d`o“n`c `d˚i˚r`e´cˇt´e›m`e›n˚t `àffl ˜l´affl ¯sfi`e´c´o“n`d`e ¯p˛h`a¯sfi`e `d`e ˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `d`e
G´a˚u¯sfi¯s :

10ab+ 6bc= 10
�
ab+ 3

5bc
�
= 10

�
a + 3

5c
�

b

= 10
4

� �
a + 3

5c+ b
� 2 −

�
a + 3

5c− b
� 2� :

L`affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e q ¯sfi`e `d`é´c´o“m¯p`o¸sfi`e `d`o“n`c ¯sfi`o˘u¯s ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e

q(a + bX + cX 2) = 5
2

�
a + b+ 3

5c
� 2 − 5

2

�
a− b+ 3

5c
� 2 :

(5) En conclure la signature de la forme bilinéaire Φ.

L`affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e Φ `c´o“m¯p˚t´e ˜l´e˙s ¯sfi˚i`g›n`e˙s `d`e˙s ˚t´eˇr‹m`e˙s
`a¯p¯p`a˚r`a˚i¯sfi¯sfi`a‹n˚t `d`a‹n¯s ˜l´affl ˚r`é´d˚u`cˇtˇi`o“nffl `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e ¯p`a˚rffl
˜l´affl ”m`éˇt‚h`oˆd`e `d`e G´a˚u¯sfi¯s. I`cˇiffl, ˜l´affl ¯sfi˚i`g›n`a˚tˇu˚r`e `d`e ˜l´affl ˜f´o˘r‹m`e `qfi˚u`a`d˚r`a˚tˇi`qfi˚u`e
`eˇt `d`o“n`c `d`e ¯sfi`affl ˜f´o˘r‹m`e ¯p`o˝l´a˚i˚r`e Φ `e˙sfi˚t

sgnΦ = (1; 1) :
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0n,m : matrice nulle, 59
A−1 : inverse d’une matrice, 60
I n : matrice identité, 59
C : nombres complexes, 33
∆ : discriminant, 49
Hom(U ; V ) : ensemble

d’applications linéaires, 183
Im : image, 16, 185
Ker : noyau, 186
MatB(Φ) : matrice d’une forme

bilinéaire, 276
MatB(q) : matrice d’une forme

quadratique, 314
MatB,A(f ) : matrice d’une

application linéaire, 194
N : nombres entiers naturels, 31
‖~x‖ : norme, 288
Q : nombres rationnels, 32
R : nombres réels, 32
R[X ] : polynômes, 45
Rn : ensemble de n-uplets, 115
Rd[X ] : polynômes de degré

maximum d, 122
Specf : spectre, 216
Vect(A) : sous-espace vectoriel

engendré par A, 126
Z : entiers relatifs, 31
z̄ : complexe conjugué, 34
� A(X ) : polynôme caractéristique

d’une matrice, 217
� f (X ) : polynôme caractéristique

d’un endormorphisme, 217
cos : cosinus, 24

� k(M ) : mineurs principaux
dominants, 285

detA : déterminant d’une matrice,
206

det f : déterminant d’un
endomorphisme, 209

dimV : dimension, 133
� : épimorphisme, 187
∼=−→ : isomorphisme, 187
〈 ; 〉M : forme bilinéaire associée à

une matrice, 275
:= : égal par définition, 13
Inf : borne inférieure, 300
Arg : argument, 39
GLn : matrices inversibles, 60
Mn,m : ensemble de matrices, 52
Mn : ensemble de matrices carrées,

52
Sn : matrices symétriques, 58, 282
� : monomorphisme, 187
⊕ : somme directe, 142
proj⊥F : projection orthogonale, 298
projVU : projection, 145
〈 ; 〉 : produit scalaire, 274
rg Φ : rang d’une forme bilinéaire,

280
rg f : rang d’une application

linéaire, 191
A⊥ : sous-espace orthogonal, 295
Eλ : sous-espace propre, 215
On : matrices orthogonales, 294
E : vecteurs de l’espace, 117
Mn,m : espace vectoriel des

matrices, 118
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P : vecteurs du plan, 117
sgn : signature, 310
sin : sinus, 25
tan : tangente, 25
clB : application «combinaison

linéaire», 180
coordB : application «coordonnées

en base B», 135
trA : trace d’une matrice, 204

trf : trace d’un endomorphisme,
205

tA : transposée, 58
|z| : module, 35
~x ⊥ ~y : vecteurs orthogonaux, 290
f −1 : application réciproque, 21
f −1({b}) : ensemble d’antécédents,

16
f −1(C) : image réciproque, 16
i : nombre imaginaire, 33
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épimorphisme, 187

affixe, 37
algorithme

Gram–Schmidt, 301
angle orienté, 24
antécédent, 16
application, 15

identité, 20
linéaire, 179
réciproque, 21

argument, 39
automorphisme, 194

base, 132
base canonique, 133
base orthonormée, 291
bijectivité, 17
borne inférieure, 300
but, 15

Cayley–Hamilton
théorème, 227

cercle trigonométrique, 25
changement de base

espace vectoriel, 199
matrice, 201

combinaison linéaire, 126
composition, 20
conjugaison, 34
contraposée, 19
coordonnées, 131
cosinus, 24

définie

forme bilinéaire, 284
forme quadratique, 315

dégénérée
forme bilinéaire, 281
forme quadratique, 315

déterminant
endomorphisme, 209
matrice, 206

dimension, 133
discriminant, 49
division euclidienne, 46
droite vectorielle, 121

endomorphisme, 194
diagonalisable, 213
trigonalisable, 221

ensemble, 11
des antécédents, 16
vide, 13

entiers
naturels, 31
relatifs, 31

espace euclidien, 287
espace hermitien, 320
espace vectoriel, 115

engendré, 126
exponentielle complexe, 43

famille génératrice, 127
famille liée, 130
famille libre, 129
famille orthogonale, 290
famille orthonormée, 291
forme échelonnée, 138
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forme bilinéaire, 273
forme linéaire, 316
forme polaire, 42, 313
forme quadratique, 313
forme trigonométrique, 38

groupe linéaire, 60

homomorphisme, 179
hyperplan, 146

image, 16, 185
image , 16
injectivité, 17
isométrie, 294
isomorphisme, 187

linéairement dépendants, 130
linéairement indépendants, 129
loi, 115
loi d’inertie de Sylvester, 317

méthode de Cramer, 211
méthode de Gauss, 318
méthode de Sarrus, 207
matrice, 52

échelonnée, 62, 138
associée à une application

linéaire, 194
associée à une forme bilinéaire,

276
associée à une forme

quadratique, 314
de passage, 199
diagonalisable, 213
identité, 59, 195
inverse, 60
inversible, 60
nulle, 59
orthogonale, 294
produit, 53
symétrique, 58, 281
transposée, 58
trigonalisable, 221

matrices
élémentaires, 385
équivalentes, 137

mineurs principaux dominants, 285
module, 35
monomorphisme, 187
morphisme, 179

nombres
complexes, 33
irrantionnels, 32
réels, 32
rationnels, 32

non-dégénérée
forme bilinéaire, 281
forme quadratique, 315

norme, 288
noyau, 186

opérations élémentaires, 61, 137
opposé, 116, 151

pivot de Gauss, 61
plan vectoriel, 121
polynôme, 45

degré, 45
polynôme caractéristique, 217
polynôme scindé, 51
positive

forme bilinéaire, 283
forme quadratique, 315

produit cartésien, 114
produit scalaire, 286

canonique de Rn, 274
projection, 145

orthogonale, 298

racine, 48
multiplicité, 49

raisonnement par l’absurde, 32
rang, 191

forme bilinéaire, 280
forme quadratique, 315
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scalaire, 116
signature

forme bilinéaire symétrique, 310
forme quadratique, 315
matrice symétrique, 310

sinus, 25
somme, 125
somme d'espaces vectoriels, 125
somme directe, 142
source, 15
sous-espace orthogonal, 295
sous-espace propre, 215
sous-espace vectoriel, 120
spectre, 216
supplémentaire, 144
surjectivité, 17

symétrique
forme bilinéaire, 281

tangente, 25
trace

endomorphisme, 205
matrice, 204

type �ni, 128

uplets, 115

valeur propre, 214
variable formelle, 45
vecteur, 116
vecteur nul, 116
vecteur propre, 214
vecteurs orthogonaux, 290
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