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Avant-propos

L’algébre linéaire est un langage universel qui sert a décrire de nombreux
phénomeénes en mécanique, en électronique, et en économie, par exemple. Il
n’est donc pas étonnant de retrouver cette matiére enseignée au début de
nombreux cursus universitaires car elle est nécessaire pour pouvoir exprimer
des concepts plus avancées les années suivantes. Ainsi il est crucial pour un-e
étudiant-e d’en maitriser son vocabulaire et sa grammaire au plus tét. Pour-
tant, méme si elle est un domaine des mathématiques, il n’est pas nécessaire
d’étre un-e mathématicien-ne averti-e pour ’apprendre, fort heureusement.

Ce cours entend essayer d’apprendre cette belle langue qu’est I’algébre li-
néaire a tout-e étudiant-e sans aucun prérequis (ou presque) en mathématique.
D’ailleurs, un premier chapitre est 1a pour rappeler certains notions algébriques
élémentaires au besoin. En particulier, il n’est pas nécessaire de connaitre le
langage formelle des démonstrations. Ce livre n’est donc pas & proprement
parler un livre de mathématiques; les livres des mathématiciens sont écrits de
maniére différente. Ce livre est plus un livre accessible sur les mathématiques
et, surtout, il entend s’adresser & un trés large public d’étudiant-es pas forcé-
ment mathématicien-nes!

Par exemple, il n’y a, dans le corps du texte, presque aucune démonstration,
pour ne pas effrayer le lecteur et ralentir la maitrise des différents objets en
jeu. Ce cours a la forme suivante : les nouvelles notions sont d’abord définies,
elles sont toujours motivées par des exemples, souvent géométriques car on
peut facilement forger son intuition sur des dessins, méme élémentaires. Leurs
propriétés sont ensuite énoncées sous forme de théorémes (on ne se refait pas
complétement). Les démonstrations techniques ne sont pas présentes dans le
corps du texte (mais elles figurent dans un appendice a la fin du livre, pour une
étude plus avancée ou pour des étudiant-es mathématicien-nes). Par contre, on
s’efforce de convaincre le lecteur de ces propriétés, a nouveau sur des exemples.

De nombreux exercices de tous niveaux émaillent le texte. Plutot que de
présenter aux lecteur-trices une litanie d’exercices souvent similaires, ce livre
propose des exercices bien choisis sur les notions principales. Ces derniers sont
situés a ’endroit ol le lecteur ou la lectrice a les armes nécessaires pour en
venir & bout. La lecture de ce cours peut et doit donc se faire en continu sui-
vant le schéma Définition-Propriétés-Exercices. Le lecteur ou la lectrice est trés
fortement invité-e a chercher les exercices au moment ou ils apparaissent dans
le texte. Ils permettent d’assimiler la notion étudiée. Rappelons que 'on n’ap-
prend des mathématiques qu’en faisant des exercices, c’est-a-dire en triturant
les objets mathématiques dans notre cerveau pour bien en digérer les contours.
Au bout d’un certain temps, non réduit & zéro, on peut consulter la solution
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qui se trouve a la fin du chapitre. Elle peut servir d’aide, si on n’arrive pas
a faire l’exercice, ou de vérification, si on pense avoir trouvé ce dernier. Les
solutions sont toutes rédigées entierement. Cela vous permettra, étudiant-es,
d’apprendre comment on doit rédiger une copie d’examen, avec les principaux
éléments de réponse soulignés ou encadrés, par exemple.

Puisque 'on parle de choses qui fachent, les examens, un second appendice
contient les annales entiérement corrigées des controles continus et de 'exa-
men final d’'un cours donné en L2-MASS a 'université Nice Sophia Antipolis
entre 2011 et 2014. Encore une fois, le but avoué est de vous permettre de vous
préparer au mieux a vos épreuves. (Les mathématiques étant par nature intem-
porelles, il y a fort & parier que vos examens en 2050 ou au-deld ressemblent
fortement a ceux-ci.) L’auteur de ce cours peut maintenant réver de vous voir,
ami-es lecteur-ctrices, décrocher la note maximale. A vous de jouer!

Enfin, petit partage d’expérience : toute personne qui découvre ’algébre
linéaire est un peu désarconnée au début par le coté abstrait et donc nouveau
de ce langage. Accrochez-vous! Car, au fur et & mesure que vous progresserez
dans ce cours, les notions précédemment vues vous paraitront de plus en plus
naturelles, un peu comme la méthode Assimil. A la fin, si vous avez bien
travaillé, I’algébre linéaire deviendra comme une langue étrangére : vous la
parlerez couramment sans vous souvenir comment vous ’avez apprise. (Et ce
n’est pas le cas de tous les domaines des mathématiques ...) Du point de vue
des études, cela présente un gros avantage, vous n’aurez presque pas besoin
de réviser avant I'examen final! (A Iinverse, si vous n’avez pas travaille de
maniére continue, il sera presque impossible de tout assimiler la veille.) A bon-
ne entendeur-se et bonne lecture.
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Introduction

LE MODELE ECONOMIQUE DE LEONTIEF (PRIX NOBEL D’ECONOMIE EN
1973). Essayons de modéliser mathématiquement 1’économie d’un pays, par
exemple, la France. On mesure des quantités qui nous intéressent : le nombre
d’ouvriers, la production de blé, de charbon, d’acier et de bois, par exemple.
Nous avons la 5 paramétres qu’il est facile d’écrire en colonne dans un tableau :

ouvriers T
blé Y
charbon | = z
acier U
bois t
D’une année a 'autre, ces quantités varient.
z x
y Y
z — Z
i u
t t/
2020 2021

Ce que l'on veut comprendre c’est la fonction de transition qui permet de
calculer les nouvelles quantités en fonction des anciennes. Si on suppose que
cette fonction de transition reste constante au cours du temps, c’est-a-dire
qu’elle ne change pas d’'une année sur 'autre, on peut alors l'itérer et faire
de la prospective. Par exemple, en I'itérant 10 fois, on obtiendrait les données
économiques de la France dans 10 ans.

2020 — 2021 — 2022 — 2023 — - - - — 2030 .

Il se peut, par exemple, que le nombre d’ouvriers évolue de la maniére
suivante :

' =1,20+0,3zy — 3zu? ,

ou le premier terme 1,2z représente I’augmentation propre de la population
d’ouvriers par reproduction en fonction du nombre initial (+20%), le deuxiéme
terme traduit la variation de la population en fonction de la nourriture dispo-
nible et le derniére terme vient de la pollution engendrée par I'acier. Au final,
nous aurons 1a 5 fonctions, une pour chaque variable, qu’il faudra étudier toutes
ensemble! Or, cela peut s’avérer trés difficile, méme pour un-e mathématicien-
ne chevronné-e.
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Faisons alors I’hypothése que le phénoméne que nous étudions est linéaire,
comme c’est parfois le cas dans la nature'. Cela signifie que si on double (res-
pectivement triple ou, plus généralement, multiplie par un nombre quelconque)
les valeurs initiales, alors les valeurs finales seront elles-aussi doublées (respec-
tivement triplées ou, plus généralement, multiplier par un nombre quelconque).
Dans ce cas la fonction de transition est une application linéaire. Et c’est tout
le but de ce cours d’expliquer ce que cela signifie.

Essayons d’appréhender un peu ce que cela implique. D’abord, il ne peut
y avoir que des termes de la forme 2z + 1,2y — 3u dans les formules donnant
les quantités 2,7/, . . .. En effet, les termes comme 0, 32y ou —3zu? ne sont pas
linéaires : 0,3(2 x z)(2 x y) = 4 x (0,3zy) # 2 x (0,3zy). On peut donc ranger
les coefficients définissant la fonction de transition dans un tableau comprenant
5 lignes et 5 colonnes :

2 1,2 0 -3 0

C’est ce que 'on appelle une matrice. On peut facilement multiplier les matrices
avec des colonnes de nombres. Si on multiplie la matrice associée a la fonction
de transition par la colonne des valeurs initiales, on trouve les valeurs de I'année
suivante.

N 21,20 -3 0\ /,
/ . .

Yy Yy

Z | = z

u u

t t

Simple non ? On peut aussi multiplier les matrices entre elles. Et si on multiplie
la matrice de transition M avec elle-méme, on obtient la loi de transition pour
une période de deux ans. Et ainsi de suite, la puissance 10° de la matrice M,

MY =Mx-.-xM,
—_———
10 fois

donne la loi de transition sur 10 ans. Un autre but de ce cours sera de fournir
des méthodes algébriques pour calculer les puissances de matrices, notamment
en les réduisant.

1. Mais pas toujours. L’exemple le plus céléebre des problémes mathématiques non-
linéaires est celui des équations de Navier—Stokes qui régissent les fluides en mouvement.
Probléme 6 combien important pour ses multiples applications concrétes. Aujourd’hui en-
core, personne ne sait les résoudre complétement! On arrive juste a décrire des solutions
approchées. D’ailleurs, un prix d’un million de dollars a été créé par I'institut Clay pour qui
arriverait a les résoudre. Alors, motivé-e ?
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DIMENSION. Le notion de dimension est une des plus profondes des mathé-
matiques. La dimension d’un objet mathématique est le nombre de paramétres
qu’il faut se donner afin de le décrire fidélement.

Par exemple, il faut et il suffit de 2 coordonnées pour décrire la position
d’un point dans le plan (I’abscisse et 'ordonnée) ou sur la terre (la longitude
et la latitude). Nous disons donc que le plan et la surface de la terre sont des
objets de dimension 2. De méme, pour décrire un point de 1’espace ambiant,
il nous faut 3 nombres : & ’abscisse et a I'ordonnée, on y ajoute la hauteur.
L’espace est donc de dimension 3. Nous connaissons bien ces objets ; c’est dans
le plan, sur la terre ou dans l’espace que nous faisons de la géométrie depuis
toujours. On sait bien se les représenter et travailler dedans. Par exemple, la
géométrie euclidienne nous fournit un moyen de mesurer les distances ; on peut
ainsi savoir si deux points sont loin I'un de l'autre.

Le modéle économique sus-mentionné est lui de dimension 5. Il pose le pro-
bléme de faire la géométrie euclidienne en dimension supérieure a 3. La diffi-
culté conceptuelle, que nous avons ici, tient au fait que nous sommes incapables
de nous représenter mentalement de tels espaces de dimension supérieure. Et
pourtant, ils existent, la preuve. Si nous pouvions définir une notion de dis-
tance entre les points de tels espaces, nous pourrions comparer les économies
de la France et de I’Allemagne par exemple. En effet, la distance entre les deux
points & 5 coordonnées qui décrivent respectivement 1’état des I’économies de
la France et de I’Allemagne en 2012 nous renseignerait sur la proximité ou non
de nos deux pays. Le dernier chapitre de ce cours développera donc la notion
d’espace euclidien en toute dimension (finie).

CONVENTIONS. Les exercices notés avec le symbole radioactif wo sont plus
avancés que les autres ; ils sont donc & faire dans un second temps. Les princi-
paux éléments de réponse des exercices sont soulignés ou encadrés comme ils
devraient ’étre dans une copie.

REMERCIEMENTS. Je tiens & remercier chaleureusement les étudiant-es
suivant-es qui ont contribué a améliorer le contenu de ce livre : Alexis Anciaux,
Zoé Beaudelain, Thomas Bonaut, Lucie Charamond, Pierre-Antoine Coppo,
Sarah Lahlou, Eliot Perin, Roxanne Raibaut, Alexandre Rovira et Charléne
Wojerz. Bravo a vous tous et toutes! Merci aussi & mes collégues Brahim
Benzegli et Joan Bellier-Millés. Il va sans dire que les fautes restantes sont
uniquement de ma responsabilité. Tout au long de ce projet, j’ai eu la chance
d’étre soutenu par Catherine et Victor. Recevez toute ma gratitude et mon
amour ; ce livre est pour vous.






CHAPITRE 1

ALGEBRE ELEMENTAIRE

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions algébriques «élémentaires»
qui seront utilisées au fur et & mesure du livre. Qu’on se le dise : si vous voulez
commencer votre voyage a travers ’algébre linéaire, n’hésitez pas & passer ce
chapitre et & aller directement au chapitre 2, quitte & y revenir au besoin. !

Les propriétés des applications ensemblistes seront utilisées au niveau des
applications linéaires au chapitre 3. Les fonctions trigonométriques serviront
au chapitre 4 dans le contexte des espaces euclidiens. Les nombres complexes
et les polynomes joueront le double réle d’exemples d’espaces vectoriels au
chapitre 2 et d’outils pour la réduction des endomorphismes au chapitre 3.
Enfin, les matrices, c’est-a-dire les tableaux de nombres, seront le moyen le
plus simple et le plus puissant pour représenter quantité d’objets différents en
algébre linéaire.

On profite néanmoins de ce chapitre «de rappel» pour bien établir le vo-
cabulaire et les notations utilisés en mathématiques, pour décrire les formes
de raisonnement les plus fréquents et pour former a la rigueur et & 'esprit
critique, par exemple au niveau des définitions des différentes notions.

1. Applications ensemblistes

Cette section a pour but de rappeler les notions algébriques élémentaires
couramment utilisées en mathématique.

1.1. Le langage ensembliste.

Définition (Ensemble). Un ensemble est une «collection» d’«objets», ap-
pelés éléments.

EXEMPLES. L’ensemble des piéces d’un porte-monnaie, I’ensemble des villes
de France, ’ensemble des étudiant-es en L2-MASS & 'université Nice Sophia
Antipolis, 'ensemble des nombres entiers naturels {0,1,2,3,...}. (Notez que
les trois premiers exemples sont des ensembles avec un nombre fini d’éléments.
Alors que le dernier comporte une infinité d’éléments.)

1. Jusqu’au XX¢ siécle, on lisait les livres linéairement. Depuis I’avénement d’internet,
on surfe méme dans les livres.



12 CHAPITRE 1. ALGEBRE ELEMENTAIRE

En mathématique, on écrit un ensemble par des accolades {0,1,2,3,...}
entre lesquelles chaque élément est séparé par une virgule. (L’ordre dans le-
quel les éléments apparaissent ne compte pas.) Graphiquement, on représente
souvent un ensemble par un «patate» avec un point ou une croix pour ses

éléments.

Amina ®

Lucie ®

Thomas ®

Seydou e

Notations. On utilise les notations suivantes, qui se lisent en francais
comme indiqué.
NOTATION SE LIT REPRESENTATION

acA a S A
—~—

I’élément a appartient & ’ensemble A

a¢ A a \gé/ A

I’élément a n’appartient pas a ’ensemble A

ACB A C B
~—~ —~— ~—~
I’ensemble A est inclus dans ’ensemble B B

A¢B A a B

~—
Iensemble A pest pas inclus dans 1'ensemble B

EXEMPLES.
o «La ville de Lyon est une ville francaise» s’écrit en mathématique :

Lyon € {villes de France} .
o «Le nombre 9 n’est pas pair» s’écrit en mathématique :

9 ¢ {nombres pairs} .
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¢ «L’ensemble des footballeurs fait partie de ’ensemble des sportifs»
s’écrit en mathématique :

{footballeurs} C {sportifs} .

o «L’ensemble des nombres entiers relatifs {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}
n’est pas inclus dans ’ensemble des nombres réels positifsy s’écrit en
mathématique :

{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} Z {x e R|z > 0} .

Ces derniers symboles se lisent

{ r€R | x>0 }.

’ensemble des nombres réels & telg que @ soit positif

Efficace, non ?
Il existe un ensemble étonnant qui est obtenu en ne mettant rien dedans!
(Imaginez une boite ou un tiroir vide.)

Définition (Ensemble vide). L’ensemble vide est I'ensemble sans aucun
¢lément. On le note { } ou @.

EXEMPLE. L’ensemble des footballeurs ayant quelque chose d’intelligent &
dire pendant une interview aprés un match ...

Opérations. A partir de deux ensembles (ou plus), on peut en créer un
nouveau grace aux opérations suivantes. Ici, les ensembles B et C sont des
sous-ensembles d’un ensemble A, c’est-a-dire B C A et C C A.?

2. Le symbole := n’est pas le signe «égal» habituel; il signifie «égal par définition». On
l'utilise donc lorsque 'on définit un objet nouveau. (Il traduit une dissymétrie : le membre
de gauche est le nouvel objet que ’on cherche a définir, alors que le membre de droite est
quelque chose qui existe déja.)
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TERMINOLOGIE NOTATION REPRESENTATION

Intersection BNnC:={ac€A|acBetacC}
Union BUC:={a€eA]aeBouacC}
Différence B—C (ouB\C)={beB|b¢ C}

Complémentaire B¢=A-B={acA|a¢B}

L0

ATTENTION @ Le «ou» mathématique définissant ’union de deux en-
sembles n’est pas le «ou» du restaurant. En effet, au restaurant, on peut avoir
soit du fromage, soit du dessert, mais jamais les deux. En mathématique, nous
sommes bien plus généreux : un élément a peut soit appartenir a 1’ensemble
B, soit a I’ensemble C', soit au deux en méme temps.

REMARQUE % . Le complémentaire d’un ensemble dépend de l’en-
semble qui le contient.

£

Exercice 1 (Opérations ensemblistes I).
On considére les ensembles suivants :
A : T'ensemble des entiers relatifs pairs {...,—4,—-2,0,2,4,...},
B : Pensemble des entiers relatifs impairs {...,—5,-3,—-1,1,3,5,...}
C : I’ensemble des entiers naturels de 1 & 10,
D : 'ensemble des nombres réels positifs.
Décrire les ensembles CUA, CUB, C—B, AnD, BUD, AUB et ANB.
(Ne pas hésiter a utiliser une représentation graphique, comme 'axe des
réels, par exemple).

)
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Exercice ¥ 2 (Opérations ensemblistes II).
Soient A, B, C' trois sous-ensembles d’un I’ensemble FE. Démontrer les éga-
lités présentes ci-dessous :

(1) (AnB)¢=A°UB¢,

(2) (AUB)® = AN B¢,

(3) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
£

1.2. Les applications ensemblistes.

Définition (Application). Une application f : A — B est un procédé qui
associe a tout élément a de A un unique élément f(a) de B. L’ensemble A est
appelé 'ensemble source et I’ensemble B est appelé 'ensemble but.

ExXEMPLE. Considérons I'application suivante : a chaque étudiant-e du L2-
MASS, on associe son age. L’ensemble de départ (source) est ’ensemble des
étudiant-e-s du L2-MASS et ’ensemble d’arrivée (but) est 'ensemble des nom-
bres entiers positifs {0, 1,2,3,4,...}.

AGE: {étudiant-e-s de L2-MASS} — {0,1,2,3,4,...}
Amina — 17
Lucie — 18
Thomas — 18
Seydou — 20

A tout-e étudiant-e a, on associe
AGE(a) :=T1age de a ,

par exemple AGE(Lucie) = 18.

ATTENTION @ Les notations sont trés précises. La fléche — indique de
quel ensemble on part et dans quel ensemble on arrive. Alors que la fleche —
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avec une barre a gauche se référe aux éléments; elle représente I'image d’un
élément.

Définition (Image). L’élement f(a) de I'ensemble but est appelé 1'image
de a. L’ensemble image d’une application f : A — B est le sous-ensemble
du but formé de tous les éléments«atteintsy par 'application f, c’est-a-dire les
éléments de B qui sont I'image d’au moins un élément de A :

‘Imf::{bEB\EIaEA,f(a):b}‘.

La derniére ligne de symboles mathématiques se lit en francais de la maniére
suivante :

{ beB | 3 a€cA . fla) =b}.
~—— ~—~ —— NI ,

I’ensemble des €¢léments b de B tg]g que i existe au moins un élement a de A te] que f(a)=b

EXEMPLE. L’'image de Lucie par ’application age est le nombre 18. L’image
de I'application age est I’ensemble

Im(AGE) = {17,18,20} .

Définition (Antécédent). Réciproquement, 1’élément a de la source est un
antécédent de I'élément f(a).

ATTENTION @ Il faut faire trés attention a la dissymétrie des définitions
relatives aux applications. Un élement de la source a une unique image. (Une
seule fléche part de chaque élément de gauche). Par contre, tout élément du
but peut avoir un nombre quelconque d’antécédents. (Il peut y avoir un nombre
quelconque de fléches qui aboutissent sur un méme élément a droite.) Dans
I’exemple donné ci-dessus, 18 a 2 antécédents : Lucie et Thomas; par contre
21 n’en a aucun.

Pour mesurer ce phénoméne, on considére les ensembles suivants.

Définition (Ensemble des antécédents). On considére I’ensemble des an-
técédents d’un élément b € B donné :

FH{0}) ={ae A f(a)=1b}

Plus généralement, on considére aussi [ image réciproque d’un sous-ensemble
C C B de l'ensemble but B :

FH(C)={acA] fla) €C}
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Le premier ensemble est donc formé de tous les éléments a de la source A
qui sont envoyés sur b; le second ensemble est formée de tous les éléments a
de la source A qui sont envoyés dans le sous-ensemble C. Remarquez que le
premier ensemble est un cas particulier du second lorsque le sous-ensemble C
est réduit & un élément.

EXEMPLE. Dans I'exemple précédent, I’ensemble des antécédents de 18 est
I’ensemble formé de Lucie et Thomas :

AGE™'({18}) := {Lucie, Thomas} .

CONSEIL % . Pour ne pas faire d’erreur en mathématique, il suffit
souvent de bien connaitre la nature des objets avec lesquels on travaille. Ici,
par exemple, 'image d’une application est un sous-ensemble du but, Imf C B,
alors que chaque ensemble d’antécédents est un sous-ensemble de la source,

7} c A

Le cardinal de f~1({b}), c’est-a-dire le nombre d’antécédents de b, est un
nombre intéressant. Il donne des informations sur 'application f. Les trois
grands cas suivants nous intéresseront tout particuliérement.

Définition (Injectivité, surjectivité, bijectivité).
© Si pour tout b € B, le nombre de ses antécédents est inférieur a 1,
c’est-a-~dire

[f ({p})=0ou1

alors on dit que la fonction f est injective.

f
A B

o Si pour tout b € B, le nombre de ses antécédents est supérieur a 1,
c’est-a-dire

lf~t{p})=1ou20u3 ...|,

alors on dit que la fonction f est surjective.
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¢ Si pour tout b € B, le nombre de ses antécédents est égal & 1, c’est-a-dire

by =1
alors on dit que la fonction f est bijective.

f
A B

ATTENTION g% Voici une erreur que l'on voit trop souvent, donc faites
trés attention. La notion d’injectivité n’est pas le contraire de la notion de
surjectivité et vice-versa : le contraire de «tout élément de I’ensemble but ad-
met au plus 1 antécédenty est «il existe au moins un élément de l’ensemble
but qui admet au moins 2 antécédents». Dit autrement, pour faire capoter une
propriété basée sur «tous les éléments vérifient quelque chosey, il suffit d’en
trouver un qui ne convienne pas. Donc, n’écrivez jamais «comme la fonction est injec-
tive, alors elle ne peut pas étre surjective | Ceci est trés faux. (Entre nous, dans ce cas,
il n’y aurait pas de fonction bijective.)

Les deux propriétés d’injectivité et de surjectivité sont en fait indépen-
dantes. Donc tout peut arriver; tous les cas de figures existent. L’application
AGE définie précédemment n’est ni injective, car [AGE™'({18})] = 2 > 1, ni
surjective, car [AGE™'({23})] = 0 < 1. L’exemple d’application injective ci-
dessus n’est pas surjective et ’exemple d’application surjective ci-dessus n’est
pas injective. Enfin, I’exemple d’application bijective est bien siir injective et
surjective.

REMARQUES %

o Lorsqu’une application est injective, il n’y a pas de «perte d’informa-
tion». En effet, I’ensemble source «se plonge» dans I’ensemble but. Les
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éléments de I'image de f correspondent un-d-un aux éléments de la
source.

¢ Une application est surjective lorsque tous les éléments du but sont
atteints. Cela correspond au cas ou Imf = B.

¢ S’il existe une application bijective entre deux ensembles, alors ces der-
niers sont «les mémes». En effet, chaque élément de la source correspond
a un et & un seul élément du but.

Proposition 1. Soit f : A — B une application entre deux ensembles
finis.

o Si f est injective, alors |A| < |B|.

o Si f est surjective, alors |A| = |B].

o Si f est bijective, alors |A| = |B|.

DEMONSTRATION. La démonstration de cette proposition est simple et
aide & en comprendre le sens.
¢ Siune application f est injective, alors les éléments de I’ensemble source
A sont tous envoyés sur des éléments différents du but B. Il y a donc
autant d’éléments dans ’ensemble A que dans I’ensemble image de f,
qui lui a moins d’éléments que ’ensemble B. Ceci donne au final

|A] = [Im(f)] < [BJ -

¢ Si une application f est surjective, en effectuant la somme pour chaque
élément de I’ensemble B du nombre de ses antécédents, on trouve le car-
dinal de A. Et comme a chaque fois, le nombre en question est supérieur
a 1, on trouve que |A| > |B|.
¢ Lorsqu’une application est bijective, on a, des deux points précédents,
que |A| < |B| et |A] > |B| donc |A| = |B].
O

LOGIQUE {i?g . Nous avons I'implication logique «f injective = |A| <
|B|». On peut se demander si la réciproque «|A| < |B| = f injective» est
vraie. Non, elle ne l'est pas! Par exemple 'application {1,2,3} — {a,b,c,d}
qui envoie 1, 2, et 3 sur a donne un contre-exemple. Par contre, ce qui est
toujours vrai, c’est sa contraposée :

|A| > |B| = f non injective.

Tout ceci se passe comme la pluie et les nuages : on sait que s’il pleut, il y a
des nuages. Mais la réciproque est fausse : s’il y a des nuages, il y a des chances
pour qu’il pleuve, mais cela n’arrive pas toujours. Par contre, la contraposée
est toujours vraie, & savoir : si le ciel est bleu (pas de nuage), alors il ne pleut
pas. Facile, la logique.
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Définition (Application identité). A tout ensemble A, on peut associer
I’application identité qui envoie tout élément a sur lui-méme. On la note
idA A — A
a — a=ida(a) .

Lorsque l'on a deux applications f : A —- Betg : B — C dont le but
B de la premiére correspond & la source de la seconde, on peut les composer.
Pour tout élément a de A, on peut commencer par considérer son image f(a)
par f, puis on peut considérer I'image g(f(a)) de f(a) par g. Ceci définit une
nouvelle application.

Définition (Composition). La composée de deux applications f : A — B
et g : B — C est I'application

{gof: A - C
a — g(f(a)) .

Notez l'inversion des symboles : la composée de f avec g se note g o f,
c’est-a-dire en «écrivant de droite & gauche», comme en arabe.?

EXEMPLE. Considérons 'application f qui au numéro d’étudiant-e associe
I’étudiant-e correspondant-e en L2-MASS :

f: {numéros d’étudiant-e} — {étudiant-e-s de L2-MASS}

L2-MASS-1 — Amina

L2-MASS-2 — Lucie

L2-MASS-3 —  Seydou

L2-MASS-4 — Thomas .

Sa composée avec la fonction AGE donne
AGEo f: {numéro d’étudiants} — {0,1,2,3,4,...}

L2-MASS-1 — 17
L2-MASS-2 — 18
L2-MASS-3 — 20
L2-MASS-4 — 18

Si on compose une application f : A — B avec 'identité a gauche idgo f =
f ou a droite foids = f, cela ne change rien : on trouve encore I’application
f. On dit que 'identité est une unité pour la composition.

3. Remarquez que si on avait écrit I'image d’un élément par une application de la maniére
suivante (a)f, alors la composée de deux applications se noterait alors f o g car dans ce cas
(@)f)g = @(fog)!

4. Notez que 'on utilise 'identité de ’ensemble A dans un cas et I’identité de I’ensemble
B dans l'autre.
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Lorsque f : A — B est une application bijective, il y a une et une seule
fleche qui part de chaque élément de A (définition d’une application) et il y a
une et une seule fléche qui arrive sur chaque élément de B (bijectivité). On a
donc une parfaite symétrie entre ce qui se passe a gauche et & droite. On peut

donc inverser le sens des fleches! Cela définit bien une application de B vers
A.

Définition (Application réciproque). Pour toute application bijective f :
A — B, on définit I'application réciproque par

f': B - A
b +— f~Y(b) := I'unique antécédent de b par I'application f .

EXEMPLE. L’application f susmentionnée, qui au numéro d’étudiant asso-
cie I’étudiant-e correspondant-e est clairement bijective. Elle admet donc une
réciproque qui est I’application «dans l'autre sens» associant a un-e étudiant-e
Son NUMEro :

f~t: {étudiant-e-s de L2-MASS} — {numéros d’étudiant}
Amina — L2-MASS-1
Lucie — L2-MASS-2
Seydou — L2-MASS-3
Thomas — L2-MASS-4 .

ATTENTION @ Prenez bien garde que ’application réciproque n’est bien
définie que lorsque 'application f de départ est bijective. Dans le cas contraire,
il est impossible d’inverser le sens des fléches. Par exemple, si un élément de B
n’est atteint par aucune fléche, comment faire pour lui associer canoniquement
un élément a gauche? 7?77

ESPRIT CRITIQUE @ . Avez-vous bien remarqué que nous avons utilisé
deux notations certes proches mais différentes f~1({b}) et f~1(b) ? La premiére
représente un ensemble, celui des antécédents de b, et la seconde représente
I'image de b par la fonction réciproque. Elles décrivent donc des objets de
nature différente, ce qui devrait vous permettre de ne pas vous tromper. Le
langage mathématique requiert de la précision.

Proposition 2. Pour toute application bijective f : A — B, les deux
composées avec son application réciproque f~1 : B — A sont égales a Uidentité :

foft=idg, et flof=ida
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ATTENTION g% La notation avec ’exposant —1 ne doit pas vous laisser
croire que l'on parle ici de ’application inverse qui & un nombre non nul z lui
associe son inverse i, aussi noté ~! ... Dit autrement, application réciproque
f~! n’est pas I'application définie par ﬁ. Un bon moyen pour s’en souvenir
est de remarquer que l'application ﬁ n’a aucun sens! En effet, si on prend

un élément b de B, il est impossible de regarder son image par f, car f est une
application définie de A dans B.

REMARQUE % . Vous avez surement entendu parler de la notion de
fonction. Qu’elle est la différence avec la notion d’application traitée ici? C’est
simple ; pour un-e mathématicien-ne, une fonction f : A — B est une appli-
cation qui n’est pas nécessairement définie sur tout ’ensemble A. C’est-a-dire
qu’il se peut que certains éléments de A n’aient pas d’image bien définie. Par
exemple, c’est le cas de la fonction inverse x +— % qui n’est pas définie en 0.

Dans ce cas, la premiére chose a faire lorsque ’on étudie une fonction, c’est
de déterminer son domaine de définition. (Vous avez de la chance, dans ce cours,
toutes les fonctions seront bien définies partout. Nous aurons donc toujours a
faire & des applications méme si nous utiliserons parfois la terminologie de
fonction, par habitude.)

oa)

Exercice 3 (Application ensembliste).

Nous allons modéliser par une application les chaines de télévision que j’ai
regardées pendant la semaine derniére. Chaque soir, j’ai regardé un film ou une
émission proposé par une de ces chaines. Appelons les chaines 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
Lundi, mercredi et jeudi, j’ai regardé la premiére chaine. Mardi et vendredi, j’ai
regardé la deuxiéme chaine. Samedi, j’ai suivi le programme de la cinquiéme
chaine et dimanche celui de la sixiéme.

Posons f la fonction de lensemble {lundi, mardi, ..., dimanche} & len-
semble {1, 2,..., 6} qui associe & un jour la chaine regardée.

(1) Représenter cette application (avec des ensembles et des fleches).

(2) Quelle est 'image Imf de f? A quoi correspond cet ensemble en terme
de chaine de télévision ?

(3) Décrire les ensembles d’antécédents f=H({1}), f~1({2}) et f~1({4}) de
1, 2 et 4. A quoi correspondent ces ensembles dans la réalité ?

(4) Cette fonction est-elle surjective et qu’est-ce-que cela signifie-t-il ici?
Est-il possible, en faisant un autre choix de chaines chaque jour, d’avoir
une fonction surjective ?
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()

(6)

Cette fonction est-elle injective et qu’est-ce-que cela signifie-t-il ici?
Est-il possible, en faisant un autre choix de chaines chaque jour, d’avoir
une fonction injective ?

Cette fonction est-elle bijective? Est-il possible, en faisant un autre
choix de chaines chaque jour, d’avoir une fonction bijective ?

Exercice 4 (Fonction bijective).
On considére la fonction f : R — R définie par z — f(x) = bz + 17.

(4)

Représenter graphiquement cette fonction.

Fixons un y € R. On considére I'équation f(x) = 5x 4+ 17 =y ol x est
I'inconnue. Posons f~!({y}) == {x € R | 52 4+ 17 = y} l'ensemble des
solutions de cette équation. Déterminer f~1({2}) puis f~1({y}).

Montrer que f est bijective en utilisant deux méthodes différentes (celle
que vous avez apprise les années passées et en appliquant directement
la définition du cours).

Déterminer la fonction réciproque f~'. Vérifier par le calcul que f~!o
f =idg et que fo f~! =idg.

Exercice ¥ 5 (Valeur absolue).
On rappelle que la fonction valeur absolue | | est définie de la maniére
suivante :

(1)

(2)

pour z > 0, on pose |z| == z,
pour z < 0, on pose |z| == —zx.

Représenter graphiquement la fonction valeur absolue

R—R

Pour tout y € R, déterminer le nombre d’antécédents de y par la fonc-
tion valeur absolue. Distinguer 3 cas, les représenter sur le graphe de
la question précédente. Cette fonction est-elle injective 7 Est-elle surjec-
tive 7 Est-elle bijective ?

On restreint l’ensemble d’arrivée 4 R* et on considére la fonction f
définie par

f: R—>R"
x x| .

Pour tout y € R*, déterminer le nombre d’antécédents de y par la
fonction f. (Distinguer plusieurs cas.) La fonction f est-elle injective ?
Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?
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(4) On restreint I'ensemble de départ a RT et on considére la fonction g
définie par
g: RT - R*
Pour tout y € RT, combien y-a-t-il d’antécédents de y par la fonction g ?
La fonction g est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?
A quelle fonction usuelle la fonction g est-elle égale ?

£

2. Fonctions trigonométriques

Dans cette section, nous définissons les fonctions trigonométriques (cosinus,
sinus et tangente) et nous rappelons leurs propriétés, notamment vis-a-vis du
cercle de rayon unité.

2.1. Cosinus, sinus et tangente. Les fonctions trigonométriques s’ap-
pliquent & des angles orientés, notion que nous commengons donc par définir.

Définition (Angle orienté). Un angle orienté © est défini par deux demi-
droites D; (demi-droite initiale) et Dy (demi-droite finale) partant d’'un méme
point A.

Hypothénuse

Coté opposé

| Dy

Coté adjacent

On choisit le sens inverse de parcourt des aiguilles d’'une montre comme
orientation positive du plan.

Considérons un point C' de la demi-droite D; et tracgons la perpendiculaire
A & D passant par C. Elle coupe la demi-droite Dy en un point B. On obtient
ainsi un triangle rectangle ABC.

Définition (Cosinus, sinus, tangente).
o Le cosinus de 'angle © est défini par

||[AC||  longueur du coté adjacent

@ = =
o8 ||AB||  longueur de I’hypoténuse
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¢ Le sinus de I'angle © est défini par

_||BC|| _ longueur du coté opposé

sin© :

" ||AB]||  longueur de I'hypoténuse

o La tangente de 'angle © est définie par

_||BC|| _ longueur du coté opposé

tan © :

~ ||JAC|| ~ longueur du coté adjacent

On remarque immédiatement la relation :

ESPRIT CRITIQUE @ . Est-ce que le cosinus, le sinus et la tangente
sont bien définis? Il y a en effet un probléme potentiel : nous avons choisi un
point C quelconque. Or, si on considére un autre point C’ de la demi-droite
Dy, la longueur ||AC'||, par exemple, est différente de la longueur ||AC|] ...

Dans ce cas, a partir du nouveau point C’; effectuons les mémes construc-
tions que précédement avec C. On considére donc la perpendiculaire A’ & la
demi-droite D; passant par C’. Cette derniére coupe la demi-droite Dy en
B’. On peut alors utiliser le théoréme attribué a Thalés pour conclure que les
rapports suivants sont égaux :

1ACl _ [[ACfl] - [[BCI| _ [[B'CY]]
IABI|  [|AB']|" [[AB]|  ||AB[|’

IBC]| _ [IB'C]]

et = .
l|Acl  [|[AC]

Les fonctions cosinus, sinus et tangente sont donc bien définies. On peut les
calculer en utilisant n’importe quel point C' de D;. (Ouf!)

2.2. Le cercle trigonométrique. Pour tout angle aigu ©, on choisit le
point C tel que le segment AB soit de longueur 1. Le point B se trouve alors
sur le cercle de centre A et de rayon 1. De plus, on place le point A au centre
du repére canonique du plan avec la demi-droite Dy sur 'axe des abscisses.
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oD
tan© = 2
T
D1
Dans ce cas, les coordonnées du point B sont
‘(;U,y) = (cos ©,sin O) ‘ .
En effet, on a
|AC| . IBCl _y
cosO=-—-=—=zx,¢et SINO=——"—===9.
IAB]| 1 1AB|[ 1

De plus, on a

tan © = y
z

On peut utiliser cette construction pour définir les fonctions trigonomé-
triques pour tout angle © par les coordonnées du point B sur le cercle unité,
appelé aussi cercle trigonométrique.”

MESURE ig?\gg . On peut mesurer un angle O, c’est-a-dire associer un
nombre réel 6 a la partie située entre les deux demi-droites D1 et Ds. Il existe
pour cela (au moins) deux unités, les degrés et les radians. La correspondance
entre les deux peut se lire sur le tableau suivant.

5. En effet, remarquez que la construction donnée en 2.1 ne produit un point B que si
I’angle © est aigu.
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ANGLE | Degrés | Radians
Nul 0 0
Droit 90 5
Plat 180 T

En mathématiques, on préfére généralement utiliser les radians pour la
bonne raison que, dans cette unité, la mesure de ’angle est égale a la longueur
de l’arc correspondant sur le cercle unité. Par exemple, la mesure de 'angle
plat vaut m =~ 3,14 ... qui est la longueur du demi-cercle trigonométrique.

™

ATTENTION @ Tout angle se mesure, par exemple en radian. Mais cette
mesure n’est pas unique, elle n’est bien définie que modulo ’ajout d’un multiple
de 27, ce qui correspond a faire plusieurs tours sur le cercle trigonométrique.

Prenez bien soin a ne pas confondre un angle © (défini par deux demi-
droites) et une mesure 6 de l'angle (un nombre); c’est d’ailleurs pour cela

que nous avons représenté le premier par une majuscule et le second par une
minuscule.

Cette remarque étant faite, on peut maintenant identifier un angle avec
une de ses mesures et considérer les fonctions trigonométriques comme des
fonctions depuis I’ensemble des nombres réels. Ainsi, cosf, sinf et tan 6 sont
définis respectivement par cos ©, sin ® et tan © ou O est un angle de mesure
6.6

£
Exercice vv 6 (Relations cosinus-sinus).
(1) Montrer que cosf =sin (5 — 6) et que sinf = cos (5 — 6).

6. Voyez ce que la rigueur mathématique pousse a faire.
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(2) Montrer que cosf = sin (Z + 6) et que sinf = —cos (5 + 6).

(3) Montrer que cosf = —cos(m — 6) et que sinf = sin(w — 6).

(4) Montrer que cosf = — cos(m + 0) et que sinf = —sin(w + 0).
oa)

Les valeurs suivantes des fonctions trigonométriques aux angles remarqua-
bles sont & connaitre.

FONCTION TRIGONOMETRIQUE\ANGLE |0 % 1 g g

¥ V3| V2| 1
Cosinus 115 1% | 3 0
Sinus 0 3|2 1
Tangente 0 ? 1 | /3| non défini

Pour s’en souvenir, on peut utiliser le moyen mnémotechnique suivant :

_ V4 V3 V2 1 Vi Vo

1 I I I =

2 2 22 2’ 2

On peut aussi tracer le cercle trigonométrique.

wlx

[

(NIE]
e

D=
o
)
o
w
_

REMARQUE. Tout comme la donnée d’une seule des deux coordonnées d’un
point du plan n’est pas suffisante pour déterminer ce dernier, la seule donnée
du cosinus ou du sinus d’un angle ne permet pas de déterminer l'angle lui
méme. Par exemple, les deux angles de mesure 7§ et 37” ont le méme cosinus
qui vaut 0. Donc, si on sait que le cosinus d’un angle de mesure 6 vaut 0, il est
impossible de dire si 6 vaut § ou 37”, par exemple.

Par contre, les deux données du cosinus et du sinus d’'un angle permettent
de le déterminer. Par exemple, le seul angle ayant pour cosinus 0 et pour sinus

1 est 'angle dont une mesure est # = % (modulo 27).

2
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2.3. Propriétés. Voici le graphe de la fonction cosinus.

cos

1
—or 37 -7 T T ™ 3
2 2 2 2
+-1

Proposition 3. La fonction cosinus est paire

‘cos(—@) = cos B, pour tout angle 6| .

Le graphe de la fonction sinus est le suivant.

sin 6
1
2 P N x h 5w 4 0
—em -5 2 2 5 a
11

Proposition 4. La fonction sinus est impaire

’sin(fH) = —sin6, pour tout angle 0| .

Les fonctions dérivées respectives sont

cos' = —sin6

et

sin’ @ = cosf|.
Enfin, voici le graphe de la fonction tangente.
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tan @

|
‘w
3
|
3
I
S
o
[SIE
[N}

Proposition 5. La fonction tangente est impaire :

‘tan(—@) = —tan6, pour tout angle 9‘ .

Proposition 6. Les trois fonctions trigonométriques sont 2m-périodiques :

cos@ = cos(0 +2m), sinf =sin(f + 27), et tanh = tan(6 + 27) , ‘

pour tout angle 6.

En appliquant le théoréme attribué a Pythagore au triangle rectangle ABC),
on obtient la relation

‘c0529+sin20:1‘.

Théoréme 7 (Formules de de Moivre).

cos(a + ) = cosacosf —sinasinf ,
cos(a — ) = cosacosf +sinasing ,
sin(a+ ) = sinacosf + cosasinf ,
sin(a — ) = sinacosf —cosasinf ,
cos2a = cos?a —sin’a
sin2a = 2sinacoso .

V2]
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Exercice 6 bis (Relations cosinus-sinus).
Faire l'exercice 6 en utilisant les formules de de Moivre.

Exercice 7 (Valeurs des fonctions trigonométriques II).
Calculer les valeurs des fonctions trigonométriques cos, sin et tan pour les
angles suivants :
g2 5mom
37 6712
£

3. Nombres complexes

Dans cette section, on introduit une nouvelle famille de «nombres», appelés
nombres complexes, et qui généralisent les nombres réels. Leur introduction est
motivée par la recherche des racines des polynomes a coefficients réels, comme
nous le verrons a la section suivante.

3.1. Ensembles de nombres connus.

EnseMBLES [N ¢ Z ¢ Q ¢ R cCc C

+ + + -+ -

X X X X X

Opérations — — — —
licites =

V0
Définition (Entiers naturels). Le premier ensemble de nombres est 1’en-
semble des entiers naturels

\N:: {0,1,2,3,4,...}\

qui nous sert & compter les objets de la vie courante. On peut les sommer +
et les multiplier x.

Que se passe-t-il si on a 5 euros sur son compte en banque et que 'on veut
en retirer 77 Ceci équivaut a faire algébriquement

5—T=x < 5=T+=x

Or, on sait qu’il faut retirer 2 & 7 pour arriver & 5. Nous sommes alors amenés
a considérer des nombres entiers mais négatifs, z = —2 dans cet exemple.

Définition (Entiers relatifs). L’ensemble des entiers relatifs

\Z:: {...,—4,—3,—2,—1,0,1,2,3,4,...}\

est I'union de I’ensemble des entiers positifs avec ’ensemble des entiers négatifs.
On peut toujours les sommer + et les multiplier x. Mais on peut aussi les
soustraire —.
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De la méme maniére, comment faire pour diviser 5 par 277 ? Ceci équivaut
a considérer les équations algébriques

D+2=x < 5=2xXx

Or, on sait qu’il y a 2,5 fois 2 dans 5. Pour pouvoir effectuer la division, il
nous faut ajouter les nombres rationnels, x = 2,5 = % dans cet exemple.

Définition (Nombres rationnels). L’ensemble des nombres rationnels

Q= {% an,beZ—{o}}

est I’ensemble des fractions de nombres entiers. On peut toujours les sommer
4+, les multiplier x et les soustraire —. Mais on peut aussi les diviser +.

Grace a la multiplication, tous les nombres rationnels ont un carré z2 =

x X x. On peut se poser la question dans I'autre sens : soit un nombre, 2
par exemple, existe-t-il un nombre = dont le carré vaut 2, i.e. 2 = 27 Une
solution " est fournie par la racine carré x = /2. Méme si 2 est entier, sa
racine n’est méme pas un nombre rationnel, voir la démonstration ci-dessous.
Pourtant c’est un nombre parfaitement défini, par exemple comme la mesure
de 'hypoténuse d’un triangle rectangle isocéle de coté 1!

Définition (Nombres réels). L’ensemble des nombres réels est 1’ensemble
des nombres que «l’on connaity», des «quantités mesurablesy. Méme un lecteur
non-mathématicien professionnel aura reconnu la une définition bancale. En
réalité, les mathématiciens définissent les nombre réels comme 1’ensemble des
limites de suites convergentes de nombres rationnels, que ’on note

’R := {limites de suites convergentes de suites de nombres rationnels} ‘ .

On peut toujours les sommer +, les multiplier x, les soustraire —, les diviser
+. De plus, tous les nombres réels positifs admettent une racine carrée /= 0.

Les nombres réels qui ne sont pas rationnels sont appelés les nombres irra-
tionnels et leur ensemble est noté R — Q.

Théoréme 8. La racine carrée de 2 est un nombre irrationnel, /2 €

R- Q.

REMARQUE. Une fois n’est pas coutume, nous allons en donner la démons-
tration, pour la bonne raison qu’elle utilise et illustre un mode de raisonnement
fréquent en mathématique : le raisonnement par ’absurde. N’hésitez surtout
pas a l'utiliser dans les exercices.

7. Il y a en fait deux solutions : V2 et —/2.
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DEMONSTRATION. Il y a exactement deux possibilités : soit v/2 est ration-
nel, soit v/2 est irrationnel. Supposons, par I'absurde, que v/2 soit rationnel.
(Comme nous allons trouver une contradiction & ce choix plus loin, cela mon-
trera que ceci est impossible et donc que v/2 est irrationnel.)

Dans ce cas, v/2 s’écrit sous la forme V2 = % avec a € Z et b € Z — {0}.

Si a et b sont tous les deux pairs, alors on les divise par une puissance de 2
suffisante pour qu’au moins I'un des deux devienne impair. Ceci montre que

a
'on peut supposer que lon peut écrire V2 = 3 tel que a et b ne soient pas

tous les deux pairs.

En élevant I’égalité v/2b = a au carré, on trouve 2b% = a?. Ceci impose que
2 divise a? et donc a. Ecrivons a = 2a avec o € Z. Dans ’égalité précédente,
cela donne 2b? = (2a)? = 4a2. En simplifiant par 2, on obtient b? = 2a. Donc,
2 divise b? et aussi b. Nous venons donc de montrer que a et b sont pairs, ce
qui est en contradiction avec ’hypothése de départ.

La racine carrée de 2 est donc un nombre irrationnel. ® (I

INSTANT CULTURE % . Ce résultat a beaucoup étonné et émerveillé
les grecs : ils avaient 14 un nombre d'un type nouveau, inconnu auparavant car
ils ne connaissaient que les nombres rationnels.

3.2. Définition des nombres complexes. Grice aux nombres réels,
nous avons réussi a définir les racines carrées de nombres positifs. Qu’en est-
il des nombres négatifs, par exemple que vaudrait la racine carrée de —1 :
«v/=1» ? Dit autrement, quelles sont les solutions de I'équation 2> = —17?
Aucun nombre réel ne convient. Alors on crée un nombre que ’on note 4, pour
«imaginaire», dont le carré vaut —1 :

2 =1

Définition (Nombres complexes). Les nombres complexes sont les
nombres de la forme z = z + iy avec = et y réels. L’ensemble des nombres
complexes est noté

’C::{z:az+iy|az,y€R}‘.

Pour un nombre complexe z = x + iy, on note Re z := x la partie réelle de z
et Im z := y la partie tmaginaire de z.

L’ensemble des nombres complexes z = x 4+ i X 0 de partie imaginaire nulle
s’identifie avec ’ensemble des nombres réels R = {z = =z (+1i x 0) | x € R}.
Les nombres complexes z = 0 + ¢y de partie réelle nulle sont appelés nombres

8. Le symbole O qui conclut les démonstrations signifie «Ce Qu’il Fallait Démontrer».
Quatre mots, quatre cotés.
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imaginaires purs; leur ensemble est noté iR := {z =041y | y € R},

REGLES DE CALCUL. On définit la somme, le produit et la différence de
deux nombres complexes en utilisant les mémes régles de calcul (associativité
et distributivité) que pour les nombres réels et la régle i2 = —1. Ceci donne
par exemple :

(2+3)+ (4+5) = 2+43i+4+5=2+4+3i+5i=6+(3+5)i
- 648,
(2+30) x (4+51) = 2x4+2x5i+3ix4+3ix5i

= 8+ 10i+12i + 15 x (i%) =8+ 22 — 15 = —7 + 22i .

Les régles plus avancées sont toujours vraies. Par exemple, la formule du
binéme de Newton est encore valide :

(142i)> = 1P+3x12x2i+3x1x(20)%+(20)3
146i—12—8 =—11—2i .

Les nombres complexes formant un ensemble plus vaste que les nombres
réels, on a plus de liberté pour inventer des opérations nouvelles. Par exemple,
on peut s’amuser & changer le signe de la partie imaginaire d’un nombre com-
plexe.

Définition (Conjugaison). Le complexe conjugué z d'un nombre complexe

z = x + iy est défini par
-

Par exemple, on a 2 — 3i = 2 + 3.

£

Exercice 8 (Opérations élémentaires).
Soient les nombres complexes

z21:=2—-31, z0:=34+41 et z3:=1+41.
Calculer les nombres complexes suivants

21 _ 3 _
21+ z29, 21 — 23, 21-22, Z1-%3, ;, 21.%1, 21 et Z1.23 .
3

V2]
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Proposition 9. Pour tout nombre complexe z, les égalités suivantes sont
vérifiées.

Z = z,
z+zZ = 2Rez,
z—Z2z = 2ilmz,

zeR & z=2,
z€iIR & z=-%.

Ici, la démonstration est utile pour comprendre le sens de ces relations.

DEMONSTRATION. Soit z = x + iy, on a respectivement

Z=rtiy=w—iy=z—(—iy)=z+iy,
z+zZz=x+1wy+x—1y=2x=2Rez,
z—z=x+iy— (r —iy) = 2iy = 2ilm z ,
2ER <= y=0 <<= z+iy=x—1y,
z€IR <= =0 <<= x+iy=—x+1iy .

O

Regardons maintenant comment on peut effectuer la division de deux nom-
bres complexes. On sait que diviser des nombres est équivalent & multiplier le
premier par l'inverse du second Z;/ = 2/ x z71. On va donc chercher & calculer
I'inverse d’un nombre complexe z = x + 1y, lorsque ce dernier n’est pas nul.

La multiplication de z par son conjugué z donne

22 = (x +iy)(z —iy) = 2* +y* € RT |

qui est un nombre réel positif. Or, le nombre complexe z n’est pas nul équivaut
a dire que ses deux coordonnées = et y ne sont pas toutes les deux nulles,
c’est-a-dire 22 + 1% # 0. En divisant 'égalité précédente par z2 + 12, on obtient
T — 1y
SL‘2 + y2
——

inverse de x+iy

(x +iy) x =1

On a donc trouvé l'inverse de z :

Ll Y
x2+y2 x2+y2

Définition (Module). Le module d’'un nombre complexe z est défini par
le nombre réel positif
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Avec la notion de module, on peut écrire la formule de I'inverse de z de
maniére plus compacte

‘N\

_17
=T

.

EN PRATIQUE ;2% . Pour calculer le quotient de deux nombres com-
plexes, la seule idée a retenir est : «on multiple le numérateur et le dénomina-
teur par le conjugué du dénominateury. Cela donne, par exemple,

142 (14+20)(2+3i)  —4+7i 4 7

2-3i  (2—3i)(2+3i) 3 1313
Ceci permet de transformer le nombre complexe au dénominateur en un nombre

réel !

£

Exercice 9 (Calcul algébrique).
Calculer, sous la forme x + iy, les nombre complexes suivants
1 L+i 45 (2+14)?
T, 9.0 L) (2 7o A2
14317 241 (2 —1)2

(1+20)2,  (1+4)3, (1+4)73 et i 't.
Exercice v 10 (Conjugaison).
Simplifier I’expression

1+cosx —isinx

1+ cosx+isinz

2]

3.3. Représentation géométrique. Tout nombre complexe z = x + 1y
est défini par deux nombres réels, tout comme les points du plan sont définis
par leurs deux coordonnées dans un repére. On considére le plan P muni de son
repére canonique. On définit I’application qui & tout nombre complexe associe
le point du plan de mémes coordonnées :

C - P
z=x+1iy +— M(z):= point du plan de coordonnées (z,y).

M(z)
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Cette application est une bijection®. Cela signifie que 'on peut identifier
I’ensemble des nombres complexes et I’ensemble des points du plan.

Définition (Image et affixe). Le point M(z) associé & un nombre complexe
z est appelé 'image de z. Réciproquement, le nombre complexe z correspon-
dant au point M (z) du plan est appelé U'affize de M.

Grace a cette correspondance bijective, on peut interpréter géométrique-
ment les propriétés algébriques des nombres complexes. (Et parfois, ¢’est plus
simple!). Par exemple, la somme de deux nombres complexes correspond a la
somme des deux vecteurs qu’ils définissent :

z—l—z’(—)@\ﬁ/_f(z)—i—a?\%/_f(z’) .

M(z+2)

@)

De la méme maniére, le point correspondant au conjugué d’un nombre com-
plexe est le symétrique de l"image du nombre complexe par rapport a l'axe des
abscisses :

Z Symétrieaxe des abscisses(M(Z)) .

M(z)
Yy
- M(2)

£

9. D’ou l'utilité d’avoir défini cette notion précédemment. On vous laisse cette propriété
& démontrer en guise de bon exercice.
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Exercice 11 (Plan complexe).
Interpréter graphiquement dans le plan complexe les relations de la propo-
sition 9

£

Par contre, il est difficile de représenter géométriquement la multiplication
des nombres complexes. Pour cela, on va les écrire d'une autre maniére.

3.4. Forme trigonométrique. Revenons a la représentation géométrique
des nombres complexes. La longueur ||OM (z)|| est égale au module |z|. Notons
cette quantité

P =1IOM(2)]| = |2 |-

psing =y

sin 0 M(z/p)

cos 6 pcost =x

Le nombre complexe 2 est alors de module 1 et son image se trouve donc
sur le cercle trigonométrique. Il s’écrit donc cos 6 + i sin 6, ou 0 est une mesure
de I'angle formé. Nous avons ainsi montré que tout nombre s’écrit sous la forme

z= xz+iy = p(cosh+isinf)
——

forme algébrique  forme trigonométrique
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Définition (Argument). La mesure 6 de 'angle est appelée I’argument du
nombre complexe z et notée

Arg(z) =0].

On rappelle qu'une mesure d’angle est un nombre réel, mais que seule sa valeur
modulo 27, c’est-a-dire modulo la somme avec un multiple de 27 prés, est
importante. Ce qui implique que 'on peut choisir la mesure de 'angle dans
I'intervalle [0, 27 ou dans U'intervalle | — 7, 7|, par exemple.

Un nombre complexe z est caractérisé, soit par deux nombres réels (z,y),
soit par un nombre réel positif et un nombre compris entre —7 et 7w, par
exemple.

z 4 (z,y) © (p,0)
~—— ——
coordonnées cartésiennes coordonnées trigonométriques

Les formules permettant de passer des coordonnées cartésiennes aux co-
ordonnées trigonométriques, et vice-versa, sont données dans la proposition
suivante.

Proposition 10. Pour tout nombre complexe, les formules suivantes sont
vérifices

— /2 2

xr = pcosl po= 7Ty

y = psinf et | cosh = ——r sinf = 4

VaZ+y? Va2 +y?

REMARQUE % . Vous remarquerez que nous n’avons pas donné de
formule donnant une mesure 6 de I’angle. Et pour cause, il n’en existe pas. Alors
comment trouver 67 La remarque de la section précédente disant que seule la
valeur du cosinus ou celle du sinus d’un angle ne permet pas de déterminer 6,
mais les deux valeurs ensemble oui, prend tout son sens. En effet, les formules
ci-dessus donnent le cosinus et le sinus de 6. Avec ces deux valeurs, on peut
retrouver 6.

EXEMPLE. Mettons z = 1 + 4 sous forme trigonométrique. On commence

par calculer son module
lz| =V1+1=V2.

On factorise ensuite z par son module pour faire apparaitre cos# et sinf :

=3 (rigs) =i F 4 %

~— =~

=cos =sin @



40 CHAPITRE 1. ALGEBRE ELEMENTAIRE

Du tableau des valeurs des fonctions trigonométriques donné a la section 2.2,

on sait que seul I'angle de mesure 6 = 7 vérifie cos § = @ et sin j = @ Au

final, la forme trigonométrique de z est

z:l—i-i:\@(cos%—i-isin%)

La forme trigonométrique se préte bien & la multiplication des nombres
complexes et ce grace aux formules de de Moivre données au théoréme 7. En
effet, le produit des deux nombres complexes z = p(cosf + isinf) et 2/ =
p'(cos @ +isinf’) vaut

22 = p(cosf +isin)p(cos @ +isinf)
pp' ((cosfcosf’ — sinfsind’)
+i(cosfsin 6 + sinf cosf’))

= pp' (cos(§ +6') +isin(0 +6")) .
formules de de Moivre

Avec les coordonnées trigonométriques, la multiplication de deux nombres com-
plexes revient juste & multiplier les modules et & sommer les arguments. Facile,
non ?

Graphiquement, cela donne

0+6

De la méme maniére, on peut calculer les puissances d’'un nombre complexe.

Théoréme 11 (de de Moivre). La puissance n® d’un nombre complexe
z = p(cos @ + isinf) vaut

2" = p"(cos(nf) + isin(nd)) |,

pour tout entier n € N.
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DEMONSTRATION. On prend le temps de faire la démonstration de cette
formule car elle permet de rappeler le raisonnement par récurrence qui est
I'autre grande méthode, aprés le raisonnement par ’absurde.

On commence par initier la récurrence, c¢’est-a-dire par montrer la formule
pour le premier cas & considérer. Ici, pour n = 0, on a bien

=1 :pO(COSO—i—isinO) .

(Remarquez que pour n = 1, le résultat n’est rien d’autre que la forme trigo-
nométrique du nombre complexe : z = p(cos @ + isinf).)

On suppose ensuite le résultat vrai au rang n (ou jusqu’au rang n, ce qui
revient au méme du point de vue de la logique) et on montre qu'il reste vrai
aurang n+1:

P = z.2"
B . n .
= p(cos b + isin6).p™ (cos(nb) + isin(nb))
hypothése de récurrence
= p" T (cos((n +1)0) + isin((n + 1)6)) .
formules de de Moivre
Ceci montre que la formule de ’énonce est vraie pour tout entier n. O

EXEMPLE. Mettons a la puissance 12 le nombre complexe z = 1 +¢. On
utilise bien stir la forme trigonométrique précédemment calculée ainsi que le
théoréme de de Moivre :

22 = (v2)12 (cos (127) +isin (127)) = 25(cos(3m) + isin(3))
= 64(cos(m) + isin(r)) =|—64].
s

Exercice 12 (Formule de de Moivre).
En utilisant le théoréme de de Moivre et la formule du binéme de Newton,
exprimer cos(46) et sin(46) en fonction de cosf et sin 6.

£
3.5. Exponentielle complexe. L’exponentielle est une fonction réelle

R — R qui vérifie la relation fondamentale

c’est-a~dire qu’elle transforme les sommes en produits . Dans cette section,
on va chercher & I’étendre aux nombres complexes C — C, en s’assurant qu’elle
vérifie toujours la méme propriété.

10. C’est un peu la pierre philosophale des matheux.
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Pour cela, on commence par définir ’exponentielle complexe pour les ima-
ginaires purs : pour tout nombre # € R, on pose

e = cosf +isind|.

REMARQUE. Il s’agit du nombre complexe correspondant au point du cercle
trigonométrique d’angle 6.

INSTANT CULTURE % . Notez que pour § = 7, on a la formule

qui a I’élégance de réunir trois des nombres les plus célébres en mathématiques :
la constante d’Euler e, le nombre imaginaire canonique 7 et le nombre 7.
)

Vo2

Exercice 13 (Exponentielle complexe).
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants

2mi 3mi 6mi s

2mi ; _3mi _6mi _bmi
de’s, 63, e 4, e 4 et 3e s
Jea)

La propriété fondamentale de I’exponentielle est bien vérifiée par les nombres
imaginaires purs :
010 — H0+0) = cos(6 + 0') +isin(6 + ¢')
= (cosf + isinf)(cost +isind’) = e
Avec cette définition, la forme trigonométrique devient la forme suivante.

Définition (Forme polaire). La forme polaire d’'un nombre complexe est
définie par

z = pel?

De la méme maniére que la forme trigométrique, la forme polaire se préte
bien & la multiplication des nombres complexes :

. o ) ,
2o = pezeplezé’ _ pplez(9+9) ]

£

Exercice 14 (Forme polaire).

Mettre sous forme polaire pe??, c’est-a-dire déterminer le module et ’argu-
ment, chacun des nombres complexes suivants

3+ 3i
1—14, 343, \TZ 1+i, -9 et —V2—iVv2.
— 1
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Exercice 15 (Puissance de nombre complexe).
Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes

suivants
(1—4)° (V3+3)", 1+ (—vV2-iv2)B.
On pourra utiliser I'exercice précédent.

Exercice 16 (Formule trigonométrique).

On pose
V6 —iv2 .
z2=—"7— &€t 2=1-—1.
2
(1) Ecrire les nombres z; et z3 sous forme polaire.
. z
(2) Ecrire le quotient Z = L sous forme polaire.
22
T

(3) En conclure les valeurs de cos % et de sin 13

Exercice ¥ 17 (Racine de I'unité).

(1) Pour n entier compris entre 2 et 6, déterminer tous les nombres com-
plexes z qui vérifient I’équation

=1
On exprimera chacun d’eux sous forme polaire et sous forme algébrique.

(2) Représenter graphiquement 'image dans le plan complexe de chacune
de ces solutions.

£

Définition (Exponentielle complexe). Pour tout nombre complexe z =
x + iy, on définit son image par 1 ezponentielle compleze C — C par 't

e* = "W = e%e"W = ¢”(cosy + isiny)

Avec cette définition, ’exponentielle complexe vérifie la méme relation fon-
damentale que ’exponentielle réelle.

Proposition 12. Pour toute paire (z,2') de nombres complexes, la relation
susvante est vérifice

11. Remarquez que ’on définit I’exponentielle complexe par un cas particulier de la relation

que l’on souhaite la voir vérifier : €% := e¢®e®. Malin, non ? %
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DEMONSTRATION. La démonstration aide ici & comprendre le bien-fondé
de la définition. En écrivant z = x + iy et 2’ =2’ +4y’, on a

2t grtiytaltiy _ prda’+i(y+y')
= et eilyty) (par définition)
= et eWel (par la relation pour les réels
= eteler el et les imaginaires purs)
ettty — ez (par définition) .

O

Théoréme 13 (Formules d’Euler). Pour tout nombre réel 6, les relations
susvantes sont vérifices

eiO + e—iG
cos) = ———
o0 _2 o—i0
sinf = -
21

APPLICATION é:é . Les formules d’Euler permettent de linéariser les
puissances cos™ 6 et sin™ # des fonctions trigonométriques. Par exemple, grace
a la formule du binéme de Newton, on a

i0 AN
1 . ) . .
COS49 _ (6 "‘26 > _ E <€4u9 + 46219 + 6 + 46—229 + 6—429>
1 /40 4 o=4i0 40200 | 420
-8 ( > 2 * 3>

= %(cos(éle) +2cos(20) +3) .

La grande utilité de cette méthode est de permettre le calcul d’intégrales de
puissances de fonctions trigonométriques. En effet, si on veut calculer fg cos* @
d#, il faudrait pouvoir trouver une primitive & cos* @ : bon courage ... Par contre,
les primitives des fonctions cos(40), cos(26) et 3 sont faciles a calculer.

V2]

Exercice 18 (Linéarisation).
Linéariser les expressions trigonométriques suivantes, c’est-a-dire les expri-
mer en fonction de cos(nf) et sin(nf),

sin®f, sinfcos®d et cos® O .

Exercice 19 (Racine carrée).
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Calculer, sous forme polaire ou sous forme algébrique, les «racines carrésy,
c’est-a-dire les solutions y de I’équation y? = z, des nombres complexes suivants

21 = i7 22 = 97 z3 = _97 24 = -3 - 417
25 0= —1414V3, 26:=3+2i, et z;:=-5-—12i.

2]

4. Polynémes
Dans cette section, on donne les principales propriétés des polynémes, no-

tamment celles qui concernent leurs racines.

4.1. Définition.

Définition (Polynéme). Un polynome a coefficients réels est une expres-
sion de la forme

P=a X"+ a1 X" 1+ 4+ X’ + a1 X +ao|,

ou tous les a; sont des nombres réels. L’élément X est appelé variable formelle.
L’ensemble des polyndmes est noté R[X]. Un élément simple de la forme a; X"
est appelé un mondéme.

EXEMPLE. Le polynéme 7X% — v/2X + 1 est a coefficients réels. On peut
aussi considérer des polynémes dont les coefficients appartiennent & d’autres
ensembles de nombres. Par exemple, 32 +2X +9 est un polynéme a coefficients
entiers.

REMARQUE. Chaque polyndéme P induit une fonction dite polynomiale

R — R
x = Px)=apxa"+ - -+a1x+ap

définie en évaluant le polyndéme aux valeurs réelles x. C’est probablement sous
cette forme que vous avez rencontré les polyndmes pour la premiére fois.

ATTENTION @ Notez bien la différence : un polynéme P = a, X" +---+
a1X + ag est une expression formelle, pas une fonction. Il n’est pas égale a
un «nombre» alors que la fonction polynomiale z — P(x) associée consiste
justement & faire un calcul et fournit un nombre pour toute valeur de x.

Définition (Degré). Pour tout polynéme P = a, X" + -+ + a1 X + ao,
le plus grand entier n tel que a, soit différent de 0 est appelé le degré du
polynéme P. On le note deg P = n.



46 CHAPITRE 1. ALGEBRE ELEMENTAIRE

EXEMPLE. Le degré du polynome P = 7X?% — /2X + 1 est deg P = 3.

Proposition 14. Pour toute paire de polynomes P,Q € R[X], le degré
vérifie la relation suivante

’deg(PQ) = degP—l—degQ‘ .

Tout comme les nombres, on peut sommer, soustraite et multiplier les poly-
nomes. L’addition et la soustraction se font terme a terme, c’est-a-dire monéme
par monoéme :

(2X% —3X245)+ (X24+5X—-2) = 240X+ (-3+DX2+(0+5)X
+(5-2)
= 2X3-2X%24+5X +3,
(2X3 —3X%4+5) - (X2 45X ~-2) = 2-0X’+(-3-1)X*+(0-5)X
+(5+2)

= 2X% - 4X%2_5X+7.

La multiplication est donnée par la régle de distributivité de la somme et du

produit :

(2X3 —3X%24+5) (X2 +5X —2) = 2X3x X2 4+2X3 x5X —2X3 x2
—3X? x X2 - 3X%x5X +3X%x2
+5x X2 4+5x5X —5x2

= 2X° 4+ (10 -3)X* + (-4 - 15)X?
+(6 +5)X% 4+ 25X — 10
= 2X° 4+ X' —19X3 + 11X% + 25X — 10 .

Existe-t-il une opération «inverse» & la multiplication, c’est-a-dire une di-
vision, comme pour les nombres ? La section suivante répond & cette question.

4.2. Division euclidienne. On rappelle la division euclidienne classique
des nombres entiers : pour toute paire de nombres entiers a,b € Z tel que b
soit non nul, b # 0, il existe une paire de nombres entiers ¢, r € Z tels que

a=bqg+r,
ou la valeur absolue de r vérifie |r| < |b|. Par exemple,

7T =3 x_ 2 4+ 1 .
~—~ ~ W~ =~
a b q r

Dans 7, il y a 3 fois 2 plus 1.
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Mutatis mutandis'?, on peut faire exactement la méme chose avec les poly-
nomes! Ici, il suffit de considérer le degré des polynoémes a la place de la valeur
absolue.

Théoréme 15 (Division euclidienne des polynoémes). Pour toute paire de
polynomes A, B € R[X] tel que B soit non nul, B # 0, il existe une paire de
polynomes Q, R € R[X] tels que

A=BQ+R]|,

ot le degré de R vérifie deg R < deg B.

EXEMPLE. La division euclidienne de A :=3X3 +2X —7par B:= X — 1
donne
3X3 42X —7=(X—-1)(3X2+3X +5)+(-2) .

N e’
A B Q R

EN PRATIQUE ;.% . La question que vous devez étre en train de vous
poser est : «mais comment fait-on en pratique pour effectuer la division eucli-
dienne de deux polyndémes » 7 Voyons cela sur 'exemple proposé.

A= 3x3 +2X -7 X—-1 =B
—-3X3 +3X? 3X24+3X+5 |=Q
0 +3X2 42X —7
—-3X? 43X
0 5X -7
—5X +5
0 -2

On pose la division euclidienne comme pour les nombres en plagant le
polynéme A a diviser en haut a gauche et le polyndéme B, par lequel on divise,
en haut a droite. On commence par chercher le terme de plus haut degré de
Q; il est égal au mondme par lequel il faut multiplier le monéme de plus haut
degré de B pour obtenir le monéme de plus haut degré de A. Ici il vaut 3X?2.
On multiplie ensuite B = X — 1 par ce monome, ce qui donne 3X3 — 3X?, et
on écrit son opposé, a savoir —3X> +3X?2, de I'autre coté de la barre verticale,
soit & gauche, sous A. Aprés, on calcule la somme de A avec ce polynéme, ce
qui donne ici 3X?% 42X — 7.

On itére ce processus avec ce dernier polyndome 3X2 42X — 7 a la place de
A. On s’arréte lorsque le degré du polynéme obtenu a gauche est strictement
inférieur au degré de B, ici lorsque 'on arrive a la constante —2. (De toute
fagon, on ne peut pas aller plus loin.)

12. «Une fois effectués les changements nécessaires» en latin.
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Au final, le polynéme obtenu & droite et sous la barre est le quotient QQ =
3X? +3X + 5. Et le polynome obtenu en bas a gauche est le reste R = —2.

2]

Exercice 20 (Division euclidienne).
Calculer la division euclidienne du polynéme 4X° + X3 —2 par le polynome
X?+X+1.

2]

Définition (B divise A). On dit qu'un polynéme B divise un polynome
A ¢’il existe un polynéme Q tel que

A=BQ.

11 est équivalent de dire que le reste de la division euclidienne du polynéme A
par B est nulle.

4.3. Racines de polynémes.

Définition (Racine). Une racine d'un polynéme P est un nombre a tel
que

P(a) =0].

REMARQUE. On peut s’intéresser aux racines entiéres, rationnelles, réelles
ou complexes, i.e. a € Z,Q, R, C.

Proposition 16. Un nombre a est racine d’un polynéme P si et seulement
sl existe un polynome @Q tel que P = (X — a)Q.

DEMONSTRATION. Encore une fois, on donne la démonstration car elle

peut aider a comprendre et & retenir ce résultat.

(<) Si le polynéme se factorise sous la forme P = (X — a)@, sa valeur en
a vaut P(a) =0 x Q(a) = 0. Donc a est racine de P.

(=) Dans l'autre sens, effectuons la division euclidienne de P par X —
a. Cela donne P = (X — a)Q + R, ou R est un polynome de degré
strictement inférieur a celui de X — a, c’est-a-dire 1. Il est donc de
degré 0, ce qui équivaut a dire que le polynéme R est une constante
R = r. Comme a est racine de P, on obtient : P(a) =0x Q(a)+r =0,
en évaluant I’égalité précédente de polyndmes en a. Ce qui implique que
r = P(a) = 0 et conclut la démonstration.

O

Le nombre a est racine du polyndéme P si est seulement si le polynéme
X —a divise P. Dans ce cas, le degré du polynéme @ vérifie deg () = deg P —1.
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EXEMPLE. Considérons le polynéme P := X3 — X2 4+ X — 1. Cherchons
rapidement une racine simple : on teste de téte si —2,—1,0, 1, 2, par exemple,
sont racines. Ici comme la somme des coefficients de P est nulle, on sait que 1

est racine. Donc le polynéme X — 1 divise P et la division euclidienne donne
effectivement P = X3 — X2 + X — 1= (X — 1)(X? +1).

Il arrive parfois que certaines racines soient racines «plus que d’autres». En
effet, dans le polynome (X — 3)?(X —5) = (X — 3)(X — 3)(X —5), le nombre
5 est une fois racine et le nombre 3 est «deux fois» racine.

Définition (Multiplicité des racines). Une racine a d’un polynéme P est
de multiplicité k si P s’écrit sous la forme P = (X — a)¥Q mais pas sous la
forme (X — a)**'R.

Dans I'exemple précédent, 5 est racine simple (de multiplicité 1) et 3 est
racine double (de multiplicité 2).

Proposition 17. Tout polynéme de degré n a au plus n racines comptées
avec multiplicité.

EXEMPLES. Les deux exemples précédents illustrent ce résultat.

o Le polynome réel X2 — X2+ X —1 = (X —1)(X?+1) de degré 3 admet
une seule racine réelle simple, soit ici 1 < 3. (Le polynome X2 + 1
n’a aucune racine réelle, et pour cause, il prend toujours des valeurs
strictement positives.)

o Le polynome réel (X —3)%(X —5) admet une racine simple et une racine
double, soit ici 1 + 2 < 3.

Lorsque le polyome est de grand degré (typiquement > 3), nous n’avons
pas d’autre choix que de chercher les racines & la main, puis de factoriser le po-
lynéme et ainsi de suite. (Le probléme de déterminer les racines des polynémes
de degré supérieur a 5 est un probléme plus que difficile en mathématique ...)
Mais pour les polynoémes de bas degré, nous avons les formules suivantes.

b
DEGRE 1. L’unique racine du polynéme P = aX + b de degré 1 est | ——
a

DEGRE 2. Soit P = aX?+bX +c un polynéme réel de degré 2. On considére
son discriminant

A = b — dac]| .
Il y a alors 3 cas de figure.
¢ Soit A < 0, alors le polynéme P n’admet aucune racine réelle.
b
20

o Soit A = 0, alors le polynéme P admet une racine double , c’est-

b 2
a~dire que le polyndéme P s’écrit P =a (X + 2) .
a
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o Soit A > 0, alors le polynéme P admet deux racines réelles distinctes,
qui sont

b+ VA ot —b— VA
2a 2a

- A (X - 2B (R

Le polynéme P vaut donc P = a (X e-

marquez que si A = 0, on retrouve la formule précédente.)

4.4. Racines complexes. Le premier cas de figure A < 0 montre qu’il
existe des polyndémes réels n’ayant aucune racine réelle. C’est par exemple le
cas de X2+ 1. La proposition 17 nous donne un maximum pour le nombre des
racines d’un polynoéme qui n’est pas toujours atteint lorsque I'on considére les
racines dans les nombres réels.

Or, il se trouve que nous avons introduit, avec les nombres complexes, un
plus grand ensemble de nombres que les nombres réels, R C C. Il y a donc la
plus de chance de trouver des racines de polynémes réels. D’ailleurs, si on écrit
la relation fondamentale 2> = —1, définissant les nombres complexes, sous la
forme i2 + 1 = 0, on remarquera que ’on a la une racine complexe i du poly-
noéme X2 4 1. L’autre racine étant —i : X2 +1 = (X — )(X +19).

Considérons a nouveau les formules % donnant les racines des poly-
nomes réels de degré 2. Elles ne s’appliquent pas si A < 0 car il faudrait en
prendre la racine carrée ... Or, grace aux nombres complexes, on sait mainte-
nant résoudre ce probléme : on peut trouver des nombres complexes dont le
carré est négatif. Ici, cela donne symboliquement

WAy = /(—1)(=A)y» = «/=IrV/=A =ivV-A.

Proposition 18. Tout polynome réel P = aX? + bX + ¢ de degré 2 et de
discriminant strictement négatif A < 0 admet deux racines complexes conju-
gquées, données par

—b+iv—-A ; —b—iv—-A
2a ¢ 2a

REMARQUE % . Lorsque P = aX? + bX + ¢ est un polynéme & co-
efficients complexes, i.e. a,b,c € C, ses racines sont toujours données par la

formule du type %. Comme le discriminant A est un nombre complexe,

le symbole VA signifie que 'on considére les deux nombres complexes dont le
carré vaut A. Ils se calculent en considérant la forme polaire de A, cf. exer-
cice 19.

Le fait d’avoir trouvé, dans ce cas précis, deux racines complexes conjuguées
n’est pas un hasard. C’est un phénoméne vrai pour tout polyndéme réel.
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Proposition 19. Soit P € R[X]| un polynéme a coefficients réels. Si un
nombre complexe z € C est racine de P, alors son conjugué z est encore racine

de P.

DEMONSTRATION. Encore une fois, la démonstration permet de comprendre
ce qui se passe. Donnons un nom aux coefficients de P : P = a, X"+ - -+a1 X+
ag, avec a; € R. Dire que z est racine signifie P(z) = a2 +---+a1z+ap = 0.
On considére le conjugué de toute cette expression :

Piz)=apz"+ - +a1z+ap=ap,z"+---+a1Z2+a9=P(z2) =0,

car le conjugué d’'une somme est égal & la somme des conjugués et que le
conjugué d’un produit est égal au produit des conjugués. Ceci montre que le
conjugué z est racine de P. ([l

ASTUCE %}3& . Ce résultat va vous faire économiser la moitié de vos
calculs. En effet, si vous parvenez a trouver une racine complexe (et non réelle)
d’un polynéme réel, alors, automatiquement et sans calcul, vous en avez une
autre : le nombre complexe conjugué.

Nous venons de voir que pour avoir toutes les racines d'un polyndéme réel
de degré 2, il fallait considérer I’ensemble plus gros des nombres complexes.
Passons maintenant aux polyndémes réels de degré 3, puis 4, etc. Avons-nous
besoin de créer un ensemble de nombres encore plus grand que les complexes
pour en trouver toutes les racines ? Et bien non! Quelque part, nous avons de
la chance. Les nombres complexes fournissent toutes les racines des polynomes
réels et méme des polynémes complexes.

Théoréme 20 (de d’Alembert—Gauss, dit théoréme fondamental de 1'al-
gébre 13). Tout polynome réel ou complexe de degré n admet n racines comptées
avec multiplicité.

Cela signifie que tout polyndme réel ou complexe se factorise complétement
sous la forme

P:anX"+---+a1X+a0:an(X—xl)(X—xg)---(X—xn)‘,

ou les z1,x9,...,z, € C sont les racines complexes de P. Dans ce cas, on dit
que P est scindé sur C.

EXEMPLE. Dans le cas du polynéme P = X3 - X2+ X —1 = (X —1)(X2+1)
de degré 3, on a 3 racines : 1, 7 et —i. Il se factorise complétement sous la forme
P=(X—-1)(X—49)(X +1).

£

13. Le niveau de difficulté de la démonstration dépasse largement le niveau de ce cours.
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Exercice 21 (Equation polynémiale).
Résoudre dans C les équations polyndémiales suivantes. On écrira les solu-
tions sous forme algébrique ou sous forme polaire.

(1) 322+32+2=0,

(2) 22—4iz—-2=0,
(3) 22=-1,
.
(4) = %7
(5)% 25 =32+ 32i .

2]

Exercice 22 (Factorisation).
Factoriser complétement les polynémes suivants dans R et dans C, c’est-a-
dire trouver toutes les racines réelles et complexes.

(1) X3 -5X2+7X -3,
(2) X3 —11X2%+ 39X — 45,
(3) X3 -3X2+9X +13.
foa)

5. Matrices

Le but de cette section est de rappeler la notion simple de matrice, qui
est juste un tableau rectangulaire rempli de nombres, et ses propriétés élé-
mentaires. Une matrice est un moyen efficace de stocker un grand nombre de
valeurs ; il n’est donc pas étonnant de constater que cette notion est utilisée

dans un grand nombre de domaines dans et hors des mathématiques 4.

5.1. Opérations sur les matrices.

Définition (Matrice). Une matrice est un tableau rectangulaire de nom-
bres. L’ensemble des matrices & coeflicients réels a n lignes et m colonnes est
noté M,, ,, . L’ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes est noté
simplement M,,

EXEMPLE. La matrice

1 0 =2
s % 0

0 =7 3,5
i1 =3

a 4 lignes et 3 colonnes; elle appartient & My 3 .

14. Cette terminologie, en anglais «matrix», a méme été utilisée pour une série de films
célébres !
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REMARQUE % . On peut faire des matrices avec des nombres entiers,
des nombres complexes, etc. Dans ce cas-1a, on précise le type des coefficients
dans la notation : My, ,,(R), My, 1 (Z), My, (C), par exemple. Dans le soucis
de conserver une présentation simple, nous rédigeons cette section uniquement
avec des nombres réels, mais tous les résultats présentés ici sont vrais pour
d’autres types de nombres.

NOTATION % . De maniére générique, on note les coefficients d’une
matrice en mettant en indice les numéros de la ligne et de la colonne :

a1 a2 o Qi
a1 G22 - A2.m

A - . . ’
Gn,1 Gn,2 " 0Gnm

le coefficient situé a l'intersection de la ¢° ligne et la j° colonne est a; ; .

Les opérations sur les nombres induisent naturellement des opérations sur
les matrices.

Définition (Addition et soustraction de matrices). L’addition et la sous-
traction des matrices de méme taille se fait terme a terme. Plus précisément, le
coefficient de la 7° ligne et la j° colonne de la somme A+ B est égal a a; ; +b; ;
et celui de la différence A — B est égal & a; ; — b;j -

EXEMPLES.
1 0 -2 n 0 10 2\ _ 1 10 0
7 -1 3 -8 5 1) -1 4 4
1 0 -2\ 0 10 2\ _ 1 —-10 —4
7T -1 3 -8 5 1) 15 -6 2
On pourrait définir la multiplication des matrices de maniére similaire, &

savoir terme & terme, mais cette définition serait un peu trop «naive» et ne
permettrait pas de coder ce que nous voulons avec les matrices plus tard.

Définition (Produit de matrices). Le coefficient de la i° ligne et la j°
colonne du produit AB d’une matrice A € M,,; a n lignes et [ colonnes et
d’une matrice B € M, ,, a [ lignes et m colonnes est donné par la formule

!
E a; by j
k=1
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ILLUSTRATION . Cette formule se comprend graphiquement de la
maniére suivante : on commence par effectuer le produit du premier terme de
la i® ligne de la matrice de gauche avec le premier terme de la j¢ colonne de la
matrice de droite. On additionne ensuite le résultat obtenu avec le produit du
deuxiéme terme de la i° ligne de la matrice de gauche avec le deuxiéme terme
de la j° colonne de la matrice de droite, et ainsi de suite.

ai1b1j + a;obaj + -+ a; by

EN PRATIQUE ié:?ﬁ . Pour calculer le produit AB de deux matrices, on
écrit la premiére matrice A en bas & gauche et la seconde matrice B en haut &
droite. Il est alors facile de procéder au calcul du produit AB en bas a droite.
Par exemple, avec les matrices

0 8
A:<$_01 _32> et B=|( 10 5 |,
2 1
cela donne
0 -8
10 5
2 1
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-4 —-10
AB = < —4 —58 ) ’
Cette maniére de poser les calculs permet d’itérer facilement les multiplications
de matrices. Par exemple, on calcule le produit (AB)C des trois matrices avec

c=(4 )

c’est-a-dire

en posant
0 -8
10 5 <_11 _24>
2 1
1 0 =2 -4 -10 6 —4
7 -1 3 —4 —58 54 —100 ’
d’ont

(1 0 —2> 100 _58 (1 —4>
7 -1 3 5 1 -1 2

Exercice 23 (Opérations entre matrices).
On considere les trois matrices

3 0 11
, B=1| -3 -2 et C—( >
8 3

A= 7
(1) Effecter les opérations matricielles suivantes :

6 —4
54 —100 ) -

DN —
B~ o

-2

= O =

A+B, AC, BC, AC+BC et (A+B)C.

(2) Comparer les deux derniers résultats.

£

ATTENTION @ Notez la différence fondamentale entre les définitions de
I’addition-soustraction et de la multiplication des matrices : on ne peut sommer
ou soustraire que des matrices de méme taille et on ne peut faire le produit
de deux matrices que lorsque le nombre de colonnes de la premiére est égal au
nombre de lignes de la seconde. (Dans le cas contraire, la formule qui donne
les coefficients du produit ne serait pas bien définie!)
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APPLICATION %Zég . Le principal intérét de cette définition, un poil alam-
biquée, de la multiplication des matrices est qu’elle permet de coder efficace-
ment les systémes d’équations linéaires : tout systéme de n équations linéaires
a m inconnues

a1,121 + a1 222 + - + a1 mTm = b1
a2,1%1 + a22%2 + - + a2 m T = bo
An,1%1 + Ap2%2 + - -+ ApmTm = by,

s’écrit matriciellement

AX =B
avec
a1l ar2 v Al 1 by
a1 G22 - - A2;m T2 by
A= 7 _ X = ot B=
Gn,1 Gn2 " Gnm Tm by

On a donc ainsi remplacé n équations par une seule! Puissant, non ?

Les opérations ainsi définies sur les matrices vérifient (presque) toutes les
propriétés des opérations sur les nombres.

Proposition 21.
o L’addition des matrices est associative et commutative :

(A+B)+C=A+(B+C)| et [A+B=B+A4].

o L’addition et la multiplication des matrices sont distributives :

|A(B+C)=AB+AC| et |[(A+B)C=AC+BC|.

o La multiplication des matrices est associative : ’ (AB)C = A(BC) ‘ .

DEMONSTRATION. Il n’est pas nécessaire de lire cette démonstration pour
pouvoir appliquer les propriétés de cette proposition. Néanmoins, elle illustre
bien comment les propriétés des opérations des nombres induisent directement
celles des matrices.

¢ Le premier point vient directement de ’associativité et de la commuta-
tivité de 'addition des nombres :

(@ij +big) +cij=aij+ (bij+cig) et aij+bij=bij+aij.
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¢ Le coefficient situé a la confluence de la i° ligne et de la j° colonne de
la matrice A(B + C') est égal a

l

! !
E %kwhj+chﬂ::§ %ﬁhg+-g @ jCh,j
k=1 k=1

k=1

qui est le coefficient situé a la méme position de la matrice AB + AC .
L’autre cas se traite de maniére similaire.
© Supposons que les tailles des trois matrices soient respectivement

AEMn’h, BeMy; et CEMLm.

Le coefficient situé a la confluence de la i° ligne et de la j° colonne de
la matrice (AB)C est égal a

l h
E f E aigbgk | Chy -
1

k=1 \g=

Celui situé a la confluence de la ¢ ligne et de la j° colonne de la matrice
A(BC) est égal a

h l
Z Qi,g Z bg,kCh,j
g=1 k=1

La distributivité de la multiplication des nombres par rapport & I'addi-
tion induit que, dans le deux cas, le résultat est égal a

h
DY aighgrcr -

g=1k=1
O

ATTENTION @ Une exception notable a la régle vient du fait que la mul-
tiplication des matrices n’est pas commutative en général. Un contre-exemple
est donné par les deux matrices suivantes

(31) ()
AB—( })#(} ;)—BA.

Il existe néanmoins une «multiplication» simple : c’est celle d’'une matrice
par un nombre.

ol

=N
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Définition (Multiplication d’une matrice par un nombre). La multipli-
cation d’une matrice A par un nombre X\ donne une matrice de méme taille
obtenue en multipliant tous les coeflicients de A par A :

Aail - Aarm
AA = : :

Aap1 - Aapm

La mutliplication des matrices par des nombres vérifient les propriétés im-
médiates suivantes :

A(A+B) =M+ AB| et |(A)(uB) = \)AB|.

La derniére opération simple mais qui joue un role fondamental dans la
théorie des matrices est la transposition.

Définition (Matrice transposée). La transposée d’une matrice

a1 ai2 o Qlp 0 GlLm
a1 G22 -+ Q2p o G2,

A= . . . . . S Mn,m
Gn,1 Gn2 - Qnn " 04nm

est la matrice obtenue en effectuant la symétrie par rapport a la diagonale :

a1 a2 v Gl
a2 G2 0 Gp2
tA _
= eM
Aln G2n -~ Gnpn o
A1m G2m - Amn
EXEMPLE.
1 7
tr1o0 =2 . 0 1
T -1 3 o 9 3

Un des intéréts de la transposition des matrices est qu’elle permet d’échan-
ger les lignes en colonnes et vice-versa. Au chapitre 4, nous rencontrerons
beaucoup de matrices du type suivant.

Définition (Matrices symétriques). Une matrice carrée A € M,, égale a
sa transposée 'A = A est dite symétrique. L’ensemble des matrices symétriques
de taille n X n est noté S,, .
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EXEMPLE.
1 7T =2
7T -1 3 €9S;3.
-2 3 0

La transposition se comporte de la maniére suivante avec les autres opéra-
tions des matrices :

AA) = A|, |{A+B)="A+'B| et |(AB)="'B'A|.

5.2. Matrices inversibles. On peut maintenant se demander s’il existe
des matrices qui jouent respectivement le role de neutre pour ’addition et la
multiplication.

Définition (Matrice nulle et matrice identité).
o La matrice nulle de taille n x m est la matrice composée uniquement
de zéros :

0 --- 0
On,m = € Mn,m .
0 --- 0

o La matrice identité est la matrice carrée de taille n X n composée de
uns sur la diagonale et de zéros partout ailleurs :

1 0 - --- 0
0 1 :

I, = e e e eM, .
1 0
0 0 1

REMARQUE % . Lorsque la taille est évidente, on simplifiera la nota-
tion en omettant les indices.

Par un calcul immeédiat, on peut voir que la matrice nulle est le neutre
pour 'addition

0+A=A+0=A4]

et que la matrice identité est le neutre pour la multiplication

TA=AI=A|.

Toute matrice A € M,, ,, admet une matrice opposée —A, qui est I'unique
matrice solution des équations

A+X=X+A4=0;
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ses coefficients sont les nombres opposés —a;; . On peut se poser la méme
question pour la multiplication a la place de la somme.

Définition (Inverse d’une matrice).
o On appelle inverse d’une matrice carré A € M,,, toute matrice carrée
X € M, vérifiant les deux équations
AX=1,=XA.

o Une matrice carrée A € M, est dite inversible lorsqu’elle admet une

matrice inverse.
o L’ensemble des matrices inversibles de taille n x n est appelé le groupe
linéaire ; il est noté GL,, .

o)

Exercice 24 (Inverse de matrices).

(1) Est-ce que les matrices suivantes

2 4 3 2
A_(l 3) ot B_<6 4>
admettent des inverses ?

(2) Si oui, combien en admettent-elles ?

£

Proposition 22. Lorsqu’une matrice carrée A € M,, est inversible, elle
admet une unique matrice inverse notée A=t € M,, .

DEMONSTRATION. Supposons qu’une matrice inversible A admettent deux
matrices inverses X et Y ; cela signifie que 'on a

AX =XA=AY =YA=1.
On en déduit
AX —AY =AX-Y)=0,
ce qui donne en multipliant & gauche par X :
XAX-Y)=0=X-Y.
On en conclut donc que X =Y , c’est-a-dire que la matrice inverse est unique.

O

Proposition 23. Soit A € M,, une matrice carrée. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes.
o La matrice A est inversible : X € M,, , A X =1, = XA .
o La matrice A est inversible o droite : X € M,, , AX =1, .
o La matrice A est inversible & gauche : 3X e M,, , XA =1, .
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DEMONSTRATION. Dans I’état actuel de nos connaissances, cette démons-
tration serait assez fastidieuse. Nous la rédigerons a la section 3 de ’appen-
dice A, une fois armé des notions et résultats de 1'algébre linéaire. O

APPLICATION ;-% . Lorsque la matrice A définissant un systéme de n
équations linéaires a n inconnues est inversible, le systéme admet une unique
solution donnée explicitement par

X=A'B.
s

Exercice ¥ 25 (Inverse de matrices de taille 2 x 2).

(1) Montrer qu’'une matrice carrée

A:<CCL Z)EMQ

est inversible si et seulement si ad — be # 0 .

CONSEIL. On pourra considérer le produit de la matrice A par la matrice
d —b
—c a '
(2) Dans ce cas, donner une formule pour la matrice inverse A= .

(3) Déterminer ’ensemble des solutions du systéme d’équations linéaires

3r—Ty = 11
—2z+y 8.

£

5.3. Algorithme du pivot de Gauss. L’enjeu est maintenant de trou-
ver une méthode effective qui permette de déterminer si une matrice carrée
est inversible ou non, puis de calculer son inverse, le cas échéant. La premiére
de ces méthodes repose sur la technique du pivot de Gauss; elle utilise les
opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice.

Définition (Opérations ¢lémentaires sur une matrice). Les opérations élé-
mentaires sur les lignes d’une matrice sont les suivantes.

¢ Interversion de deux lignes : L; <+ L; .
¢ Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul : L; — AL; .
¢ Ajout a une ligne X fois une autre : L; — L; + AL; .

On utilise la notation A ~ B pour deux matrices dont I’'une est obtenue a
partir de I'autre par une succession d’opération élementaires sur les lignes.
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REMARQUE. On peut aussi considérer les opérations élémentaires simi-
laires sur les colonnes d’une matrice, chose que nous ferons & la section 6 du
chapitre 2.

L’algorithme du pivot de Gauss appliqué a une matrice A € M,, consiste a
itérer les étapes suivantes.

© SI LA PREMIERE COLONNE DE A EST NULLE. Alors on considére la
sous-matrice A’ € M,,_1 obtenue en supprimant la premiére ligne et la
premiére colonne de la matrice A :

*

0 *

A/

0

On itére alors l'algorithme avec la matrice A’.

¢ SI LA PREMIERE COLONNE DE A N’EST PAS NULLE. Alors il existe
une ligne, disons la ¢, ou son coefficient A = a;1 # 0 est non nul.
On permute la ¢ ligne avec la premiére ligne (L; <> L) pour placer le
coefficient A en haut a gauche de la matrice. Ensuite, on multiplie la
premiére ligne par le coefficient inverse A\~1, c’est-a-dire qu’on effectue
I'opération élémentaire L — A~ Ly, pour faire apparaitre un 1 en haut
a gauche de la matrice. On se sert enfin de ce 1, appelé «pivot», pour
faire apparaitre des zéros & toutes les autres entrées de la premiére
colonne : pour tout j > 1, on soustrait a la j° ligne a; 1 fois la premiere
(Lj = Lj —aj1L1). Enfin on considére la sous-matrice A" obtenue en
supprimant la premiére ligne et la premiére colonne de la matrice ainsi
obtenue et on itére ’algorithme avec la matrice A’.

1 *

*

Al
0

L’algorithme s’arréte lorsque la matrice A’ est vide ; le nombre d’étapes est
donc au maximum égal a n. En pratique, on garde les sous-matrices A’ dans A
car les opérations sur les lignes de A’ ne changent ni la premiére ligne de A ni les
0 présents sur sa premiére colonne. Au final, on obtient donc une matrice carrée
de taille n x n composées de tous les coefficients successivement «oubliés.
L’algorithme du pivot de Gauss produit donc une matrice échelonnée, c’est-a-
dire une matrice composée uniquement de zéros sous sa diagonale. De plus, la
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diagonale de cette matrice échelonnée n’est composée ici que de 0 et de 1 :

0 1
: - 1 *
0O - --- 0 0
EXEMPLE. On considére la matrice
0 01
A= 2 4 6
3 6 7

(1)

On remarque que la premiére colonne n’est pas nulle car, par exemple,
son deuxiéme coefficient n’est pas égal & 0. On permute la premiére et
la deuxiéme ligne pour placer ce coefficient en premiére position :

0 01 N 2 4 6
2 4 6 LQ(—)Ll O 0 1
3 6 7 3 6 7
Pour faire apparaitre un 1, on divise la premiére ligne par 2 :
2 4 6 N 1 2 3
0 01 |m—-in | 0 0 1
3 6 7 3 6 7

On se sert de ce pivot pour annuler le coefficient 3 de la troisiéme ligne ;
pour cela on soustrait 3 fois la premiére ligne a la troisiéme :

1 2 3 N 1 2 3
0 0 1 Ls—Ls—3L1 0 0 1
3 6 7 0 0 -2

Nous en avons alors fini avec la premiére étape de 'algorithme.

A la deuxiéme étape, on itére I’algorithme & la sous-matrice de taille

2x2
/. 0 1
4 "(0 —2>

située en bas a droite de la matrice 3 x 3 précédente

12 3
00 1
00 =2

Comme la premiére colonne de la matrice A’ est nulle, on itére directe-
ment algorithme du pivot de Gauss a la sous-matrice

A" = (=2)
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de taille 1 x 1 située en bas a droite de la matrice précédente

12 3
00 1

0 0[=2]

(3) Pour la troisiéme et derniére étape de I’algorithme du pivot de Gauss,
on divise la troisiéme ligne de la derniére matrice de taille 3 x 3 obtenue :

12 3 N 12 3
00 1 |rgs-ts| 00 1
00 —2 00 1

Au final, I’algorithme du pivot de Gauss renvoie ici la matrice échelonnée
1 2 3
0 01
0 01
Proposition 24. Une matrice carrée est inversible si et seulement si la

matrice échelonnée issue du pivot de Gauss n’est composée que de 1 sur sa
diagonale.

DEMONSTRATION. Une fois encore, on peut en donner une démonstration
plus rapide avec les outils de 'algébre linéaire ; on revoie le-la lecteur-trice a la

section 2 de I'appendice A pour les détails. O
0 01
EXEMPLE. La matrice A= | 2 4 6 | n’est pas inversible.
3 6 7

Pour l'instant I’algorithme du pivot de Gauss ne permet que de décider si
une matrice carrée est inversible ou non. Nous allons maintenant voir comment
poursuivre, avec les mémes idées, pour calculer l'inverse de la matrice.

Soit A € M,, une matrice carrée. On considére la matrice de taille n x 2n
formée & gauche de la matrice A et & droite de la matrice identité I, :

a1y a1s - ain |1 0 - 0
az1 az2 -+ azn |0 1

0
Uni Gno o+ Gnp |0 - 0 1

On applique a cette nouvelle matrice 1'algorithme du pivot de Gauss.

ATTENTION @ Cela signifie qu’on applique les opérations élémentaires
sur les lignes aussi & la matrice identité a droite!
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Lorsque la matrice A est inversible, on obtient une matrice de la forme
suivante

1 =x * | % *
0 1
: . Lok | L

On itére alors I'algorithme du pivot de Gauss «dans l'autre sensy», & savoir en
remontant, dans le but de faire apparaitre la matrice identité & gauche. Plus
précisément, on commence par utiliser le 1 situé en bas de la derniére colonne
de la matrice de gauche pour faire apparaitre des 0 au-dessus. Pour cela, on
soustrait & la ¢° ligne, pour ¢ < m, un certain nombre de fois la derniére ligne.
Ensuite, on procéde de la méme maniére avec la (n — 1)¢ colonne, et ainsi de
suite jusqu’a la deuxiéme colonne.

Proposition 25. Pour toute matrice inversible A, la matrice carrée, située
a droite de la matrice finale de l’algorithme du pivot de Gauss est la matrice
inverse AL

DEMONSTRATION. A nouveau, avec nos connaissances limitées actuelles,
une telle démonstration serait longue et peu illuminante. On renvoit le-la
lecteur-trice intéressé-e a la section 2 de 'appendice A. O

EXEMPLE. Si on considére la matrice

1 2 3
A=10 1 1
2 -1 2

alors les premiéres étapes de 'algorithme complet du pivot de Gauss sont les
suivantes

1 2 3|1 00 1 2 3|1 00
0 1 1/0 1 0 Ly—Ls—2L 0 1 1]0 10
2 -1 20 0 1 0 -5 —4|-2 0 1

1231 00

L3—>LA;+5L2 01 10 1 O

00 1/-2 51

Comme la matrice échelonnée de gauche ne contient que des nombres 1, on
en conclut que la matrice initiale A est inversible. A partir de maintenant,
on procéde dans l'autre sens, en remontant. On commence par soustraire la
troisiéme ligne a la deuxiéme pour supprimer le 1 présent en deuxiéme position
dans la troisiéme colonne

1231 00 . 1231 0 0
001 1[0 10| foslo-zs [0 1 02 —4 -1 ],
00 1|-25 1 001/-2 5 1



66 CHAPITRE 1. ALGEBRE ELEMENTAIRE

puis on retire 3 fois la troisiéme ligne & la premiére pour faire apparaitre un 0
en haut de la troisiéme colonne
1 2 31 0 0 N 1 2 0|7 —-15 -3
0102 -4 -1 L1—L1—3L3 0102 -4 -1
00 1|-2 5 1 00 1|]-2 5 1
Il ne reste plus qu’a utiliser le 1 situé a la deuxiéme ligne et deuxiéme colonne

pour supprimer le 2 présent a la premiére ligne et deuxiéme colonne ; pour cela,
on retire 2 fois la deuxiéme ligne a la premiére

1 2 0|7 -15 -3 N 1 0 0|3 -7 -1
01 0] 2 —4 -1 Li—L1—2Ls 01 0] 2 —4 -1
00 1|-2 5 1 00 1]-2 5 1

La matrice de droite est donc I'inverse de la matrice A :
3 -7 -1
A= 2 -4 -1
-2 5 1
Comme toujours, le danger des erreurs de calculs ou d’inattention nous guette ;

on vérifie donc le résultat obtenu. Ici on prend une minute pour calculer le
produit AA™! :

1 2 3 3 -7 -1 1 00 %
0 1 1 2 -4 -1 |=1010 , ouf !
2 -1 2 -2 5 1 0 01

Vo)

Exercice 26. On considére la matrice
1 0 2
A= 0 1 1
-1 2 1

1) Est-ce que la matrice A est inversible ?
q
(2) Si oui, calculer son inverse.

(3) Déterminer ’ensemble des solutions du systéme d’équations linéaires

r+2z =7

y+z = -3

—zrz+2y+z = 1.
£

METHODE g . Vous avez surement déja rencontré un algorithme ap-
pelé «pivot de Gauss» qui vous a permis de résoudre les systémes d’équations



5. MATRICES 67

linéaires en éliminant progressivement des inconnues des équations afin d’ob-
tenir uniquement des équations a une seule inconnue. L’algorithme présenté
ici est exactement le méme mais sans les inconnues ni les valeurs a droites des
équations. L’exemple de la matrice précédente

1 2 3
A=|10 1 1
2 -1 2

correspond au systéme d’équations linéaires

r+2y+3z = a
y+z =0
2r —y+22 = c
qu’on résout avec la méthode du pivot de Gauss de la maniére suivante
rT+2y+32z = a rT+2y+3z = a
<~
y+z = b Ls—L3—2L1 y+z = b
2r—y+2z = c —5y—4z = —2a+c
T+2y+3z2 = a
<~
L3—L3+5L2 Yy +z = b
z = —2a+bb+c
— r+2y+32z = a
Lo—Lo—Ls3 Yy = 2a — 4b — C
z = —2a+5b+c
— T+ 2y = Ta—15b—3c
Li—L1—3L3 Yy = 2a —4b — ¢
z = —2a+5b+c
— x = 3a—-Tb—c
Li—L1—2Lo Y = 2a—4b—c
z = —2a+5b+c.

Vous noterez qu’on a effectué exactement les mémes étapes que l’algorithme du
pivot de Gauss «matriciel» donné a ’exemple précédent. Autre fait notable : les
formules & droite des équations du dernier systéme et qui donnent les valeurs
des inconnues correspondent exactement & 'inverse de la matrice A .

INSTANT CULTURE % . Le mot frangais «algorithme» vient du nom du
génial mathématicien perse Al-Khwarizmi (780-850) qui a été traduit en latin
en «algoritmi». Il est notoirement connu comme le pére de l'algébre moderne,
dont il a notamment trouvé le nom : «algébre» venant de 'arabe «al jabr»
qui signifie «la réduction». En effet, dans les différentes étapes de la résolution
des équations, on réduit les expressions de part et d’autres du signe égal. (En
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espagnol, un algébriste désigne aussi un rebouteux, qui réduit les douleurs en
remettant en place les membres démis!)
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6. Corrections des exercices

£

Exercice 1 (Opérations ensemblistes I). On considére les ensembles
suivants
A : T'ensemble des entiers relatifs pairs {...,—4,—-2,0,2,4,...},
B : Pensemble des entiers relatifs impairs {...,—5,—-3,—1,1,3,5,...},
C : I’ensemble des entiers naturels de 1 & 10,
D : 'ensemble des nombres réels positifs.
Décrire les ensembles CUA, CUB, C—B, AnD,BuUD, AUB et ANB.
(Ne pas hésiter a utiliser une représentation graphique, comme 'axe des
réels, par exemple).

CORRECTION.

OEE,EJTLAEJTY\Q)Q@CUA%tQWMLd@E/M\%CEkA Uﬁwnhmxt

L}ux aC@fwquua/rvpanhmmM\t
dA.ég’mmeUAmtdmm@w“ezdebnM\Em@mbmne&ah@o
pains eb de tous fes mombnes enbre 4 et 40
’CUA:{...,—4,—2,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,...}‘ .

oﬂ)eﬁam@memmuéfw,gumiemCUBeat@@hnnéed@momeﬂ@
mwwakmﬁmmm4aio :

‘CUB {.. -1,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 13, . }‘
oégacﬁ%énmC—Bmheth@éQérmmt&dgCaumqanbm
}w&necwmdeB,c’mt-d-dmeebwmQﬂwWMiatiO:
|C—B=1{24,6,8,10}] .

ogyntpjweo&@ﬂAﬂDwmhantQ@éﬂéﬂnemtwaMQAek
D, c@taMQ@n\oﬁn@f\eAMLb%O/rmm

\AmD:{Qzaau}y
o%mmnBUDe&@mMad@mm&momﬁmbm%%bmmmm
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o Lumion AUB eat foumse de tous les momlnes entiens nelabis -
\A«JB::Z{”.,—3,—2,—L0,L2,&.”}\.
o%ﬁmmm&mmwatrwaﬂa@mwekw,
[imbervection ANB esk wide

.

V2]

Exercice ¥ 2 (Opérations ensemblistes IT).
Soient A, B, C trois sous-ensembles d’un I’ensemble E. Démontrer les éga-
lités présentes ci-dessous :

(1) (AnB)¢=A°UB¢,

(2) (AUB)®=A°NB¢,

(3) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
CORRECTION.

()l)eomvmangedwmédune«&mné@%cp\m»[zebdé%\mhmwdew

deusc emsembles
(ANB)={z €E | :U¢A0B}JACUBC:{3:EE|x§éAoux¢B}.

c,eo[uewwliduw«xgéAﬁB» gm@mmgaw ceQanﬁmL[}Tnec}uam

%mmmuma%MMWMm&Ad&Bcdﬂ@w%&
me&t/r\aoquoruzxeatdambAetdmemmmW

@mcem,xmb&t@dwonuxmk&thambB(iﬁM
bien sun m'abne mi dams A mi dams B). Hoathematiguement, cela
b éonik «x%wa¢B».Omadmﬁ>mrrTm\bxéque

[(ANB) = A“UB"|.
(2) On peut utiiser. les deuoc methodes auisamkes.

QOQMWWMWMMWM

(AUB)*={zc€E| 2¢ AUB} L ANB°={zcE |z ¢ A oL v ¢ B}.
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OmWWmW«x%AUB»,WWWx
M'WMW&Q,W&A&&B.@W,Q,Mx
qﬂe&tmkdamA,deamAB,M«xgéAatwgéB»onnW

ma&éwnahque.@mammwm\biéw

[(AUB) = A°NB|.

oOmMW ubiliser o queskion ynécédente de mamiene
ruLbée :lea/[vPQAqueaummAym@QeoAcau&mdeAJdBc
w&eudeB((éma%et,QanaQahofndénwmb\ée/r\nécédwmmt
esl wnaie pow toute paine d’emsemble; on cRoisit ceur que
(A°NB“ = (A9)°U (B9)“ .
8%,%%&(2@%@% (A9 = Ac'aatadineqmzﬂe
complementaine du complementaine est lemsemble lui meme.
(e mégali, du. négolif d'une photognaphie est Lo photographie

elle-meme.) On obtient deja.
(A°NB9)°=AUB .

Em considénamt le complementaine de pant et d'aubne de cekte
égalite, om obbient

((A°NB7)°)" =

A°NB°= (AUB)°

@%mhmm?§%>

ANBUC)={z€E| z€A ek 2cBUC} &k
(ANB)UANC)={z€E |z2€ANB ouw ze€ ANC} .

£'WM«xEAJx€BUC»WW$%tAMwAd
quexe&tdambBwC.@mQ’éQéfmmkxmtmméfmeWw
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dwmsA&tBeua:e&tmm@metam«u&damoA&tC,aequkbe
bmdmt/(\m«xeAﬂBouxeAﬁC».OmaQyMWhombtéqu

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)].

Exercice 3 (Application ensembliste).

Nous allons modéliser par une application les chaines de télévision que j’ai
regardées pendant la semaine derniére. Chaque soir, j’ai regardé un film ou une
émission proposé par une de ces chaines. Appelons les chaines 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
Lundi, mercredi et jeudi, j’ai regardé la premiére chaine. Mardi et vendredi, j’ai
regardé la deuxiéme chaine. Samedi, j’ai suivi le programme de la cinquiéme
chaine et dimanche celui de la sixiéme.

Posons f la fonction de I'ensemble {lundi, mardi, ..., dimanche} & len-
semble {1, 2,..., 6} qui associe & un jour la chaine regardée.

(1) Représenter cette application (avec des ensembles et des fleches).

(2) Quelle est I'image Imf de f? A quoi correspond cet ensemble en terme
de chaine de télévision 7

(3) Décrire les ensembles d’antécédents f~H({1}), f~1({2}) et f~1({4}) de
1, 2 et 4. A quoi correspondent ces ensembles dans la réalité ?

(4) Cette fonction est-elle surjective et qu’est-ce-que cela signifie-t-il ici?
Est-il possible, en faisant un autre choix de chaines chaque jour, d’avoir
une fonction surjective ?

(5) Cette fonction est-elle injective et qu’est-ce-que cela signifie-t-il ici?
Est-il possible, en faisant un autre choix de chaines chaque jour, d’avoir
une fonction injective ?

(6) Cette fonction est-elle bijective? Est-il possible, en faisant un autre
choix de chaines chaque jour, d’avoir une fonction bijective ?
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CORRECTION.

)

des dlements qui sont atteints pan f. Cela domme ict

[Imf = {1,2,5,6} .

Dams le contexcke de emercice, Lemaemile Imfmm/r\m\d,d

(3) Jon defjimition, Uemaemble des antecedents
FH{1}) de 1 o E,mr\/r\&mb.em f eak Vemsermble des #lments
deﬁawwwm@\débml.éganar\nm\tab&ndef
"mO’T\b’IEO[UE
f_l({l}):{£umdk,o~@mdk,gaxdk} .

WAEQ&W‘EWWJ“WEQW
Raime de kelasision.
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@eﬂam@memmniéﬂe,ma

f—l({z})z{wbm,cﬁmm} b | 1({a)) = o] .

mwwémmﬁwwmgem.

(4)%WWMA%WWW&6M@M
ont au moins un antécédent, c'est-i-dine quils somk abteimks
wmmwm@w.(eem’e&twﬁemm,mgéaémeﬂ\t4
m'ealigarmaioauieimt,/rmnmmzrxﬂe. &Pymmfm'mtm
s sureckive.
@m&m@e&ﬂ’m,m%&n@fmtww
WWQ&M@&Q@WWWMW
mmmdgﬁam.&m’@tdmcmﬂemm;ggm’m
W eak T@AAL’@Q& de ;;Pwamgen lo /pnog)mmvmab,om Joun ne%anden
WQ@AM%WW%@%’AdeWW%
@Wjum oniJ:bxmﬂ'ecbme.Om peut, par excemple, negarden o
choime 1 e bundi, la choime 2 le mandi, la chaime 3 e mencreds,
Eacﬂaime4ﬁeéwdk,&acﬂm5ﬂemdrwdk,ﬂacpxaime6ﬂe
samedi, eb & mouwseaw. o chaime 6 e dimamche.

(5) Uome fomction esf injective lonsque kous les dlements du but
onl au 7'[‘” un  ambécédent, < esk-a-dine qu'&b sonk, acik ga
WM,MMW&WA&Q@%W.@&%’MW
&wm,mﬁ’mlumwm,wmw.
&@mumfmmammmémm
@mﬁemm&deﬂ'm,ﬂa%@mwmfmww
Wb&aﬁn@&té&émmw%mdé@mmnmm
AoihdeQaMmaime.@emé&tdmmMQemioL;éhLﬂagnﬂdé
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8me%@ek,m@MmMmchxmmmch\me

la propesibion 4 : comme le candimal de Uensemblle de dépant esk
sbrickement aupénieun mummdkhmwMAMMM7>

emMM&m

(6) Ume fomction eskt Ljective si ellle esk aurjective el impective.
bes questions pécedentes montnent que ce mesl pas le cas ici.
£a@ofncbmxfm'eatdo/nc/rm9>«aeobvue
QWWMW%'&MHWA&&A'WW

£

Exercice 4 (Fonction bijective).
On considére la fonction f : R — R définie par = — f(z) := bz + 17.

(1) Représenter graphiquement cette fonction.

(2) Fixons un y € R. On considére I'équation f(x) = 5z + 17 =y ou x est
inconnue. Posons f~'({y}) = {z € R | 52 + 17 = y} I'ensemble des
solutions de cette équation. Déterminer f~1({2}) puis f~'({y}).

3) Montrer que f est bijective en utilisant deux méthodes différentes (celle
q J
que vous avez apprise les années passées et en appliquant directement
la définition du cours).

(4) Déterminer la fonction réciproque f~!. Vérifier par le calcul que f~!o
f =idg et que fo f~! =idg.
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CORRECTION.

)

17

L
+
[\]

(9) Résolsons lequabion 5z +17=2 donk = esk limcommue -

Sx+17T=2 <— b =2—-17=-15 <— x——?——S )
({2 = {-3}| -

(WEMMMAEMBAM Muﬂtakm@a)i[zemﬂcugf)x
(—3)+17=—15+17=2. Ou%
?med'mmofmpﬂequgwwy,wmgéqm-
biow 5z +17 =y, om procede exactement de lo meme mamizne -
—17

dx+1T=y < dr=y—17=—-15 < zx =

mbwﬁe«x»mwwqueﬁ M&h«y»mwﬁm
esk domme ) Cette gquation admet done ume umigue aclubion

= {5
3) o Jan defimition, ume applicabion f est Lgjective si tout el

mmwmmwm.ﬂa,ww




6. CORRECTIONS DES EXERCICES 7
nombbe y du but, Vemvermble de ses ambécedemts F*{y}) esk
Q,W\@Qed@w&thbdggéquahmm5x+l7—y On MBS

mwaﬁawwwmwa@

o Bomme mous anvens dume@emcb\mwmama[usw
pouwens utlison le caleul dffnenticl o les anmées né
cédembes - la f esk combimue, de déninsée f'(z) =

sbrictement nesitive. & sagit done d'ume application sbric-
Lement cneissamte. Comme sa limite en —co esk —oo et que
sa limike em +oc esf +oo, lle décnit ume bijection de R werws
R.
(4) Comme la fonchion f eat bijective, elle admet ume nécipnogue,
qmeatdégpnmmﬁ'mwwntécédmtwfdecﬁmd@
éﬁé/manl:oyGR:

{f‘lzR%R

y—17
a

%u@mcemaé@mmmwﬁwwwm%@mmm.
/r\o{;éexs. @mtoutx&ﬂ%,ma

Yy =

(bx +17) =17 bz

(Vo @) | = 17 (@) = £ Gy = A =

gt/r\omb@utyeR,ma

5

G m] = =1 (U57) =5 5 T = 1T = 7],
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. -
Exercice v 5 (Valeur absolue).
On rappelle que la fonction wvaleur absolue | | est définie de la maniére
suivante :

(1)

(2)

pour z > 0, on pose |z| == z,
pour z < 0, on pose |z| == —zx.

Représenter graphiquement la fonction valeur absolue

R—R

Pour tout y € R, déterminer le nombre d’antécédents de y par la fonc-
tion valeur absolue. Distinguer 3 cas, les représenter sur le graphe de
la question précédente. Cette fonction est-elle injective 7 Est-elle surjec-
tive 7 Est-elle bijective 7

On restreint l’ensemble d’arrivée & R* et on considére la fonction f
définie par
f: R—=RT
{ x— |x| .

Pour tout y € R*, déterminer le nombre d’antécédents de y par la
fonction f. (Distinguer plusieurs cas.) La fonction f est-elle injective ?
Est-elle surjective 7 Est-elle bijective ?

On restreint I’ensemble de départ & R™ et on considére la fonction g
définie par
g: RT - R*
x> |z|.
Pour tout y € R*, combien y-a-t-il d’antécédents de y par la fonction g.

La fonction g est-elle injective ? Est-elle surjective 7 Est-elle bijective ?
A quelle fonction usuelle la fonction g est-elle égale ?

CORRECTION.

)

y = ||
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mwdﬁﬁéquahm lz| = v, ceskadine les mombres 2 dont la
valeun. abaolue sauk v, il Y a 3 can 4usoxglulab con. Ba wsalleun
ogkyiﬂ)(/r\anwﬂey:ﬂ,&%amm%&bx:

y ef & =—y dont lo valewr absclue vaut y (dams Leccemple

szwx:fQ)

ogLy:O,iQm’%a.qu/wnAwﬁwmQﬂenéeﬂmzodoﬂQam-

leur abaclue waut 0.
ogkgﬁmmvr&ey:—ﬁ,iﬁm'%awdaw\o«n@%ré&
z dont la valewn absolue vaut y.

i . oM Jleqxhé&uard}a fe membre Y AU Vasce des on-

Aamt/r\ahy.£eb/r\simtbd/m¢@‘wechsmdeceﬁtednmteawfze

2] y = ||
9 ambécédembs
T — 4 amkécédent

F{wh)

—y Y T
\/ }O ombécé b

0?Ly>O,Qadnmtep\odem¢aﬂed'sndmvnéeyimtefweoteQe

w@ug@mmmmmwm
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o8l y=0, Lo drotte horinentale d'ondommée y imtersecte le
M&Q@WMMQ@W%MWQW.
o 81y <0, lo dneite heripentale d'odemmée y m'imtersecte s
Eeﬁr\a/[\p\edeﬁa@@mcbbfr\wa&wha@w»&w.
%MWRMWWWE%M@MM
au plus un ambecédent, cest-a-dine qu'ils sonk, soik jomais ot
Leimts, soit abteinks wne ef ume seule fois. €e m'eak s le cas ict,
mﬁammzmmggm,wwﬂe.&wm
waleun abeolue mest dome pas imjective.
%mMMWWMMW@M
ont au moims un amtécedent, c'est-i-dine qu'ils sont afteimbs au
mﬁmm@e&».@em’wt/rmlzemm,m[zawaﬁeun—2m'wtga-
WM,WW&.&@@W@MMwM
%mg@mmwtﬂ%tm EQ&@@W@&W
bes néponses précédentes monbrent que ce mesl pas le cas ici.

&@@mwumwumﬁwum%@m

OSOLy>o Qadrwtep\oru%mtaﬁed'mméeyimmeoteﬁe
M@Qagmmfmmwm
oS y=o, Qadnmtep\yu%@m,taﬂedofﬂmmyuntmmaoteﬂe
groqhe de Lo fonclion f on un sed goint
Jp@t%a[ueﬂewby<0wudamantme80b{%mmte/r\&MwLm
&M@k@@d@d@wm@fmmih@a!
Dams ce cas, tous les dlements du bub ot nespectivement
2 ou 1 ambecedents. ba fonction f esf dome swjective, mais
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wn@ged’m,mawwéﬂemqmmwﬂa%mm
Fom d'2bre swjeckive )
bion g.

o8l y>0, la drotte Roninentale d'ondommée y imtensecte le
o8l y=0, la drotte Rorinontale d'ondommée y imtensecte le

graphe de la fonction g em um seul poink.
J@&%%IMWMQW&&&W,maW
mwwm;ma@@a,wmmwomwmw@
m'admammnt%mwﬁmmmt.
@mwm,tmﬁeoé&énnmtodu@utomtmumiqueamtécé-
dm&.£a@©ﬁuﬁmxgmtdomw&w,c'%bd-m
Diioctioe.
Ceci mesk s brzs stommant can Lo fonction g mest aubre que
Qa@mmwae@’ymn@&m

2

Exercice ¥ 6 (Relations cosinus-sinus).

(1) Montrer que cosf = sin (5 — 6) et que sinf = cos (5 — 6).
(2) Montrer que cos =sin (5 + 6) et que sinf = — cos (5 +6).
(3) Montrer que cosf = — cos(m — 6) et que sinf = sin(w — 6).
(4) Montrer que cosf = — cos(m + 0) et que sinf = —sin(7 + 6).

CORRECTION.

()anmexmwumt Aemummmoudmmmbmnflea

Md@%@ﬁmﬁmbuﬁm@iw &mx%%\fdebmwl[zeww&e
brigonemebique
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sin (5 — 9)

ol

sin 6

0

cos (% — 9)

cos

£ewduw&ec@’v@wpmdamtdgwn8ﬂeﬁawm-
mées (cosB,sind). Gom W\).D[uﬂ pan na/[v[\sfd: i fa [nemigne
w@mdamkdﬁ’mngﬂe T —0 ek ses coondommées somk (sinf, cosb).

OWLLLAO’T\L'TT\@’T\b’Iéo[Uﬁ

(sinf, cos ) = <COS (g - 6) , sin (g - 0)) .

(2)Onmmemmedeﬁafrm%memnu£me

sin 6

sin (% + 0)
= cosf

cos (% + 9) = —sinf

cosf

é@e/r\omtdxxwwgem\aw[\mdaﬁ\tdgamaﬂeﬁawgo@ﬂmv
méesd (cosf,sinb). Gom umuﬂe/r\m lo notakien zi/aﬂ%Qe T esk [l
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83

Mduceﬂc@ecoﬁhewr\omdamtdﬁ’mr%ﬂeg+93tmwohdmmé@

sonb (sinf, —cos@). On a denc montns que

(sinf, cosf) = (— cos (g + 9) ,sin (g + 9)) :

(3)Omnmowto«%mmz>degarn@memn®w

sin 6

cos (m —6) = —cos @

cosf

£ezr@0nﬁducefwgem\&wr\omdm¢dgwn8ﬂeﬁa/r\mmwm-
méebd (cos@,sin@).?mmaﬁzmﬂawuﬁd'mdmm-
W\é@b@&ﬁﬁe/r\mduwdeww\omdwntdﬁlmxﬁﬂeﬂ—ﬁﬂtm

coondonmées sonk (—cosé, sinb). On a done mentné que

‘ (cosf,sinf) = (—cos (m — ) ,sin (7 — 0)) ‘ .
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m+0
0
cos (m 4+ 6) = —cos 0

0 cos 6

sin (m + 6) = —sin 0

£e/r\0m¢ducencgemwjr@mdwntdgm%ﬂeﬁawm-
méeb(cos&,sinﬂ).?mmagg/rmnfza%m@uedewnwa@th
Mduwmﬂemnemr\mdamtdﬁwnﬁﬂeﬂ+9&mm

sonk (—cosf, —sinf). On a denc monbne que

‘(cos&,sinG) = (—cos (7T+0),—sin(7r+c9))‘ .

V2]

Exercice 6 bis (Relations cosinus-sinus).
Faire ’exercice 6 en utilisant les formules de de Moivre.

1) Montrer que cos 8 = sin (% — 9) et que sin f = cos (g — 9).
2
3

Montrer que cosf = sin (% + 9) et que sinf = — cos (% + 0).

(1)
(2)
(3) Montrer que cosf = — cos(m — ) et que sinf = sin(m — ).
(4)

4) Montrer que cos @ = — cos(m + 0) et que sinf = —sin(w + 6).
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CORRECTION.

)l)Oma/rvr\QiqleaqubuEnnegxmmwﬁededﬁcM%ina:ng
=20

sin(%—&) :singcose—cosgsinez.

de MOoine & a=7 et & p=10 -
cos(%—ﬁ) —COS§COSG+S1n—s1n9

sin (5 +0) | = sin J cos 0+ cos - sin 0 =[cos ] .
Fouwr Lo seconde égalite, on applique lo premizre formule de
de Mosinne & a=T ek & g=9 :
cos (5 +0) | = cos 5 cos§ — sin Z-sinf = [—sin0] .
3) O appligue la deusizme forvmule de de dBoivne & a =7 et &
B=0

cos (m —0) :coswcost9+sin7rsin9: :

de Mosisne 2 a=r< et a =6

sin (7 — 0) :sinﬂcose—coswsinez.
ma/rvp&crxmﬁa/r\rmmgywnwﬂedademmaazﬂatd
=0 :

cos (m+0)|=cosmcosf —sinmwsinf =| —cosf| .

de Mosisne 3 a=7 et 2 =6 :
sin (7 + 0) :sin7r6089+cos7rsin9: :

V2]
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Exercice 7 (Valeurs des fonctions trigonométriques II).

Calculer les valeurs des fonctions trigonométriques cos, sin et tan pour les
angles suivants :

CorrecTION. On utillise les nelations dementrées & exencice Jné-
cédemk

<>Ofna
2T ( 77) T 1
COS — | = COS — — | =—cCcosS— =| ——
3 T3 3 20"
.2 . ( 7r> T V3
sin— |=sin{mr— =) =sin—- =| —
3 3 3 2 |’
i 2T V3
tan - |= 03 =2 _|_\/3
cos 5 5
oOma
5% ( 71') T \/3
cos— |=cos|{m— =) =—cos— =|——
6 6 6 2 |’
5w . ( 7T> T 1
sin— |=sin(nr— =) =sin— =| =
6 "% 6 |2
s 5w 1
5 5 3
tan X :Sm56 - _2 _ _\[ )
6 cos 2 @ 3
OEWWW&Q@O@GMMQ%ABAECMDMWGEP\WE?),MQ
s (7? 7T) s 7T+, T . T \/i\/g_i_\/il
— | = —— =)= — — in—sin— = —— 4+ ——
cos12 cos 176 Cos4cos6 S 4s 5 7 3 5 5

= \f(\/ngl) :

4 6

sin— | = sin =s8sin—cos— —s8in—cos— = —— — ———

T ,(71' 71') T T T w_ﬂ\/g 1\/5
12 4 6 6 4 2 2 2 2

Cosinfy VB -1
12 CoSs 15 V341
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T T 9 T T V3
)

cos(2ﬁ —coszﬁ—sn o= cosgz7

. ™ T . T s 1
sin (2—) =2cos—sin-— =sin— = — .
12 12 12 6 2

oa)

Exercice 8 (Opérations élémentaires).
Soient les nombres complexes

21::2—31'7 22:3+4Z et 23:1+Z

Calculer les nombres complexes suivants

21 _ 3 _
21+ 22, 21— 23, Z1.22, Z21.23, Z—, z1.21, *] et 2z1.z3.
3

CORRECTION. cDes negﬂeo de caleul wanelles, a/M\PAc]ue,eb auce mombes
complexces domment neapectivement.

stz o= (2-30)+B+4)=2+3)+(-3+4)i=[5+1],
-z = (2-3)—(1+49)=2-1)+(-3-1)i=[1-4i],
2120 = (2—=3)(3+4i) =2 x 34 (—3i) x 4i — 3i X 3+ 2 x 4i
= 6+12-9i+8i=[18—i],
sz = (2-30)(1+i)=2+3-3i+2i=5—i],
21 2-3i (2-3i)(1—i) —1-5i 1 5

= = = =|——— =1

z3  1+i  (A+d)1-4) 2 | 2 2
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wfr\ﬂx Jﬁué du démemimakeun .

nz = (2-30)(2+3i) =22 +3%=[13],

22 = (2-3) =23 -3 x2% x3i +3x2x(3)? - (3i)3
= 8—136i — 54 +27i =|—46 — 9i] ,

s = (2-3i)(1-i)=2-3-3i—2i=|-1-5i].

£

Exercice 9 (Calcul algébrique).

Calculer, sous la forme x + iy, les nombre complexes suivants
1 L+i 4 (2+14)?

T i

14307 241i’ T(2-19)%

(1+20)2,  (14+4)%, (1+4)% et i ',

correcTION. On o
(1+2i)* = 1+4i—4=|-3+4i],
(1+d)® = 1+3i-3—i=[-2+2i,

1 1-3 [1 3.
1+3 10 |10 10"
1+i (1+i)(2—i):3+z’:m
2+ 5 5 5 57
33 = P =3 =i i = (B i =18 xi=1i] .

Omamwﬁe%aitwtqueﬁzlqmdéwuﬂedefz—l.
(2+i)? _ <2+i>2_<(2+i)2>21(2+i)4

(2 —1)2 2 —i 5 - 25
1
= %(24—1—4><23i—|—6><22><z'2+4><2i3—|—2'4)
1
= —(16—-24+1+432i—8i
25(6 + 1+ 32i — 8i)
B
~ |35 Yl
1 \* [/1-i\* 1 1
14+4)73 = = = —(1-3i+3i?—i%) = -(-2—-2i
(1+41) <1—|-i> < 5 > 8( i+ 317 —1°) 8( i)
1
= |7(-1=9],
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£

Exercice ¥ 10 (Conjugaison).
Simplifier ’expression

1+cosx —isinx

1+ cosx+ising

CORRECTION. (GG’TTUTT\E d/paapaibude, oM /T\‘\u[)/bJr\PAE Qe muménakeurt ek Qe

14 cosz —isinz (14 cosz —isinz)?
l+cosz+isineg (14 cosxz)?+sin’z

(1+cosx)? —2(1 4 cosz)isinz — sinz

1+ 2cosx + cos? x + sin’ z
1 +2cosx + cos? x — sin? x — 2(1 + cosz)isinz
2+2cosz
2cosx(1l + cosx) — 2(1 + cosz)isinz
2(1 4+ cosx)

= |cosx —isinz| .

2]

Exercice ¥ 11 (Plan complexe).
Interpréter graphiquement dans le plan complexe les relations de la propo-
sition 9

CORRECTION.

(1)%Wmmt,ﬁewwéd/mm@%mq\ﬂme@tw

m@&w,mn@m@emﬁewaw.
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=

M(2) = M(3)

(z

_:

(2)£'maﬁgdzﬁawdlm¢mnﬂfmmw&m’zamecmwﬁué
est Lo poimt sun Uace des abacinses domt abscisse est ggale &
m@@mﬁawn@%mmm@dﬂw.

M(z
Yy ( )
M(z+z
( ) R
T 2x
Y M(z)

domt Uondonmée esk 2gale & deus fois la panbie imagimaine du
nombre complere de dépant.
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2 M(z—2)

M(-7) y M(z)

M(2)

] M(2) = M(2)

(5)%mmm&gwﬁwawwwmmmﬁmw
iR

M(z) = —M(%)

V2]

Exercice 12 (Formule de de Moivre).
En utilisant le théoréme de de Moivre et la formule du binéme de Newton,
exprimer cos(46) et sin(46) en fonction de cosf et sin 6.

CORRECTION. ba. G@n/mﬁe de de Mosinsne du Héorsme 11 donme

(cos 0 + isin0)* = cos(46) + isin(46) .
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Ommﬂu&emﬂemm@nedswewaﬁawwﬂm@m
de Nenston :

(cos§ + isinf)*

= cos? 0 + 4icos Osin f — 6 cos? O sin® O — 4i cos O sin® 0 + sin?

cos® 6 — 6 cos® O sin® 0 + sin? O + 44 cos O sin O(cos? O — sin® 6) .
On, Qa J‘wiabko/n cos?f +sin%6 =1 éﬁefuée au carvd demme

(cos? 0 + sin? 0)% = cos® @ + 2cos? Osin® § + sin® 6 =1
On obbient fimalement

(cosf +isin)* = 1—8cos?Osin® @ + 4icosfsin O(cos® § — sin’ 0)
= cos(40) +isin(46)

cos(46) = 1 — 8cos? sin? 0| ek |sin(46) = 4 cos O sin f(cos? § — sin? 6)
£

Exercice 13 (Exponentielle complexe).
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants

2mi 37'rz 6mi

4e7 3, OGe 37” e e 4 et 36_7.

CORRECTION. & w@{%ﬂi dw@»ﬂ,um o d.e%vmb&c&'n de Qmopomb.a@ﬂe

d'um mombre mmg)\mo.me i e = cos@+isind ek d'utilliser le talleau

46% = 4<cos2;+isin2w):4<—1+i\/§>: —2+42iV3 ,

3 2 2

63 = ™ = 6(cos7r + isin 7T) ’
e = cos(—22) +isin ) = _Q_iﬁ
= 1 4 )] 2 2 |’
T 3 3
e = cos (-2 + ¢sin T : )
9 2
3= = 3(cos§+isin§>:3<2+i\2[): §+i \2[
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Exercice 14 (Forme polaire).
Mettre sous forme polaire pe'?, ¢’est-a-dire déterminer le module et ’argu-
ment, chacun des nombres complexes suivants

3+ 3i
1—i, V3+3i, \{JF.Z, 1+i, -9 et —V2—iV2.
—1

CORRECTION. ba méthede eat twacwrw lo. meme : om caleule d’allend

Wmmmgmmwmw.&wm;

2 2 i
1—i|=v2 ek 1-i=V2 ‘2[ —i \2[ =|V2e 7|,
~— ~—

Vitsi IS e (Ve

2 2 i
14+i|=V2 ek 14+i=V2 ‘2[ +i ‘2[ =|V2e1 |,
~~~ ~~
=cos =sin 7
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VI—ivE—=2 et —vVi-ivE = 2| —¥2 ¢2§

2
~—— ~
:cos(f%) =sin 7%)
3
= 2@ 4

oa)

Exercice 15 (Puissance de nombre complexe).
Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes
suivants

(1—0)° (V3+3)", 1+ (—vV2—iv2)"
On pourra utiliser I'exercice précédent.

CorrEcTION. On /r\oumk biem awn ubilisen la g@mm\uﬁe du bimsme
de c)pwtom, maoud L&QCL sernail bres <<C>ouﬂJ‘dm>>. qané%énm Qlubpumbom
(1-4)° = (x@e*%f — 42T = 42T
- ava (-4 ) -[ava
(V34307 = (2\/36%”)7 = 27(V/3)Te"F =128 x 27v/3e 5

3
— 3456v/3c T _3456f< —H\[) —|1728v/3 + 5184i |,

2
(s —14 i 1 . 1
(1 + ’L')714 = (\/§6I> = 27767 li = @67’5 = @’L
in \ 13 X 3im
(—V2 —ivV2)8 = (26—37) = 913~ _ 8192 T

= 8192 <\[ + i \[) 4096v/2 + 4096v/2i

8@{%}&@0{:&,%9 % EQLUMWL’&%WWW,W%AEW
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£

Exercice 16 (Formule trigonométrique).
On pose

V6 —iV2 .
21::# et z=1—1.

(1) Ecrire les nombres z; et z3 sous forme polaire.

) z
(2) Ecrire le quotient Z := L sous forme polaire.
Z2

(3) En conclure les valeurs de cos % et de sin 1—2

CORRECTION.

(1)£emodulzedgzluax¢|21|:%\/W=\/§.@3uwzlmtégaﬁd

= \/56_% .

Br

Omadéa'ﬁ.mﬂa&épa@@mm/f\@ﬂahmdezgzl—i: \/ie_%r

[eocercice 14.
(2) e quotient Z = wlzwﬁe@aaﬁmmwfla@m@mﬂam

ﬁ* _ i)
V2e T
(3) @mmmmﬁdﬁa@@*uma%w@umn&uﬁtah
on Line
que

Z:

7 = etz = COS%—I—ZS]H% .

Efflectuons e caleull du quotient 7 := 7% dinectement avec les
frromes elgebiques -

V6 —iv2 (V6 —1iv2)(1+1)

1
Z = v _ -
2(1 — 1) 4 4

(V6+v2+i(V6-v2)).
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@m@m@wnmmwmﬁ@eamﬁmm,mm
Wm

V2 w2
cosﬁ (\f+1) ek sin 5 = T(\/g—l)

V2]

Exercice v 17 (Racine de l'unité).

(1) Pour n entier compris entre 2 et 6, déterminer tous les nombres com-
plexes z qui vérifient ’équation

Zt=1.
On exprimera chacun d’eux sous forme polaire et sous forme algébrique.

(2) Représenter graphiquement I'image dans le plan complexe de chacune
de ces solutions.

CORRECTION.

(1)@%MQ%M&MMM@@HM¢\Mz:pew.£’W
n =1 séonit alorws

M=pte = 1= pt=1 ek nd=kx2nr, keZ .
1, p=1. c\gammiewmdihsméu[umautddm%e@a&tm
mﬁwzeae Z, Cesbadine 0 = k2. Uy o done n solutions

2 27r 27

= _ P —1)—
0=02" 27 37 n- 1)

fng@et,wmmaemﬁwmgk,mﬂwmwﬂe
M2W-WW,MMMWAEMU&Q&UM.

2 2 2 )2
1, 6171, ten, 631",..., e(n 1)i=T

oqaoun n=2:

1, ™ =-1
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ogboun n=3

™ 1 3 4 1 3
o Toun n =
1, €2 =i, 7 =—1, el —

o@oun n=>5:

. 4w
1, € % — cos 5 T 4 jsin 2 5, e's = cos 5 +zs1n45,
61

e's = cos && —I—zsmﬁgr, ¢S = cos &7 —|—zs1n857r .

o@eun n==6 :

('BKH
)
w

m@whégu&ﬁdno@té&.

n=2 n=3

N T
AN

—
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Exercice 18 (Linéarisation).
Linéariser les expressions trigonométriques suivantes, c’est-a-dire les expri-
mer en fonction de cos(nf) et sin(nf),

sin®@, sinfcos®f et cos®h .

CORRECTION. ba liméanisation des Juiibbamees de

gmmmﬁb
Wmmwﬁm@w&&a@wm@m

0 ,—if\ 3
sind0 = e' —° ' _ 1 ( 3i0 _ 3,10 4 3,-i0 _ e—3i9)
24 8
1 6310 _ 6731'9 ei@ _ 6710 1. .
= ~1 5 -3 5 =-1 (sin(36) — 3sin6)
=sin(360) :S?Iir 0

_ %(3sin9—sin(39)) ,
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0 _ —i0 s if —i0\ 3
sinfcos®f = € - ¢ te
21 2

— ﬁ(610 . 6719)(6z9 + 6719)(619 + 6719)2
(]

_ %(621'9 _ 6721‘9)(621'9 +24 6721'0)
1

it _ ,—4if o210 _ p—2i0

1
8 21 21
—sin(46) —sin(20)

= é(sin(éle) + 2sin(26)) | ,

0 —10
cos® = (e te )

1 . . . )
— @ (eBZG + 563@0 + 10619 + 106—19 + 56—329 + 6—519>
1 edif + e—5i0 e3i0 + e—3i0 et +6—i6'
= = +5 +10
16 2 2 2
=cos(50) =cos(30) :;&0

1
= | 15 (cos(50) + 5cos(30) + 10 cos 0)

Voa)

Exercice 19 (Racine carrée).
Calculer, sous forme polaire ou sous forme algébrique, les «racines carrésy,
c’est-a-dire les solutions y de I’équation y? = z, des nombres complexes suivants

z1=14, 22:=9, z3:=-9, z4:=-3-4,
25 =—14+1iV3, 25:=3+4+2i, et z7:=-5-—12.

CORRECTION Om utha flo. veme métplede ‘o Vexcerncice 17 & sa-

z—pew OWLCP\U&Q\QQ@AAG&lb&G’My —zm%ww@wme/p&ame

w.(eeqxuéctui/uautd

2=p ek 20=0+kx2r, keZ .
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r=./p| ek o:g,o:g+7r
e qui domme

O oWt 21 =i =e?

¢ | ek |
o/r\ong—9

[3] et [=3],
<>/I’\O‘LU’LZ‘3,——9 9e'™ .

(3i] ek [Za1]

& Jeun 252—1+’i\/§:2€i2‘?ﬂ :

[Vaes] ek [vaes

@mwmmm,mmmwdnewmd@m-

mmm@m&mw‘yﬂm@@m@wﬂ%ﬂ@ 24| = 5 ek

4

24:5(—%—5i),mammubm’wmmémwmd’m8ﬂe
0 c}ukm}éru{)]kecosﬁ:—% Jsinﬁz—%
J@mw'wwwd'aubwaﬁo&mguedgbw%mﬂ%
olgelrigues. On chenche dome les solubions seus la forme w = +iy.
Comn carré vaut w? = (2% — y?) + 2izy. Em J\de/nb%«amt, fan Wn/p[ze
amecz4:—3—4i,mbﬂmeQeAszJ:@med'éc}uablmA

Ommgmﬂmmugtgtewx:my:_zmm&mmk@m

Ao@ubimxmtdmmx:—le/tyzl
zy = —3 —4i somk

[1—2i] eb |-1+2i].
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(Ommbu@&ﬁfp@dﬁwéf&@kmcempﬁatmwﬂwﬂwnhww,
le corné de 1—2i)

@mﬁem de z7 = =5 —12i, om browuve

$27y2:75’
20y = —12 .

12-3i] et |-2+3i].
Dams le cas de 26 = 3+ 2i, on breunve

2?2 —y?=3,
20y =2 .

m@&wm&ewwm%@m@aﬁo,mﬂaw&ww
x&yW%@éW&OO%MMwWyz%@mﬂa
WMWMMxQ—(%)Qz& < esk-a-dine

2t =322 -1=0.

8%TM,X::$2,C%MQ’MM®MWX2—3X—
1=0. 6n colewlamt som discrimimamt A = 13, on bouwve une seule
A&P,ubisfn/r\%ih/ue

w2 3+ VI3
—a? =20

26 =3+ 2i somk

3+\/ﬁ+i 2 . 3+\/ﬁ_i 2
V2 3+/13 V2 3+V13 |

£

Exercice 20 (Division euclidienne).
Calculer la division euclidienne du polynéome 4X°+ X3 —2 par le polynome
X2+ X +1.
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CORRECTION. Om /r\nocéde COMUMe ewpp)\c’ué em 4.

4X5 +X3 —2 X2 4+X+1
—4X°% —4X* —4Xx3 4X3 —4X2 4+ X +3
0 —-4Xx* -—-3X3 -2
4X* 4+4X3 44X2
0 X3 44X -2

0 3X2 X -2
—3X?2 —-3X -3
0 —-4X -5

Omx}@b&mkdﬁmm@lmﬂ

AXP+ X3 —2=(X?+ X +1)(4X° —4X?+ X +3) —4X -5

&£

Exercice 21 (Equation polynomiale).
Résoudre dans C les équations polyndémiales suivantes. On écrira les solu-
tions sous forme algébrique ou sous forme polaire.

(1) 322+32+2=0,
22 —4iz —2 =0,

)

) =
4) =1
5)we 25 =324 32i .

CORRECTION.

(1) On caleule le discnimimamt A = —15. Bes devoc nacimes com-
T\Q&M&Wé@du/r\o@gr@'me3zz+32+2:0mtm

—3+1iv15 o -3 —1V15
6 6

(2) @MW&W&W\@,MWQ@WMMW
E@A&&iﬁmwmagbnamgbw:z:iy,yeR.(eeadmmeQe

/ruoﬂw&nm —y?+4y—2=0. Om s'est dome namens & um /r\sggm&nw
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néeﬂgo&m/rx mom ! % égeMmMmmtdeyz—ély—i—Q:O
eal:A_S gjebnaw\mwmtdymy 24++2.

4iz —2=0 sonk

(2+V2)i| et |(2—-+2)i
(3) Omcpxepr\eﬁebw&ihofmw«w%@wme/{\mz—pew Cella. domme

B = 330 = _1 = ¢im

@'w,p:1&9:§+kx2§.£eobmmwdem

RSN E
(4) OmM&E@&WWWWz—peW Cela donme
4_ 4 a0 _ b L iz
2t =pte™ —E—?e%

5)v"’7@bmu1mm\j[\[)i{%}\mﬁ’équahom QP\EITLP\DG\AQ%AG&LUO’T\AWQCL@OW
z = 2w, ceQadommez—255—32(l+z)—25( i), cesk-a-dine

w® = (1+1). Cormme 1+i=+2e7, mmamtw:pe , BT O

p—210 J@—Qo-i-kx £ewaqrmwne(>dez =32+ 32i sonk
dome

11 . m 11 97 Z177r 7l257r 11 Z’337\'
, 2106 , 210e" 20

Exercice 22 (Factorisation).
Factoriser complétement les polynémes suivants dans R et dans C, c’est-a-
dire trouver toutes les racines réelles et complexes.

(1) X3 -5X2+7X -3,
(2) X3 —11X2+ 39X — 45,
(3) X3 -3X%2+9X +13.
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CORRECTION.
)l)c;}:acedwnqxo&dm&mededeﬁné&igm’%a/rmﬁecﬁm DM
chenche ume nacime & o maim. Comme lo semme des i
me&muﬁﬂe,aﬂywleatm.gme%e@wnt%dymn
euclidienme de X* —5X2+7X -3 pan X —1, on browve
X3 -5X?2 47X —-3=(X-1)(X?—-4X +3)
(O peut aussi brewven le polynsme X2 —4x +3 & la maim,
voin le cas suinvamk )
On chenche emasuike les nacimes de X2 —4X +3. o e mame

angument, om ol napidement que 1 est nacime. Em comsidénamt

Qem%&wntdymmamtetﬁamwtamtedeX2—4X+3,m

M%&M%act@wdﬁpa@@w —3).<Omaa[u3
X2 4X +3 = (X — 1)(aX +b) = aX? + (b—a) X —b. Dot em
idembill a_1ek—b_3)

Jou@mﬂlzem%mm %act@'w;ewfza%m/me
X3 -5X2 47X -3=(X-1)2*X-3)

(Q)OMWWMMWW«M»EmW
les calouls pown des pebites walewws 0,4, 4, 9, -9, eke, om woit

W3MW£EWMWMW%M

X3~ 11X2 + 39X — 45 = (X — 3)(aX2 +bX +¢). Si on dé

a=1, —3a+b=—3+b=—11 ek —3c:—45.‘€eqmdmmea:1,
b=—-8 eb c=15 ek

X3 —11X% 439X —45 = (X — 3)(X% —8X +15) .
@eﬁam@mmniéw,mwo{tnwrudmnm&wque3ebtmde
X2 - 8X +15. Dot X2 —8X +15= (X — 3)(X — 5).

15. Avant de se précipiter comme des brutes sur le calcul du discriminant, il est bon de
tester de téte si les petits nombres entiers sont racines.
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X3 —11X%2 439X —45 = (X —3)3(X — 5)
(3)@3anmwﬂwﬁwnm¢aﬁ,mvo¢que—le&tm.£3/pe&gm&v\e
X3 —3X249X +13= (X +1)(X?—4X +13)
eofnvmemmebwwue/rmnwr\ide/memtdenawn@dX2—4X+13,
A =b* —4ac = —36 .

££MMMWW¢W,E@W@%’W
/rus%v@nm X3 —3X249X 413 MA%T@%/W;@ZA.
égaTnmeMigmmbwqueQem%m@sz—4X+l3admwk
—b+i\/I 4—|—sz ivV—-A

=2+3i aiz =2-3i

ok b el e i s b s

X? - 3X2 49X +13 = (X +1)(X — 2 —3i)(X — 2+ 3i)

V2]

Exercice 23 (Opérations entre matrices).
On considere les trois matrices

3 0 11
A= 7 , B=| -3 -2 et C’:<
—2 8 3

(1) Effecter les opérations matricielles suivantes :

A+B, AC, BC, AC+BC et (A+B)C.

DN —
NNQEN
N———

= O =

(2) Comparer les deux derniers résultats.
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CORRECTION.

(3 )(o 11) (312)
A+B= 7 +| -3 =2 | =|| 4 -2
) 8 3 6 2
1 3
(1)
(0 11)(5 13)
-3 -2 721 = AC
8 3 -1 —4
(1)
22 44
)(7 17)30
11 30

5 13 22 44
AC + BC = T2 |+ -7 17 | =

= O =

~/
|

M\TC.O
= O =

27 57
0 4
10 26
3 12 27 57

4 -2 0 4 ||=A+B)C

6 2

(Q)OMWW,M&WWMMWA,B
ac,maﬁ’éﬁn&téaemuum;

|AC + BC = (A+ B)C| .

-1 —4 11 30

£
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Exercice 24 (Inverse de matrices).
(1) Est-ce que les matrices suivantes
2 4 3 2
A(l 3) et B(G 4)
admettent des inverses ?

(2) Si oui, combien en admettent-elles ?

_ [ a b
X'_<c d>
dwmdnamdmﬁ’équahom AX = I, cest-a-dire
2 4 a b\ (2a+4c 26+4d\ (1 0
1 3 c d) \ a+3 b+3d /] \L0 1
delré(}uabio/mdzri/mmmueb
20+ 4c=1
2b+4d =0

a+3c=0
b+3d=1

o[wL 7 admek o[u'ume A@uﬁe As&xb&mx

CORRECTION.

(1) Fosors
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Uﬁmmmwcﬁemmwm&m«k

Vequation XA =1, -
(13)

(5 7))

-1 1 0 1

égafmabliceAadmstdmumefmmmme
Om/[\n@c,édﬂdep,am@memmé‘leamecﬁamxabimB DM

chenche & néssudne Vequation BX = I, cesbadine

3 2 a b\ ([ 3a+2 3b+2d\ (1 0

6 4 c d) \ 6a+4c 6b+4d ) \ 0 1
@mwm&&mmwwm
delréquab,@mdzrinwvnueb

da+2c=1
3b+2d=0
6a+4c=0
6b+4d =1

WM'MWM;ME{%&,Q&&%&W&QQW-
mwmmdm%m%mm0272 Om

(2)£an@rxomedﬁaq¢mhmx/rmécédmtemmbmo[ueﬁamabmA
WWWWWWWQ@WBm/m
admel aucume.

V2]

Exercice ¥ 25 (Inverse de matrices de taille 2 x 2).

(1) Montrer qu’une matrice carrée

A:(‘CZ Z)EMQ(]R)

est inversible si et seulement si ad — be # 0 .
CONSEIL. On pourra considérer le produit de la matrice A par la matrice

(%))
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(2) Dans ce cas, donner une formule pour la matrice inverse A~! .

(3) Déterminer ’ensemble des solutions du systéme d’équations linéaires

3r—Ty = 11
—2z+y = 8.

CORRECTION.

(57
(e o) wln)

Ommdéduitquebiad—bc#o,aﬂefwﬁamabnme

_d_ _=b_

o ad—bc  ad—bc
M= | adbe ad

ad—bc  ad—bc

vorfie AM =1, . De Voube csts, le coloul
(2 0)
(20" )

fTT\G’T\b_LECrLlEMA:IQ Ommm&&i(}ugp,amabime/le&t
wwnbmmm\b\a/rméezﬁefmz}wad—bc:O,QammbuceAm'mt
/r\aAinvwwiwe.g)wM\omfmdsmnquead—bc:Oe,tmommm
par Lalbsunde em supposant que lo mabnice A soik imuersille.

Em
N::< d _b> |
—C a
MM,MMMM,WANZO_OWL%M
(AT'A)N =N =A"1(AN) =0
ek dome que
a=b=c=d=0 et A=0 .
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ATA=0=1T

d —b
A—1: < ad—bc ad—bc)
ad-bc  ad—bc

a=(50) > (5) £ e=(5)
mww¢%m&b%ﬁmgw@meA%@mmé@meaﬂ@m,
biom mabricielle AX =B Dams le cas qresent, o a ad—be =
11 #£0. Domne lo mabrice A eak imverwible ef saom imuverse est

denmée /[\an
) _ 1 _ 7
-1 _ 1 1
AT = ( _2 3 ) ‘
1 T

/r\an

(3) Gt on qose

Exercice 26. On considére la matrice

1 0 2
A= 0 11 .
-1 2 1

(1) Est-ce que la matrice A est inversible ?

(2) Si oui, calculer son inverse.
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(3) Déterminer ’ensemble des solutions du systéme d’équations linéaires

T+ 2z 7
Yy+z

-3
—r+2y+z 1.

CORRECTION.

(1)OWWQQ&WM«WW»AEQ’WM
duwde(gam,(}ueﬁ’me%@mwecﬁammidmhté
a droife pow gagmen du femps dams la suite. (On prensent
mWQamabmAmmm@Qewﬂ'mdeQ'm.

7

)

102|100 10 2[100
01 1/0 10 Ls—La+Ln 01 1/0 10
(121001) (()23101)
10 2/1 00

Ls—sLy—2Ls 01 1|0 1 0
(001121)

€omme Lo mabnice echelonnée de gauche me combiemt que des
(2)quwwukwecﬂam?ﬁxaae«mw\dmnte»deﬁlaﬂa@d¢9\/m
du pivet de Gauss qui comsiste & faine apponaitne des 0 en

haut & droite de fo diagomale de o mabnice de gauche -
100 N 1 10 0
0 10 LQ‘)LQ*Lg 0 —1 3—1
1 -2 1 0 1 -2 1
1
0

N -1 4 -2
L1—>L1—2L3 —]. 3 —1 .
0 1 -2 1

Ommmcputqueﬁ’mﬂ}mdelzaWAe&Qamabm
a/r\/r\arweddnm,te,dmm

-1 4 -2
At = -1 3 -1
1 -2 1

O O =

0 2
11
0 1

O, O OO
_ oo = O
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@?)mm,mw@u@mcem&atmcaﬁa&amh/r\mwﬁe,ﬁe

-1 4 =2 1 0 0 0
A'A=| -1 3 -1 0 1 10 .
1 -2 1 -1 2 0 1
T 7
X=|y L B=| -3 | ,
z 1

a Vequation matnicielle AX = B, qui admek ume umique solution
dommée/r\m

) (r)
X=A"'B=| -1 3 -1 3= -17 ] .
1 -2 1 1 14
&WA@MWWMQ’WMMM
ausambe

=21, y=-17 ek z=14].
du. angabeme dZquabions limgaines donms)

£




CHAPITRE 2

ESPACES VECTORIELS

Comment les mathématicien-nes en sont-ils-elles venu-es & faire ce que ’'on
appelle de lalgébre? C’est trés simple : ils sont fainéant-es ou rusé-es, selon
les opinions. Lorsqu’un-e mathématicien-ne rencontre plusieurs objets mathé-
matiques qui se comportent de la méme maniére : il-elle s’arréte 2 minutes de
travailler pour prendre du recul. Au lieu de se coltiner les démonstrations des
propriétés de tous ces objets un par un. Il-elle écrit une théorie générale qui les
englobe tous. Du coup, une seule démonstration s’applique a tous les exemples
a la fois. Forcément, il faut faire des raisonnements un peu plus abstraits, c¢’est
le prix & payer. Mais le gain est assuré.

Ce chapitre est & proprement parlé le premier de ce cours d’algébre linéaire :
on y introduit la notion fondamentale d’espace vectoriel qui généralise ce que
vous savez déja faire avec les vecteurs du plan ou de 'espace.

1. Définition

% Jouons maintenant au mathématicien et considérons les exemples sui-
vants.

PARADIGME 1. L’exemple fondamental de départ est ’ensemble P des vec-
teurs du plan.
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Que peut-on faire avec les vecteurs du plan ? ' La réponse est simple.

o On peut sommer les paires de vecteurs : , pour obtenir un nou-
veau vecteur.
o On peut multiplier un vecteur par un nombre : |(—2).4 |, pour obtenir

uln nouveau Vecteur2.

CONVENTION %t;ég . Un vecteur est caractérisé par une direction, un sens
et une longueur. On peut donc le représenter de plusieurs maniéres, en choi-
sissant différents points de départ. Pour simplifier, dans ce cours, on choisira
de représenter un vecteur en partant de 'origine O. De cette maniére, on peut
identifier les vecteurs avec les points du plan. En effet, & un point M du plan,

on associe le vecteur OM. Et réciproquement, & tout vecteur , il existe un
unique point M du plan tel que © = OM.

vecteurs du plan & points du plan
u=0M — M

M

<

o

Ceci nous aidera, par exemple, & représenter les sous-ensembles de vecteurs en
ne reportant que les points M. (On ne verrait rien sur les figures si on devait
représenter tous les vecteurs.)

PARADIGME 2. Considérons maintenant les deux coordonnées (z,y) qui
représentent un vecteur @ ou le point M. On rappelle que ’ensemble des paires
de nombres réels est notée

R* =R x R:={(z,y) | 7,y € R}

1. Un mathématicien poserait cette question de la maniére suivante : «quelle structure
algébrique posséde ’ensemble des vecteurs du plan 7».

2. Il existe aussi un produit scalaire qui produit un nombre & partir de deux vecteurs.
Mais cette structure supplémentaire sera le sujet du chapitre 4.

3. De maniére générale, I’ensemble des paires d’éléments venant de deux ensembles A et
B est le produit cartésien A x B = {(a,b) | a € A,b € B}.
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Au niveau des coordonnées, la somme de deux vecteurs @ = (x,y) et 7 = (2/,y)
est donnée par la somme des coordonnées une & une

i+v=(z+2,y+vy)

De la méme maniére, la multiplication par un nombre A est donnée par la
multiplication de chacune des coordonnées :

A= (A, \y)] -

Pourquoi se limiter & deux coordonnées? Il n’y a aucune raison. Si on
considére les suites de n nombres, que 'on appelle des n-uplets,

‘R" = {(x1,22,...,2n) | T1,T2,..., 2y GR}‘ ,

on peut définir de la méme maniére une somme coordonnée par coordonnée

(T1, T2, .., Tn) + (m’l,xé,...,’xn) = (1:1+x'1,x2—|—x'2,...,xn+x;1)

On peut aussi définir une multiplication par un nombre en multipliant toutes
les coordonnées par ce nombre :

‘)\.(561,{62, cey Tp) = (Az1, Axg, .., ATy, ‘ )

Au final, il se trouve que les régles de calcul et les propriétés algébriques
des vecteurs du plan (P,+,.) et des n-uplets (R",+,.) sont exactement les
mémes.

Or, il ne s’agit pas la des deux seuls exemples d’ensembles munis d’une
somme et d’une multiplication par les nombres réels. On peut citer les vecteurs
de l'espace (E, +, .), les nombres complexes (C, +, .), les polynémes (R[X], +, .),
les matrices de taille n x m (M, +,.), etc. On s’arréte donc de les étudier
un par un et on essaie de les inclure dans une définition générale qui est la
suivante.

Définition (Espace vectoriel). Un espace vectoriel ¥ = (V,+,.) est formé
d’un ensemble V et de deux applications, appelées lois,

VxV = V . | RxV =V
(@,7) — a+v | & | (\d) — A\

qui vérifient
¢ Dassociativité de la loi + :

(il +0) + 0 =0+ (T + @)

I

+
¢ la commutativité de la loi +

i+ =0+1,
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o l'existence d’un neutre pour la loi + :

HeVtlquei+0=0+a=4a

o l'existence de vecteurs opposés pour la loi + :

VieV,3eVitlquei+i=t+a=0|,

On voit facilement que ce vecteur ¢ est unique. C’est 1’ opposé du vecteur
4 et il est noté —u.
¢ ’associativité pour la loi . :

9

A (peit) = (A x pr).ii

o l'action identité de I'unité pour la loi . :

7

¢ la distributivité de la somme des vecteurs :

g

\(iT + ) = Aii + A7,

¢ la distributivité de la somme des scalaires :

(4 )il = Nl + pi |

pour tout i, ¥, € V et pour tout A\, u € R.

Les éléments de V sont appelés des vecteurs, les éléments de R sont appelés
des scalaires. Le vecteur 0 est appelé le vecteur nul.

REMARQUES.

¢ Un espace vectoriel consiste en 3 données qui vérifient 8 axiomes. Les
quatre premiers axiomes ne portent que sur la somme des vecteurs, les
deux suivants ne portent que sur la multiplication par les scalaires et
les deux derniéres portent sur la compatibilité entre les deux lois. 4

¢ On peut considérer des espaces vectoriels pour lesquels les scalaires sont
d’autres nombres que les nombres réels (rationnels, complexes, etc.). Ce
ne sera pas le cas dans ce cours; tous les espaces vectoriels rencontrés
ici seront réels.

o L’existence du vecteur nul montre que ’ensemble V ne peut pas étre
vide.

4. Pour simplifier les notations, on omettra souvent dans la suite le point . pour la
multiplication des scalaires.
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NOTATION % . Remarquez la notation que nous avons choisie. On
utilise une police calligraphiée ¥ pour représenter les trois données (V,+,.)
et une police romane pour le sous-espace sous-jacent V. En effet, on pourrait,
sur un méme ensemble sous-jacent V considérer une autre somme et une autre
multiplication par les scalaires ; I’espace vectoriel ainsi formé devrait donc étre
dénoté par une autre lettre que ¥'. Bon, ¢a c’est pour les matheux purs et
rigoureux durs (comme se veut 'auteur). Quand le contexte est évident, c’est-
a-dire quand la somme et la multiplication des scalaires sont canoniques, on
abuse des notations en les confondant, par soucis de simplicité. Ce sera par
exemple le cas des sous-espaces vectoriels & la section suivante 2.

EXEMPLES. Récapitulons les premiers exemples d’espaces vectoriels. On
laisse le soin au lecteur de vérifier les 8 axiomes & chaque fois.

o L’ensemble des vecteurs du plan & = (P,+,.) ou de l'espace & =
(E,+,.) muni de la somme des vecteurs et de la multiplication par les
scalaires forment un espace vectoriel.

¢ L’ensemble des n-uplets de nombres réels (R™, 4, .) muni de la somme et
de la multiplication par les scalaires susmentionnés forment un espace
vectoriel.

¢ L’ensemble réduit & un élément noté {6} muni de la somme définie par
0+ 0 := 0 et de la multiplication définie par X\.0 := 0 est un espace

vectoriel. (Assez trivial comme exemple, non ? % )

o L’ensemble des nombres complexes (C,+,.) muni de la somme et de
la multiplication par les réels \.(x + iy) = Az + i(\y) forme un espace
vectoriel.

o L’ensemble des polynomes (R[X], +,.) muni de la somme et de la mul-
tiplication par les réels forment un espace vectoriel.

¢ L’ensemble des matrices M, ,, muni de la somme coordonnée par coor-

donnée
Ti1 o Tim il o Yim
+ . =
In1l *° Tnm Yn1l ° YUnm

Ti1t+Y11 0 Tim T Yim

Tnl+tYnl ° Tom T Ynm
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et de la multiplication des toutes les coordonnées par un réel

Ti1 o Tim Axi1 0 ATim
A =
In1l - Tnm Axn,l ce Axn,m
forment un espace vectoriel noté 4, ,, = (Mym,+,.) . Remarquez

qu’il n’y a 14 rien de bien nouveau. En effet, pour m = 1, on retombe
sur I’exemple précédent de R".

V2]

Exercice 27 (Q versus R).
On considére 'addition et la multiplication usuelles sur Q et R.

(1) Est-ce que Q est un espace vectoriel sur R?

(2) Est-ce que R est un espace vectoriel sur Q7

£

Exercice v 28 (Applications vers un espace vectoriel).

Soit A un ensemble et soit (V,+,.) un espace vectoriel sur R.

Montrer que I’ensemble V2 des applications de A vers V, muni des opéra-
tions suivantes

{f+g AoV o {A.f S AV
x> f(z)+ g(x) x = A f(x)

forme un espace vectoriel.

V2]

Grace a la définition, tout espace vectoriel a les mémes propriétés générales
que les vecteurs du plan. (Il est donc bon de garder cet exemple type toujours
en téte.) Par exemple, les propriétés suivantes sont toujours vérifiées.

Proposition 26. Pour tout scalaire A € R et pour tout vecteur © € V, on
a les relations suivantes :

DEMONSTRATION. La démonstration permet de montrer la pertinence des
axiomes choisis. Il n’y avait en effet nul besoin d’inclure ces propriétés dans la
définition car elles en découlent naturellement.
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Commengons par montrer que /\6 = 6 On considére
AO+0) = A0 et AO+0) = A0+A0.
axiome 3 axiome 7

En ajoutant —(\.0) & 'égalité obtenue A.0 = A\.0 4+ A\.0, on recupére

A0+ (—(A0) = 0= (\04X0)+ (—(\.0))
axiome 4
‘: 1/\.O+ A0+ (—=(X.0))) .: 4)\.0 +0 .: 3/\.0 ,

d’ott le résultat.
On montre maintenant que 0.7 =0 :

O0+Dad=1u = u e (O+1)u = 0ud+1lu = 04d+u.

axiome 6 axiome 8 axiome 6

En ajoutant —u & I'égalité obtenue @ = 0.4 + i, on récupére

i+ (—id) = 0=04ad+a) +(—a) = 0.4+ @+ (—1))
axiome 4 axiome 1
= 04+0 = 0.4,

axiome 4 axiome 3

d’ou le résultat.
Si At = 0 et si A n’est pas nul, alors il est inversible dans R, et on peut
considérer

1 . 1 LS
X.()\.u)— = (Xx)\).u—l.u = u.

axiome 4 axiome 6

0=0 et —.(\0)

1
A
D’oti on tire que @ = 0.

Démontrons enfin la derniére assertion. On considére pour cela

A=N@ = Xi+(-Nad et A=Nid=0a=0,

axiome 8
qui donne, par unicité de 'opposé : —(A\.@) = (—A).@. On utilise ensuite
M+ (—2) = MX0=0 et M@+ (-7) = MNi+M\(-0),
axiome 4 axiome 7

qui donne, par unicité de 'opposé, —(A\.@0) = A\.(—).
O

EN PRATIQUE ;:% . On fera les calculs dans n’importe quel espace vec-
toriel comme on a ’habitude de faire nos calculs pour les vecteurs du plan ou
pour R™.
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2. Sous-espaces vectoriels

On se pose maintenant la question de savoir quand un sous-ensemble d’un
espace vectoriel posséde toute la structure d’'un espace vectoriel.

Définition (Sous-espace vectoriel). Un sous-ensemble U C V d’un espace
vectoriel (V,+,.) est un sous-espace vectoriel si les restrictions des lois + et .
le munissent d’une structure d’espace vectoriel.

EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.
¢ Dans ce contre-exemple, le sous-ensemble U n’est stable ni par multi-
plication par les scalaires, ni par somme des vecteurs.

Sy

o Dans ce contre-exemple, le sous-ensemble U est stable par sommes des
vecteurs mais n’est pas stable par multiplication par les scalaires.

U

3a

<

o Dans cet exemple, le sous-ensemble U est stable par multiplication par
les scalaires et par somme des vecteurs.
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Pour qu’'un sous-ensemble U soit un sous-espace vectoriel, il faut et il suffit
que la somme de ses vecteurs et la multiplication par les scalaires de ses vecteurs
soient encore dans U.

Théoréme 27. Un sous-ensemble U C V d’un espace vectoriel (V,+,.)

est un sous-espace vectoriel si et seulement si les trois conditions suivantes sont
vérifices

0eU,

Vu,ve U, u+v€U,

VAeRVieU, AueU.

Ces deux derniéres conditions sont équivalentes a

YA\ u€eR, Vu,veU, Aud+upudeUl.

EXEMPLES.

o Toutes les droites du plan & passant par 'origine sont des sous-espaces
vectoriels. On parle alors de droites vectorielles.

o Toutes les droites de 'espace & passant par 'origine ainsi que tous

les plans passant par Porigine (plans vectoriels) sont des sous-espaces
vectoriels.
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¢ L’ensemble des nombres imaginaires purs iR forme un sous-espace vec-
toriel de I’espace vectoriel des nombres complexes C.

¢ Pour tout nombre entier d € N, I'ensemble des polyndémes de degré
inférieur ou égal & d, noté

Rd[X] = {adXd+"'+a0 | ag, . -.,0a4q ER}a
est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel R[X] des polynomes.

¢ L’ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures

r1,1 T1,2 o Tin
0 X992
’ y Tij € R
0 Ce 0 Tnn

forme un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des matrices carrées.

NOTATION % . Comme la somme et la multiplication par les scalaires
d’un sous-espace vectoriel U C V sont celles de 'espace vectoriel ¥ = (V,+,.),
nous confondrons souvent les notations U et %/. Cela permettra d’obtenir des
notations plus simples.

V2]
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Exercice 29 (Le plan &2).

(1) A quelle condition une droite du plan &2 est-elle un sous-espace vecto-
riel 7

(2) L’union de deux droites distinctes passant par 0 forme-t-elle un sous-
espace vectoriel de &2 7

(3) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de &7

V2]

Exercice 30 (L’espace &).

1 uels sont tous les sous-espaces vectoriels de 'espace & 7
1% p

(2) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de &. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que 'union F U G de F et G soit un sous-
espace vectoriel de &.

V2]

METHODE %Z;\% . Vous ne vous en étes peut-étre pas rendu compte mais
ce dernier théoréme va vous simplifier la vie. Si on vous demande, lors d’une
premiére question d’un exercice notamment, de démontrer que quelque chose
est un espace-vectoriel, au lieu de vérifier la définition et ses 8 axiomes, appli-
quez plutot la méthode suivante. D’abord, vous montrez que votre ensemble &
considérer est le sous-ensemble d’un espace vectoriel. Puis, vous utilisez le théo-
réme 27 pour montrer que c’est un sous-espace vectoriel (2 ou 3 propriétes a
vérifier, facile). Finalement vous concluez, qu’en soit, c’est un espace vectoriel !

£

Exercice 31 (Sous-espaces vectoriels d’applications).

(1) Montrer que ’ensemble ¢’ (R) des applications continues de R vers R
est un sous-espace vectoriel de I’espace RR des applications de R vers
R, cf. exercice 28.

(2) Montrer, de deux maniéres différentes, que I’ensemble
{f:R=R[f(1)=0}

des applications de R vers R qui s’annulent en 1 est un espace vectoriel
pour les opérations usuelles.

(3) L’ensemble des fonctions réelles, c’est-a-dire de R vers R, paires est-il
un espace vectoriel pour les opérations usuelles ?

V2]
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Intéressons-nous maintenant au comportement des sous-espaces vectoriels
vis-a-vis des opérations ensemblistes intersection et union. Pour I'intersection,
tout se passe bien.

unv

Proposition 28. L’intersection UNV de deux sous-espaces vectoriels U,
V d’un espace vectoriel (W, +,.) est encore un sous-espace vectoriel.

DEMONSTRATION. La démonstration est trés simple. C’est une application
directe du théoréme 27. Par exemple, si on prend deux vecteurs u et ¥ de UNV.
Alors leur somme est dans U car c’est un sous-espace vectoriel. De méme pour
V.Doncud+veUNV. O

Pour 'union, la situation est plus délicate. En général, la béte union en-
sembliste de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel,
comme ’exemple ci-dessous le montre.

A%

Sy
JF
<y

Sy
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Si on considére deux sous-espaces vectoriels, leur union est bien stable pour la
multiplication par les scalaires, mais pas pour la somme des vecteurs.

Mais si I'union n’est pas un sous-espace vectoriel, il existe peut-étre un plus
petit sous-espace vectoriel qui la contient. Pour pallier le défaut de la somme,
on considére I’ensemble suivant

[UsVe=(a+sliacUieVy

formé de toutes les sommes de vecteurs de U et de V. Le théoréme suivant
montre que cette construction répond & notre question.

Théoréme 29. Pour toute paire U,V de sous-espaces vectoriels d’un es-
pace vectoriel (W, +,.), les propriétés suivantes sont verifiés.
o L’ensemble U+ V est un sous-espace vectoriel de (W, +,.).
o UuVCcU+V.
o Tout sous-espace vectoriel Z de W contenant l'union U UV contient

ausst U+ 'V
vuvcU+VcCc?Z.

Définition (Somme de sous-espaces vectoriels). Le sous-espace vectoriel
U + V est appelé la somme des sous-espaces vectoriels U et V. C’est le plus
petit sous-espace vectoriel contenant I'union U U V.

EXEMPLE. La somme de deux droites distinctes de ’espace forme un plan
vectoriel.

U+V A%

3. Combinaisons linéaires et générateurs

Poursuivons la question précédente mais avec un sous-ensemble quelconque
A d’un espace vectoriel #'. Si A n’est pas un sous-espace vectoriel de ¥, existe-
t-il un plus petit sous-espace vectoriel de ¥ qui le contient ?
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Dire que A n’est pas un sous-espace vectoriel signifie qu’il n’est pas stable
pour la somme des vecteurs ou pour la multiplication par les scalaires. Pour
combler ces lacunes, on considére maintenant toutes les sommes de multipli-
cations de vecteurs de A.

Définition (Combinaison linéaire). Les vecteurs de la forme

(A1 + -+ A |

avec Ai,..., A\, € Ret dy,...,d, € A sont appelés des combinaisons linéaires
de vecteurs de A.

L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de vecteurs de A est notée

| Veet(A) == {Md@1+ -+ Al | Moo, A €R, @1, € A}

Théoréme 30. Pour tout sous-ensemble A d’un espace vectoriel ¥V =
(V,+,.), les propriétés suivantes sont vérifiées.
o L’ensemble Vect(A) est un sous-espace vectoriel de V.

o A C Vect(A).

o Tout sous-espace vectoriel Z de V" contenant A contient aussi Vect(.A)

A C Vect(A) C Z .

Définition (Espace vectoriel engendré). Le sous-espace vectoriel Vect(.A)
est appelé le (sous-)espace vectoriel engendré par A. C’est le plus petit sous-
espace vectoriel contenant A.

EXEMPLE. L’espace vectoriel engendré par une paire de vecteurs non coli-
néaires A = {iu, U} de l'espace & est le plan vectoriel qui les contient.
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Sy

|
d/

Vect({u, v})

Définition (Famille génératrice). Lorsque le sous-espace vectoriel engen-
dré par A vaut 'espace vectoriel ¥ tout entier, on dit que la famille de vecteurs
A engendre ¥ ou que c’est une famille génératrice.

Dit autrement, cela signifie que tout vecteur @ de V peut s’écrire sous la
forme d’au moins une combinaison linéaire de vecteurs de A :

[@= 0Bt

INTERPRETATION % . On peut voir A comme un alphabet grace au-
quel on peut écrire n’importe quel vecteur de V. Pour cela, il faut avoir un
nombre suffisant de «lettres» (vecteurs ici).

EXEMPLES.

o Toute paire de vecteurs non colinéaires du plan & en forme une famille

génératrice.
¢ La famille de vecteurs {(1,0,...,0),(0,1,0...,0),...,(0,...,0,1)} en-
gendre l'espace vectoriel R™. En effet, tout n-uplet (z1,...,z,) € R”

s’écrit comme combinaison linéaire

(z1,...,2n) = 21(1,0,...,0) + 22(0,1,0...,0) + - - - + z,(0,...,0,1) .
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o L’espace vectoriel des nombres complexes C est engendré par {1,i} car
ils s’écrivent tous comme une combinaison linéaire z = x.1 + y.7 .

¢ La famille de polynémes { 1,X,....X d} engendre l’espace vectoriel
R4[X] des polyndomes de degré inférieur ou égal a d. En effet, tout
polynéme P s’écrit comme une combinaison linéaire

P=agX%+  +apl.

¢ La famille infinie de polynémes {1, X,..., X" ...} engendre 'espace
vectoriel des polynémes R[X].

¢ La famille de matrices {e;;, 1 <i < n, 1 < j < m} formées uniquement
de 0 avec un seul coefficient 1 placé a la ¢ ligne et a la j° colonne est
une famille génératrice de 'espace vectoriel (.4, m,,+,.) des matrices
de taille n x m.

Définition (Type fini). Si un espace vectoriel est engendré par une famille
finie de vecteurs, on dit qu’il est de type fini.

Tous les espaces vectoriels rencontrés dans ce cours seront de type fini. La
seule exception sera l’espace vectoriel des polyndémes sans restriction de degré
qui n’admet pas de famille génératrice formée d’un nombre fini d’éléments.

£
Exercice 32 (Systéme linéaire I).
Soit S ’ensemble des solutions du systéme z —y + 2z =0 :
S={(z,y,2) eR* |z —y+2=0} .
(1) Montrer que I'ensemble S est un sous-espace vectoriel de R3.

(2) En donner plusieurs familles génératrices.
£

Exercice v 33 (Systéme linéaire IT).

Soit S I’ensemble des solutions du systéme r+2y =0,
204+ 2=0

S={(z,y,2) ER* |2 +2y=0 et 2y +2=0} .

(1) Montrer, de deux maniéres différentes, que 1’ensemble S est un sous-
espace vectoriel de R3.

(2) En donner une famille génératrice.

V2]
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Exercice 34 (Combinaisons linéaires).
On considére les vecteurs suivants de R*

7y = (1,2,3,0), @ :=(0,1,2,3), et @:=(2,3,4,—3)
ainsi que les familles
Fir=A{v}, Fo:={vh,vh}, et Fz:= {01,702, 73}.
On considére les vecteurs suivants
@ = (1,1,1,1), @oi=(1,—-1,1,-1), @ = (-3,—4,-5,6) .
(1) Est-ce que le vecteur w; (respectivement ws et ws) est une combinaison
linéaire des vecteurs de Fi, Fo ou F3?
(2) Déterminer les sous-espaces vectoriels Vect(F), Vect(Fz) et Vect(F3).

(3) Déterminer toutes les maniéres d’écrire les vecteurs (0, 0,0,0) et (1, 3,5, 3)
comme combinaisons linéaires des vecteurs de F3.

2]

Exercice 35 (Dérivés de polyndmes).
On note R3[X] 'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré infé-
rieur ou égal & 3. Soit

V={PeRX]|(X+1)P —(2—-X*)P" =0} .
(1) Montrer que I'ensemble V est un sous-espace vectoriel de R3[X].
(2) En donner une famille génératrice.
£
Exercice v 36 (Familles génératices de polynomes).

Soit R4[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & d. Donner plusieurs familles génératrices de Ry[X].

£

4. Dépendance linéaire

On peut maintenant se poser la question de I'unicité de I’écriture sous
forme de combinaison linéaire
J:Alal++Aan )

c’est-a-dire de l'unicité des coefficients A1, Ag,..., A,. Pour cela, on va com-
mencer avec le cas ol 4 est le vecteur nul.

Définition (Famille libre). Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel
(V,+,.) est dite libre si

Mai+ -+ Mian=0 = N =--=X\,=0].

On dit aussi que les vecteurs de A sont linéairement indépendants.
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Cela signifie qu’il n’y a qu'une seule maniére d’écrire le vecteur nul comme
combinaison linéaire de vecteurs de A, c’est-a-dire avec la combinaison linéaire
triviale ot tous les coefficients sont nuls.

EXEMPLE. On considére la famille {#@, v} formée des deux vecteurs du plan
& de coordonnées u = (1,0) et ¥ = (1,1).

<

1

Montrons qu’ils sont linéairement indépendants. Supposons qu’il existe deux
nombres réels A\, u tels que A\ + uv = 0. En coordonnées, cela signifie que
A(1,0) + p(1,1) = (0,0). Si on développe, on trouve

A(L,0) + p(1,1) = A+, A) = (0,0) .

On en conclut donc que nécessairement A = p = 0 et que les vecteurs o et ¢
sont linéairement indépendants.

REGLE GENERALE % . Deux vecteurs sont linéairement indépendants
si et seulement s’ils ne sont pas colinéaires, c’est-a-dire si aucun des deux ne
s’écrit un scalaire fois I'autre, & = a¥/ par exemple.

Définition (Famille liée). A l'inverse, une famille A de vecteurs d’un es-
pace vectoriel (V,+,.) est dite liée si elle n’est pas libre. Cela signifie que le
vecteur nul peut d’écrire avec au moins une combinaison linéaire non triviale
de vecteurs de A :

Ardy + -+ Ap@p, = 0, avec au moins un A; # 0/ .

On dit aussi que les vecteurs de A sont linéairement dépendants.

EXEMPLE. On considére maintenant la famille {u, ¥, W} formée des trois
vecteurs du plan & de coordonnées 4 = (1,0), ¥ = (1,1) et @ = (0, —2).
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N
<

|
(8
S
<L

g

Pour voir que cette famille est liée, il suffit d’exhiber une combinaison
linéaire non triviale du vecteur nul. La relation —2@ + @ = —2¥ reliant ces
trois vecteurs peut se réécrire

204204+ wW =0,

et le tour est joué.

ATTENTION @ Pour démontrer qu’une famille de vecteurs est libre, il ne
suffit pas de montrer que ses vecteurs ne sont pas colinéaires deux-a-deux ! C’est
une erreur trés fréquente chez les étudiants. L’exemple précédent devrait vous
convaincre : aucun des trois vecteurs n’est colinéaire a un autre et pourtant,
au final, la famille n’est pas libre.

REMARQUE . Toute famille contenant le vecteur nul est liée! En
effet, il suffit de considérer la combinaison linéaire non triviale du vecteur nul
suivante : 1.0 = 0 pour faire capoter ’affaire.

La proposition suivante est fantastique. Elle dit qu’il suffit que le vecteur
nul s’écrive de maniére unique comme combinaison linéaire de vecteurs d’une
famille A pour que cette propriété soit vraie pour tous les vecteurs engendré
par A.

Proposition 31. Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel est libre
si et seulement si tout vecteur de l'espace Vect(A) engendré par A s’écrit de
maniére unique comme combinaison linéaire de vecteurs de A.

EXEMPLE. Tout vecteur du plan s’écrit de maniére unique comme combi-
naison linéaire \i + pv/ de 4 = (1,0) et de 7 = (1,1).

C’est bien sur le sens (=) de la proposition que nous utiliserons le plus
souvent.
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Définition (Coordonnées). Soit A une famille libre de vecteurs d'un espace
vectoriel. Comme tout vecteur @ € Vect(A) s’écrit de maniére unique

4= \Na + -+ Al

les coefficients (A1,...,A,), qui sont uniques, sont appelés les coordonnées de
i dans la famille A.

oa)

Exercice 37 (Polynomes I).
On considére la famille suivante de polyomes :

F={L1+X,1+ X+ X% 1+ X + X2+ X3} .

(1) Montrer que F est une base de R3[X], 'espace vectoriel des polynémes
de degré inférieur ou égal & 3, en démontrant que tout polynéome P =
ag+ a1 X +as X2+ a3 X3 s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire d’éléments de F.

(2) Donner les coordonnées de P dans cette famille libre.

£

5. Bases
Récapitulons, une famille A est génératrice si tout vecteur @ € V peut
s’écrire
U= M\day + -+ A\
et une famille est libre si cette écriture est unique. Ce sont ces deux cas a la

fois qui nous intéressent.

Définition (Base). Une famille de vecteurs d’un espace vectoriel est une
base si elle est libre et génératrice.

Proposition 32. Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel (V,+,.)
est une base si et seulement si tout vecteur u € V s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire d’éléments de A :

@ = \id1 + -+ Ay

INTERPRETATION % . Une base est un bon alphabet dans lequel on
peut écrire de maniére unique tout vecteur d’un espace vectoriel.
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EXEMPLES.
o Toute paire de vecteurs non colinéaires du plan & en forme
une base.

o Lafaminedevecteurs\{(1,0,...,0),(0,1,0...,0),...,(o,...,o,1)}\est
une base de l'espace vectoriel R". Elle est tellement naturelle qu’on
I’appelle la base canonique.

o L’espace vectoriel des nombres complexes C admet la famille [{1,:}
pour base.

¢ La famille de polynémes {1, X,..., X d} est une base de 1’espace vec-

toriel Ry[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a d.

¢ La famille de matrices |{e;;, 1 <i<n, 1 <j<m}| formées unique-

ment de 0 avec un seul coefficient 1 placé a la ¢° ligne et a la j° colonne
est une base de ’espace vectoriel .#), ,,, des matrices de taille n x m.

£

Exercice 38 (Bases).
Reprendre les exercices 32, 33 et 35 et répondre & la question supplémen-
taire suivante :

(3) Donner une base de ce sous-espace vectoriel.

£

La notion de base est si merveilleuse que 'on peut se demander s’il en
existe toujours. Le théoréme suivant répond & cette question par affirmative.

Théoréme 33. Tout espace vectoriel (V,+,.) non trivial, i.e. V # {6},
admet au moins une base.

Encore plus formidable, toutes les bases ont le méme nombre d’éléments !

Théoréme 34. Toutes les bases d’un espace vectoriel de type fini ont le
méme nombre de vecteurs.

Ce nombre est tellement magnifique, qu’on lui donne un nom.

Définition (Dimension). La dimension d’un espace vectoriel ¥ est le
nombre d’éléments de chacune de ses bases. On la note dim ¥ ou dimg ¥
lorsque 'on veut insister sur le fait que # est un espace vectoriel réel.®

5. Par convention, on dit que 'espace vectoriel trivial ({6}, +,.) est de dimension 0.
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EXEMPLES.

¢ La dimension du plan est .
¢ La dimension de R™ est .

¢ La dimension de I'espace vectoriel réel des nombres complexes est

iy =2

¢ La dimension de l'espace vectoriel Ry[X] des polynomes de degré infé-
rieur ou égal a d est ’dim]Rd[X] =d+1 ‘

o L’espace vectoriel dim .#), ,, des matrices de taille n x m est de dimen-

sion | My m =n xm ‘

INTERPRETATION . La dimension d’un espace vectoriel est donc le
nombre de coordonnées qu’il faut donner pour décrire un élément (vecteur).
C’est le nombre de «directions différentes», ou degrés de liberté, d’un espace .
Ce chiffre nous donne la «taille» d’un espace. Comme ici les espaces vectoriels
sont tous de cardinal infini, on ne peut pas les comparer avec le nombre de
leurs éléments. Par contre, on peut comparer leur dimension.

La notion de «base» contient deux notions indépendentes : la famille doit
étre génératrice (il faut suffisamment de vecteurs) et libre (il n’en faut pas
trop). Les deux théorémes suivants montrent que ’on peut modifier une famille
vérifiant une propriété pour avoir les deux.

Théoréme 35 (de la base incompléte). Toute famille libre non-vide A
d’un espace vectoriel peut s’étendre en une base B : A C B.

EXEMPLE. Dans ’espace R?, on considére la famille {@# = (2,0,0),7 =
(1,1,0)}. Cette famille est bien libre car les deux vecteurs @ et ¥ ne sont pas
colinéaires.

6. Pour les plus avancé-es d’entre vous : comprenez pourquoi la dimension de l’espace
vectoriel complexe C est dimc C = 1, c’est-a-dire lorsque la multiplication par les scalaires
se fait avec des nombres complexes et non plus des réels.
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g
<y

Tout vecteur W n’appartenant pas au plan Vect({#@, 0}) engendré par @ et
¥ suffit & compléter {u, @} en une base {i, v, W} de R3.

Théoréme 36 (de la base extraite). De toute famille génératrice A d’un
espace vectoriel non-trivial, on peut extraire une base B : B C A.

EXEMPLE. On considére a nouveau la famille génératrice {u, ¥, w} formeée
des trois vecteurs du plan &2 de coordonnées 4@ = (1,0), ¥ = (1,1) et W =
(0, —2). Toute sous-famille obtenue en supprimant un de ces trois vecteurs
forme une base de Z.

Proposition 37. Soit ¥ un espace vectoriel de type fini.
o Toute famille génératrice A de ¥ a au moins dim ¥ éléments

dim 7 < |A|] .

o Toute famille libre A de ¥ a au plus dim ¥ éléments

|A] < dim 7.

o Tout sous-espace vectoriel W C ¥ vérifie

(dim 7 < dim 7|,

avec égalité dim W = dim ¥ si et seulement si W = V.

Soit ¥ un espace vectoriel de dimension n et soit B = {51, e l;n} une base

de 7. Cette derniére donnée permet de définir une application «coordonnées
en base B» :

coordp : 4 — R"
G=Ab+ -+ by = AL ),

qui associe, & tout vecteur u de V ses coordonnées dans la base B. Il se
trouve que cette application est une bijection ; on peut donc identifier les deux
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ensembles V et R™. Mais c’est encore mieux que cela : 'application «coordon-
nées» envoie une somme de vecteurs sur une somme de n-uplets

‘coordg(ﬁ + ¥U) = coordp(u) + coordp(?¥) ‘7

et une multiplication par un scalaire sur une multiplication par un scalaire

‘coordB()\.ﬁ) = A.coordp() ‘8 .

L’application «coordonnées» respecte donc les deux structures d’espace vecto-
riel. Ainsi, pour étudier les propriétés de l'espace vectoriel ¥, il suffit d’étudier
celle de R™. Au final, comme tous les espaces vectoriels admettent une base,

on pourra toujours se ramener a I’étude de R™! Pas mal, non ? %

6. Le cas R"

Mais si on peut toujours se ramener a R™ par choix d’une base, comment
travaille-t-on dans R™? Comment déterminer si une famille de vecteurs y est
libre, génératrice ou forme une base ?

Soit A = {d1 = (a11,a2.1,-.-,n,1),---,Am = (@1,m,A2m, - - -, An,m)} UNE
famille de vecteurs de R™. On les écrit d’abord sous forme de colonnes, ce qui
ne change rien au fond du probléme,

a1 a1,m

t— az,1 Lo a2.m
ai == . ) y Om =

an,1 Gn.m

Puis, on les range dans une matrice

a1 a2 o Qim
a1 G2 - Qom R i
Ma=| 07 o= ta | tae | |ta
A . 1 2 m
Gn,1 Gn2 " Gnm

EXEMPLE.

A:{(1727*1’3)7 (27471a*2)a (3,6,3,*7)}

7. En effet, @+ 7 = Atb1 +- -+ Anbn + p1b1 + - -+ prnbn = (A1 4 p1)b1 4+ - (A + 1) b
8. En effet, @ = \.(Atb1 + -+ Anbn) = (AA)BL + -+ (AAn)bn -
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1 2 3
2 4 6
Ma=|{ 41 1 3
3 -2 -7

On s’autorise maintenant les opérations élémentaires suivantes sur les co-
lonnes.
¢ Intervertir deux colonnes : C; <+ Cj.
¢ Multiplier une colonne par un scalaire non nul : C; — A\C;.
o Ajouter a une colonne A fois une autre : C; — C; + ACj.

Définition (Matrices équivalentes par colonne). On dit que deux matrices
sont équivalentes par colonne si on peut passer de I'une a 'autre grace aux opé-
rations élémentaires sur les colonnes. Deux matrices équivalentes par colonne
sont notées M ~ N.

En effectuant les opérations sur les colonnes de M4, on reste fidélement
dans le sous-espace vectoriel engendré par la famille A, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 38. Soit N ~ M4 une matrice équivalente par colonne
a My. Les vecteurs colonnes de N forment une famille B de wvecteurs, i.e.
N = Mpg, qui appartiennent au sous-espace vectoriel engendré par A :

B C Vect(A) | .
De plus, la famille B et la famille A engendrent le méme sous-espace vectoriel

’Vect(B) = Vect(A) ‘ .

DEMONSTRATION. Si vous n’avez pas tout compris, la démonstration peut
vous aider a voir ce qui se passe. Les vecteurs B de la matrice N sont obte-
nus par combinaisons linéaires des vecteurs de A. Ils appartiennent donc au
sous espace-vectoriel Vect(A) engendré par A. Ceci implique notamment que
Vect(B) C Vect(A).

On peut montrer que les opérations élémentaires sur les colonnes fonctionnent
dans ces deux sens, c’est-d-dire que ’on peut aussi obtenir M 4 a partir de
N = Mp. D’ou A C Vect(B), puis Vect(A) C Vect(B). Au final, cela donne

Vect(A) = Vect(B). O
EXEMPLE.
1 2 3 1 0 0 1 00
2 4 6 2 0 0 2 00
Ma=1| _1 1 3|~ 21 3 6 [~ -1 30N
3 -2 -7 3 -8 —16 3 -8 0
Cy — Cy —2C
2 2 ! C3—>C3—202

C3 — 03—301



138 CHAPITRE 2. ESPACES VECTORIELS

Donc les vecteurs B = {(1,2,—1,3),(0,0,3,—8)} font partie de Vect(A) et ils
I’engendrent.

Gréace aux opérations élémentaires sur les colonnes, on peut mettre la ma-
trice M 4 sous forme échelonnée, c’est-a-dire sous la forme suivante

o 0 --- 0 0 --- 0
1] o
.

My ~
* 0
(1] 0 0
o
£ % e w0 e 0

Les premiéres colonnes sont formées de haut en bas d’abord de 0 puis d’'un 1.
De gauche a droite, les 1 apparaissent strictement de plus en plus bas.

Tout ceci, n’est rien d’autre que le célébre pivot de Gauss que vous apprenez
depuis que vous étes tout petit et que nous avons déja rappelé a la section 5.3
du chapitre 1. Ce que 'on a gagné ici, c’est de pouvoir l'interpréter concep-
tuellement en terme d’espace vectoriel. Tout l'intérét des formes échelonnées
réside dans la proposition puis le théoréme suivant.

Proposition 39. Les vecteurs colonnes non nuls d’une matrice échelon-
née forment une famille libre.

DEMONSTRATION. La démonstration n’est pas difficile et sa lecture permet
de tester si on a bien tout compris, surtout si on prend le temps de bien
comprendre la forme des différents vecteurs colonnes qui entrent en jeu. On
appelle 1, . . ., ¢ les vecteurs colonnes non nuls de la matrice échelonnée. Soient
A1, ..., A\ des scalaires tels que A€y + -+ + A\pCr = 0. Les premiers termes en
haut du vecteur colonne A\;¢j + ...+ A\iC sont nuls (s'il y en a) et le premier
terme non-nul est égal & A1 ; ce dernier dernier vaut donc A; = 0. Du coup, en
parcourant la colonne A1¢; + ...+ AiC par le haut, le premier terme non-nul
est Ay qui vaut 0 par le méme argument. On continuant de la sorte, on voit
que Ay = --- = A\ = 0 et donc que la famille de vecteurs colonnes ¢y, ..., Ck
est libre. (]

9. Au lieu de 1, on peut se contenter de nombres non nuls.
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Théoréme 40. Les vecteurs colonnes non nuls de la matrice échelonnée
obtenue a partir de M 4 forment une base du sous-espace vectoriel Vect(A) en-
gendré par A. Donc, le nombre de colonnes non nulles de la matrice échelonnée
est égal a la dimension de Vect(A).

DEMONSTRATION. La proposition 38 nous donne que la famille composée
des vecteurs colonnes non nuls de la matrice échelonnée engendre le sous-espace
vectorial Vect(A) et la proposition 39 nous donne qu’elle est libre. C’est donc

une base de Vect(.A). O

EXEMPLE. Dans l'exemple de la famille A = {(1,2,-1,3), (2,4,1,-2),
(3,6,3,—7)}, le calcul précédent montre que la famille B = {(1,2,—1,3),
(0,0,3,—8)} forme une base de Vect(A). On déduit aussi de cette proposi-
tion que dim Vect(A) = 2.

Tout ceci démontre que la famille initiale A n’est pas libre. En effet, par
la proposition 37, on sait que si la famille A était libre, elle engendrerait un
sous-espace vectoriel de dimension 3. La famille A n’est pas non plus une fa-
mille génératrice de tout I'espace R* car elle n’a que 3 éléments. Et on savait,
toujours grace a la proposition 37 qu'une famille génératrice de I'espace R* de
dimension 4 doit avoir au moins 4 éléments.

Cette méthode nous a donc permis de démontrer toutes les propriétés aux-

quelles on g’intéresse pour la famille A. Puissant, non ? %

REMARQUE. On peut aussi travailler par ligne : remplir la matrice en met-
tant les vecteurs en ligne et effectuer des opérations élémentaires par lignes.
Tous les résultats restent vrais, & condition de changer & chaque fois le mot
«colonney» par le mot «ligney.

ATTENTION @ Ne mélangez pas les lignes et les colonnes. On pourrait
par exemple considérer la matrice dont les colonnes sont les vecteurs de départ
et faire des opérations élémentaires par ligne. Le seul résultat qui reste alors
vrai est celui qui dit que la dimension du sous-espace vectoriel engendré est égal
au nombre de lignes non nulles. Mais en mélangeant les lignes et les colonnes, on
perd complétement interprétation finale des colonnes de la matrice équivalente
en terme de vecteurs du sous-espace engendré !

£

Exercice 39 (R%).
On consideére les vecteurs suivants de RO :

7= (1,2,-3,4,0,1), ¥ = (1,3,—4,6,5,4) et o= (3,8 —11,16,10,9).

(1) Ces vecteurs sont-ils libres ?
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(2) Quelle est la dimension de Vect({¥, U2, U3}), le sous-espace vectoriel de
RS engendré par ¥, v et U3 7

(3) Donner trois bases différentes de Vect({vy, vi2, U3}).
(4) Donner une combinaison linéaire non triviale vérifiée par v, U2 et Us.
o)
Exercice o 40 (R%).
On considére la famille suivante de vecteurs de R* :
A=1{(1,2,3,1),(2,1,3,1),(1,1,2,3),(1,1,3,2),(3,2,5,4) } .
(1) Cette famille est-elle libre ?

(2) Quelle est la dimension de Vect(A), le sous-espace vectoriel de R* en-
gendré par A7

(3) Donner deux bases différentes de Vect(.A).

(4) Donner une combinaison linéaire non triviale d’éléments de A.

£

Exercice 41 (Sous-espaces vectoriels de R*).
On appelle U le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs sui-
vants :

ap = (1,2,-1,3), dy:=(2,4,1,—-2) et u3:=(3,6,3,-7).
On appelle W le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs suivants :
wy = (1,2,—4,11) et o = (2,4,-5,14) .
(1) Quelle est la dimension de W ?
(2) Montrer que U = W.

(3) En donner deux bases différentes.

2]

APPLICATION iﬁ:% . Revenons a ce que nous disions au début de cette
section sur un exemple ; & savoir, utilisons ce que nous venons d’apprendre sur
R™ pour répondre a la question suivante.

Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel

Vect ({X?+ X +1,X>—1,X +2})
de l'espace vectoriel Ro[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a 27
Pour cela on commence par considérer la base B = {X 2 X, 1} de l'es-

pace vectoriel Ro[X]. Grace & cette base, on traduit la question précédente
en un probléme de R3. Dans cette base, les trois polynomes de la famille
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{X?+ X +1,X?—1,X + 2} ont pour coordonnées les trois vecteurs suivants
de R3 :
A= {(1,1,1),(1,0,-1),(0,1,2)} .

La matrice de vecteurs colonnes associée est

1 10
1 01
1 -1 2
Elle est équivalente par colonne a la matrice échelonnée suivante
1 10 1 00
1 01 |~1110
1 -1 2 1 20

Finalement, d’aprés le théoréme 40, on déduit que la dimension du sous-espace
vectoriel de polynémes de départ vaut

dim Vect ({X*+ X +1,X* -1, X +2}) =2/|.

Mais, on a plus : le théoréme 40 nous dit aussi que les deux polyndémes

{(X*+X+1,X+2}

en forment une base.

oa)

Exercice 42 (Polynomes II).

On considére la famille suivante de polynémes
F={1+X+X’+X°1-X-X*1-X*-X33-X?%}

(1) Cette famille est-elle génératrice dans l’espace-vectoriel Rz[X] des po-

lyndémes de degré inférieur ou égal a 37

Cette famille est-elle libre dans R3[X]?

Cette famille est-elle libre dans R[X]?

Donner deux bases du sous-espace Vect(F) engendré par la famille F.

Compléter ces bases de Vect(F) en des bases de R3[X].

oa)

(2
(3
(4
(5

— — — ~—

7. Somme directe

Nous avons vu au début de ce chapitre la notion de somme de deux sous-
espaces vectoriels et plus récemment la notion de dimension. On peut donc se
poser la question de la dimension d’une somme de deux sous-espaces vectoriels.

Proposition 41. Soient U et V deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel #. La dimension de leur somme vaut

| dim(U + V) = dim U + dim V — dim(UN V) | .
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EXEMPLE. On considére les deux plans suivants U et V de 'espace R3,
dont la somme engendre tout I'espace U 4+ V = R3.

A%

unv

Leur intersection UNV est une droite, elle est donc de dimension 1. La formule
de la proposition est ici bien vérifiée car les dimensions respectives donnent

3=2+2-1.

Comme pour les combinaisons linéaires et les familles libres, on peut se
demander sous quelle condition I’écriture 4 + ¥ des éléments de U + V est
unique. La démarche et la conclusion sont les mémes : il suffit de demander que
le vecteur nul 0 s’écrive de maniére unique. Or cette condition est équivalente

aUmvz{@w.

Définition (Somme directe). Deux sous-espaces vectoriels U et V sont en
somme directe si leur intersection est réduite au vecteur nul

unv = {o}

Dans ce cas, la somme de U avec V se note

.

10. SiUﬁV:{G},alorsﬁJrﬁ’:GavecﬁEUet ¥ € V implique @ = - € UNV donc

@ = ¥ = 0. Si l'écriture @+ 7 = 0 est unique, & savoir G40 = 0, alors tout élément @ € UNV
vérifie W+ (—w) = 0 avec W € U et —f € V donc @ = 0.
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EXEMPLE. Dans I'espace &, un plan U et une droite V non incluse dans U
sont toujours en somme directe.

/

Proposition 42. Deux sous-espaces vectoriels U et V sont en somme di-
recte si et seulement si tout vecteur de leur somme U 4+ V s’écrit de maniére
unique 4+ U, avec t € U et U E€ V.

EXEMPLE. Dans 'exemple précédent, tout vecteur de 'espace & = U +V
s’écrit de maniére unique comme somme d’un vecteur du plan U et d’un vecteur

de la droite V.
Vo)

Exercice 43 (Somme directe).
Montrer que les deux sous-espaces vectoriels de R3
U= {(2,9,2) ER? |z +y+2=0} et V:i=Vect({(2,0,0)})
sont en somme directe.
£

Poursuivons le paralléle avec les familles de vecteurs. L’équivalent ici de la
notion de famille génératrice est une somme qui vaut tout ’espace U+V = W.
Dans ce cas, tout vecteur de W peut s’écrire comme une somme d’un vecteur
de U et d'un vecteur de V. L’équivalent de la notion de base est alors une
somme directe qui engendre tout 'espace Ud V = W.

Proposition 43. Soient deux sous-espaces vectoriels U et V. d’un espace
vectoriel W = (W,+,.). Ils sont en somme directe et leur somme engendre

tout l’espace W :
UpV=W

si et seulement si tout vecteur w de W s’écrit de maniére unique
w=u+U|,

avecu € U etve V.
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Dans ce cas, les dimensions vérifient la relation
dim%? =dim%Z + dim ¥

DEMONSTRATION. Le premier point est un corollaire directe de la proposi-
tion 42 précédente. Le second point est un corollaire direct de la proposition 41

oudimUNV =0. ]
£

Exercice v 44 (Fonctions paires et impaires).

Dans l'espace vectoriel % des applications de R vers R, on considére
les deux sous-espaces vectoriels formés respectivement des fonctions paires
f(=z) = f(z) et impaires f(—z) = —f(z) :

P ={f: R—->R| fpaire} et £ ={f:R—R]| fimpaire} .

Montrer que & & . = %.

o)

Définition (Supplémentaire). Dans le cas de deux sous-espaces vectoriels
U et V en somme directe et dont la somme engendre tout l'espace vectoriel
(W, +,.), on dit que U est un supplémentaire de V (respectivement que V est
un supplémentaire de U) dans W.

EXEMPLE. Soit U une droite vectorielle du plan &?. Les supplémentaires
de U sont les droites V différentes de U.

&

INTERPRETATION % . Chercher un supplémentaire d’un sous-espace
vectoriel U correspond a trouver les «directions» qui manquent & U pour en-
gendrer tout 'espace. Par exemple, si on a une base de U, cela revient a la
compléter en une base de tout 'espace; les vecteurs ainsi ajoutés engendrent
alors un supplémentaire.

ATTENTION @ Un sous-espace vectoriel admet plusieurs supplémentaires
et non un seul. Ne confondez pas les notions de «complémentaire» et de «sup-
plémentaire» d’un sous-espace vectoriel U. Le complémentaire est unique et



7. SOMME DIRECTE 145

est défini comme tout ce qui n’est pas dans U. Ce n’est jamais un sous-espace
vectoriel.

Proposition 44. Tout sous-espace vectoriel admet au moins un supplé-
mentaire.

DEMONSTRATION. Ce résultat est une conséquence directe du théroéme 35
de la base incompléte. O

Proposition 45. Tous les supplémentaires d’un sous-espace vectoriel sont
de méme dimension.

DEMONSTRATION. La dimension de tout supplémentaire V de U dans W
est dimV =dim W — dim U. O

Jia)
Exercice 45 (Supplémentaire).
On se place dans le plan R%. On considére la droite vectorielle d’équation
D= {(z,y) € R? | 22 +y =0} .
(1) Trouver un supplémentaire de D dans R2.
(2) Est-il unique ? Sinon, combien y en a-t-il?
£

Lorsqu’un espace vectoriel se décompose en somme directe de deux sous-
espaces UGV = W, tout vecteur de w € W s’écrit de maniére unique @ = 4+,
avec @ € U et ¥ € V. Ceci définit deux applications

proj%: W - U ot projgz W - Vv
w=u+7 — U w=u+7 — U

Définition (Projections). Les deux applications pr0j¥ et projg sont ap-
pelées respectivement la projection sur U parallélement a 'V et la projection sur
V paralléelement a U.

W

projg(d)')
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£

Exercice 46 (Projections).
Dans 'espace R?, on considére la droite D d’équations

Di={(r,4.2) €R® |3z +y—z=0; 2+ 2+2=0)
et le plan P d’équation
P:={(z,y,2) €R® | x4+ y—22=0}.

(1) Montrer qu’ils sont supplémentaires I'un de I’autre dans R3.

(2) Donner 'expression des projections projg sur D parallélement & P et
projg sur P parallelement a D.

2]

Définition (Hyperplan). Soit % un espace vectoriel de dimension n. Un
hyperplan est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1.

EXEMPLE. Les hyperplans de ’espace & de dimension 3 sont les plans. Et
les hyperplans du plan & de dimension 2 sont les droites.

Il est équivalent de définir la notion d’hyperplan en disant qu’il s’agit des

sous-espaces vectoriels dont les supplémentaires sont de dimension 1. %

Plus généralement, on peut définir la somme de plusieurs sous-espaces vec-
toriels Uy, ..., U par la méme formule

Up+---+ U ;:{{[1_1_..._|_{[k|171€U1,...,1_[k€Uk}‘.

Définition. Les sous-espaces vectoriels Uq, ..., U sont en somme directe
si I’écriture du vecteur nul sous la forme @y + --- + 4 = 0 est unique, i.e.
Uy =...=uU, =0.
On note alors la somme de Uy, ..., Ug par
U@ - -dUg|.
Proposition 46. Les sous-espaces vectoriels Uy, ..., Up sont en somme
directe si et seulement si tout vecteur de Ui + --- 4+ Uy s’écrit de maniére

unique sous la forme @y + -+ - + .

EXEMPLE. Les droites du repére canonique de R? sont en somme directe.
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U,

CONTRE-EXEMPLE. On considére U; le plan horizontal de I'espace & et
deux droites distinctes non horizontales Uy et Us.

U2 U3

iy + 3 € Uy

/ N

Dans ce cas, pour tout vecteur non nul @y de Us, on considére le vecteur
i3 de Uz de cote opposée. La somme s + 13 est un vecteur non nul #; du plan
U;i. Au final, on a @ — tly — U3 = 0 sans qu’aucun des vecteurs 1, s et U3 ne
soit nul. Les sous-espaces vectoriels U, Us et Uz ne sont donc pas en somme
directe.

ATTENTION @ Il n’est pas suffisant de vérifier que les sous-espaces Uq,
..., Uy sont deux-a-deux en somme directe, i.e. U;NU; = {6}, pour pouvoir en
conclure qu’ils sont globalement en somme directe. Le contre-exemple ci-dessus
doit vous en convaincre.

Théoréme 47. Soient Uq,..., Uy des sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel et soient By, ..., By des bases de Uy, ..., U, respectivement.



148 CHAPITRE 2. ESPACES VECTORIELS

o Les sous-espaces Uy, ..., U sont en somme directe si et seulement si
Punion By U ... U By forme une base de Uy + - - 4+ Uyg.
o S’ils sont en somme directe, alors les dimensions vérifient la relation

dim (U @ --- @ Uy) = dim Uy + -+ + dim Uy | .

DEMONSTRATION.
¢ C’est un corollaire direct de la proposition 46 précédente.
¢ C’est un corollaire direct du premier point.
O

Nous nous servirons de la notion de somme directe de plusieurs sous-espaces
vectoriels pour décomposer un espace vectoriel tout entier sous la forme

W=U& - & U

et ainsi en étudier les propriétés petits bouts par petits bouts.
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8. Corrections des exercices

£

Exercice 27 (Q versus R).
On considére I'addition et la multiplication usuelles sur Q et R.

(1) Est-ce que Q est un espace vectoriel sur R?

(2) Est-ce que R est un espace vectoriel sur Q7

CORRECTION.
Mmmm&wréa@réR(Amﬂaﬁw),m&@Mde
cas, par exemple, powt g =1 ek r=+v2 dont le produit vaut
Qmmn@&@mmumk%wmmpaaeu@mﬂml&mﬁa
mulbiplicabion wsuelle me defimit pas ume application de R x Q
Wm@,q’mmumea/rvr\ﬂicab@mdeRxQMR.

(Q)OM,RMMWW@,QMQ.£QWMW
esk la somme des mombres neels. o mulliplicabion des nombbres
neels r € R (vectewn) pan les nombres nationmels ¢ € Q (acolaine)
WWWW&T@EB'@XR%R gm@m\,Q@éSamm
deffimissamt um espace wectoniel somk werfiés; ils viemment des
WW@M&E@W&@WM
nombres neels (asseciabinvits, disbrulbubivite, eke.).

£

Exercice o 28 (Applications vers un espace vectoriel).

Soit A un ensemble et soit (V,+,.) un espace vectoriel sur R.

Montrer que Pensemble VA des applications de A vers V, muni des opéra-
tions suivantes

forme un espace vectoriel.

{f+g AV o {)\.f AV
)+ g(x)
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CORRECTION. Tsun ceb excencice, ill m'a /Iuw dmul‘ne cplowc
&QWWV
oﬁmwhm@deﬂaﬁm+.cﬁ9ummud@a4m¢\&mb\om,ma
((F+o)+h=F+(+h)],
mwwxEA,Q’deeQammdmedmw\e
((f+9)+h)(x) = (f(z)+g(x))+h(z) = f(z)+(g9(x)+h(z)) = (f+(g+h))(z) .
oﬂawmﬁnutahmitédeﬂaﬂot—i— :%Dummwudabw&mhom,m

f+9=g+1],

can/rw«mteuthA,Qawnvnwtaﬁm{tédgﬂammmedme
demnme

(f+9)@) = f(z)+g(x) =g(z) + f(z) = (g + f)(z) .
oﬁlmt@nce d'ummwbiewfzaﬁo& + :@ounmwbm,mwmk—
d&wﬂ’wﬁmwnmntedewapﬂmﬁemwwﬁdeV :

o : A=V
0 .

%Dummwud@a/r\ﬁq&mhym,ma
[fto=o+f=1],
can/rmnlbutmEA,Qawwmederéﬂi@Ae
(f +0)(x) = f(z) +o(x) = f(x) + 0= f(z) =0+ f(x) = (0 + f)(z) .
oﬁ’mte/nced'w\odé@/[\mﬂalzo'&+ :Omdé@imitﬁ’yrupoﬁéed'wne
{—f A=V
x— —f(x) .
Elle verfe bion
f+ (N =(H+f=o0],
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coru /r\OUJ’Lt@Ut €A, o a
(f+ (=M)x) = f&) = f(2) = 0= —f(z) + f(x) = (=) + F)(x) -

OQ’MU@WLQ&EG{.S%DHWMW&W\A,M

()= (A xp).f],
can pow tout z € A, Lassociakinite de la loi . de V domme
(A(p-f))(@) = A(p-f () = (A x p). f(@) = (A x p).f)(@)
o Vackion idembite de Lumite pow la ot . dou mivean des ap-

, BN O
Lf=1],
mn/r\omt@uthA,Q’achsmdeElmutéwﬂaQMdeV

demnme
(LA)(z) =1.f(z) = f(z) .
oﬂadmbu@utuwtédeﬁammd@«}e&w% c)‘bummeaudebwrx

/rw.&mt&zmw,ma

M +9) =Af+Ag],
can pow tout x € A, la disbubutinite de lo somme + dams v
domme
A(f +9)(@) = A(f(2) + g(x)) = A f(2) + Ag(z) = (A\.f + Ag)(z) .
o Lo distrilbubinsite de o somme des scalaines : fou minseau des ap-
Mmma

(4w f=Af+pf],
can poun fout @ € A, la disbubutivité de la somme des scallaines
dams V. denme

(A +p)-F)(x) = A+ p)-f(2) = Af(@) + pf(2) = (A f +p.f) (@) -
£

Exercice 29 (Le plan &2).

(1) A quelle condition une droite du plan &2 est-elle un sous-espace vecto-
riel 7
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(2) L’union de deux droites distinctes passant par 0 forme-t-elle un sous-
espace vectoriel de &2 7

(3) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de & 7

CORRECTION.

(1) Comme tout sous-espace wectoniel doik comtemin e vectewr mul
memtnen que cefte comdibion esf aufffisamte, & savoi : foutes les
du plom.
?@&Amdf@iﬁeWMQéﬂgﬁm,Le.ﬁEA.£uA@md€
deuc vectewws @ ef 7 de la droite A appantient encone a A, en
d'muedwnﬁdeﬁadne&teA/rmmAwﬂamA@owmm
um veckeunt \.@ de A.

Ommc&lt,mﬁetﬂé@hémegfofueﬁadwteA@tm
(Q)g'um&dmm@muﬂ%wn@%A&A’du

somme de toute paine de vectewns mom muls @€ A ek 7€ Af

domme wm vecteun @+ qui mappanbient pas o Lumien AUA.




8. CORRECTIONS DES EXERCICES 153

i+5¢AUA

Le seul cas ot Lumion de deuse dnoites weckonielles A ek A’
dfusil:eaantkdanha[uebA:A’.
(3)&3@%%@4@@6@%&@4\%@&%@@&%%
quement du weckewn mull [{2} ]
?LWMQ@W—WVWMWW@W
w,m&mmmumw
/rxancewmcan)\.ﬂ'eV,/r\o«mtoutnéaQ)\.£aAwnde
W&M-me@wmm@@m@w
MMWMMAJMWMMU

wappantenamt pas A. dllors, mﬁamymﬁmm
EMW@MMMWV 8t comme tout wvecteun
&L«LQ&MMA’@WWQAMWA’MM&AJ
d'mWLdeA’,mogﬁmtmeew—WV@tégaﬁ
au plam foul embien |

£

Exercice 30 (L’espace &).
(1) Quels sont tous les sous-espaces vectoriels de 1’espace & 7

(2) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de &. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que 'union F U G de F et G soit un sous-
espace vectoriel de &.
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CORRECTION.

(1) § on neprend Vsbude efffeckuze 4 Lo question 3 de [exoncice
précédent, om veit déja que le sous-eapace vectoniel brivial [{2} )
lles | droites weckorielles | et les | pllams weckoriels|, c'est-a-dine pas-
&
m'a&twde.(e@mmemtmm-WW,iﬁ
combient foute la drotte A emgendnée nan . G comme tout
W&Q’Wwb’mmﬁamd'mm-
feun du plam P et d'un vectewn de la droite A, om comclut que

Eem&ewr\ace\/eatégaﬁ dQ’awr\acetoutanblUL.

pondne a la queskion 9 de Vewencice qnécedent sappliquent
unrﬁxwdwmgaubtegme%&,ﬁammedewewdew
talmﬁEF—GekﬁeG—dememwﬁ+Uo[ku

m'a/[vr\anblmt/r\wdﬁ’mm FUG.
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£3Aa&mwﬁummdedamWWwectyue&F

Fum est imclus dams Lautre F € G ou GCF.
25

Exercice 31 (Sous-espaces vectoriels d’applications).

(1) Montrer que l'ensemble %' (R) des applications continues de R vers R
est un sous-espace vectoriel de Pespace RF des applications de R vers
R, cf. exercice 28.

(2) Montrer, de deux maniéres différentes, que ’ensemble
{f:R=R|f(1) =0}

des applications de R vers R qui s’annulent en 1 est un espace vectoriel
pour les opérations usuelles.

(3) L’ensemble des fonctions réelles, c’est-a-dire de R vers R, paires est-il
un espace vectoriel pour les opérations usuelles ?

CORRECTION.

1)@%&«&1&&}%9&&@@%27%%&&%%@%&
MW&RWRWMWW,M
Lapplication o constamte de wvaleun mulle est Biem conbimue,
dome 0 € (R gswntffigdmwrvr\&mhomwnhfmﬂwn
Wf+gda@muimmww&mhommhmm Le. f4+g€
QwﬂmbsmAfmtmmmaM&mbommhm Le. )\fe

wverd R .
(2)£a/rmmméfwmétpwdewmmtedk@u@wnm4wnmfzea8w

maﬁlzaaé@mmwgmwwww“ﬁem@.

@B’mzs.mwwﬁ’m&mmmagmﬁm
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mu@eamanﬁmt@&mdamywﬂgewidéné.@em@me,ﬁ’wé
de toute fonction sammulant en 0, sammule encone en 0. I my
adm/]\mdem@@ém\e.

£QWWWAAIMWW&W27
WQ%WWMMVHWWMM%

/r\QAco,bth ammUQomtml
icali owmtwntedﬁuaﬂaxnmupﬁe a/T\/T\,U.PEQ?WT\,QTLl

dofncOGV ?Mfekgdmw\&whmde\/ feurn. semme
f—i—gbmvaneMLeeerl Le. f—i—gEV Goiemt A un mombre
J’Lee@&fumea/ru/f\ﬂmb.om em 1, Qa/r\frw.@\mb\om Af
Wu@e@f)()—mo_o domne Af € V.

%mwmc&miom,ﬁlmemﬂgeVd@a/rvp&mb@mbﬂmmuﬂwnkmi
Bens de R verws R. UQWM,%M,MWW

(3)Omuumwww&ammag - o applique e Hhéo-
reme 27 /ruwn menbnen qu'LQ A/agit Q,d dum boub-ebace vecke-
niel de [eapace weckoniel des applicabions de R vers R. GF dome,
mwt,iﬁuéﬂ[))keﬁadé{%muhmd'wnww.
Lapplicabion o constamte de valewr nullle et bien paine. Soient
f et g deucc applicabions paines et asient X et i deus mombnes
ré&o.£amn@ima@m&méameAf+ug@tememmM\&m-
hofn/r\ame

(Af + pg)(—2) = Af(=2) + pg(—z) = M (2) + pg(x) = (Af + pg)(x) .

£

Exercice 32 (Systéme linéaire I).
Soit S I'ensemble des solutions du systéme x —y + 2z =10 :

S={(z,y,2) ER® |z —y+2=0} .
(1) Montrer que I'ensemble S est un sous-espace vectoriel de R3.

(2) En donner plusieurs familles génératrices.
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CORRECTION.

(1) On appligue le Héorome 97, bes coondonmees du weckeun mul
(0,0,0)WU%LemJ:@iamQ’équahomx—y+z:O,iﬂ appantient dome &

S. Coiemt (z,y,2) ek (2,9,2) deuc Aémenks de S, cesb-a-dine

rT—y+z=0
-y +2=0.

Em sommant ces deus éga&té&, on bouwve (x4 2') — (y +3) +
(24 #) =0, oo qui aignifie que

(x+a"y+y,z+2) = (2,y,2)+ (2,9, ) e S| .

@EEQWWW,WMAERJM(%%Z)ES,%

qm&@&mﬁﬁéquab&n r—y+z=0 pan A om frouve (M) —
(/\y)—l-()\z):(),cec}ukAiﬁmL%Aeque

‘(/\a:,)\y, Az) = A(z,y,2) € S‘ .

On em concluk que S esk wn sous-eanace vectoniel de R?.

(2) PRoa de deusr mamizres diffenentes. Dabord, lequation
v—y+2=0 est Uequation dum plam dams leapace R? ek om
Tﬂmwﬁ’mﬁm. On weit napidement que @ = (1,1,0) et

7=(0,1,1) sonk de tels vectewrs. Dome,

QaBamQJZe {(1,1,0); (0,1,1)} eatm@amﬂ&%m&mde S|.

?Lm}mm/&eb/rm i -ewww,mm,a

fo i, %'&A'aﬁdﬂdd/meggmmegémm.gﬂﬁ:(x,y,z)

un glément de §; cella W que seb coondommées Wugmt
x—y+z:0,o[ueﬁ’mxr\wtnéécfuney:$+z.£ewed}umu_)’eat

dofncé,gnﬂd

’u_)': (x,z+2,2) = (z,2,0) + (0, 2, 2) :3:(1,1,0)—1—2(0,1,1)‘ .
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MM,MW@SMA'MWM&-
méaine de la @amﬁﬂe {(1,1,0); (0,1,1)}.

ek dine, pan Wﬂe que la %amuﬂﬂe {(1,1,0); (0,1,1); (1,—2,1)}
MW.UQQWA’Wa%WW

poécidente nimponte quel vecteun de S! %

@&MMWM,MMMMW«W»W%
W@W,MMWQW r—y+2=0 dune aubne

m@w,mw&x:y—z.ﬁmwm,wm&
S »'écnik
(x,y,2) = (y — z,4,2) = (y,9,0) + (—2,0,2) = y(1,1,0) + 2(—1,0,1) .

o @m‘&ﬂe {(1,1,0):(~1,0,1)} emgendne le aous-espace S|

2

Exercice v 33 (Systéme linéaire IT).

Soit S I'ensemble des solutions du systéme { - +2y=0,
© Y 20+ 2=0

S = {(z,y,2) ER3 |z +2y=0 et 2y+2=0} .

(1) Montrer, de deux maniéres différentes, que l’ensemble S est un sous-
espace vectoriel de R3,

(2) En donner une famille génératrice.

CORRECTION.

(1)£ammm@mamm&mm@am
Héoneme 7. Les coondsnmées du weckeurn mull (0,0,0) ’Ué"\).@&ﬂ'ﬂt
biem les deuce squabions a+2y =0 ef 2y+2 = 0, il apponbient done
& S. Seiemt (z,y,2) ek (z/,y,2") deus lements de S, ceab-a-dine

r+2y=0 et 2y+2=0
¥ +2y =0 et 2/ +2 =0,

dmtkpiudmmmyfmné&b.
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gmmMMQ@dméaaMa@MMdeeadwm@

P»ab/r\anu,mbmkue

Ar 42 y =0 et 2 \y+Az=0
px' +2uy’ =0 et 2uy +pz’ =0,

8% Qea aemmant deucc-a-deusc, em breuse

(Az + pa’) +2(\y + py') =0,
20y +py') + (A2 +p2') =0,

Az 4 pa’, Ay + py', Az 4+ p2') = Ma, y, 2) + pl(a, ', ') € S|

OmmmeSmtmw-m{queﬂdeR?

Pi={(z,y,2) R’ | 2 +2y =0} eb Q:={(w,y,2) €R® | 2y+2=0} .
I sagit la de dewoe plams weckoriels, ce somt dome deusc sous-
espaces veckoniels de R?. (On peut aussi le dsmontren comme
dams Vexcencice qnécédent.) Gm nemanquant que S esk limtersec-
Lion de P et de Q, S=PNQ, et comme [imberweckion de deuoc
ng),mmmwwswmm—ww
de R3.

@WM\&%MQQWM Wmmmende

deusc mamizrnes diffenentes. On peut d'abond dine gue S eat Lim-
fersection de deusc plams weckoniels et dome quill s'agit d'ume
droite veckonielle. Or, poun emgendnen ume dneite, il suffit d'wn
veckeun mom mull. Jei, om woit, pan excemple, que les coondonmees
du wectewr (1,4, 1) véniient les deusc quabions et dome quil
eak dams 8. dow. fimal,
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Qa@amﬂ&{(q,%,—l)}@t%mmaes.
On peut aussi nééonine les équabions qui defjimissent s

r+2y=0 T = -2y
{Zy—i—z:O = {z:—2y.

£ebéﬂénwntbdesmmt®«wdefza[%wme

(_2y7 Y, _2y) = y(_27 17 _2) .

o [)Tarmwe {(-2,1,-2)} mg\emdne [e bous-edpace S|.

£

Exercice 34 (Combinaisons linéaires).
On considére les vecteurs suivants de R*

7= (1,2,3,0), @ :=(0,1,2,3), et U5:=(2,3,4,—3)

ainsi que les familles

Fr={t}, Fo:={t,th}, et Fz:=/{01,0,0s}.

On considére les vecteurs suivants

W= (1,1,1,1), @y = (1,—1,1,—1), 3= (—3,—4,—5,6) .

(1) Est-ce que le vecteur ) (respectivement ws et ws3) est une combinaison

linéaire des vecteurs de Fi, F2 ou F3?

(2) Déterminer les sous-espaces vectoriels Vect(F), Vect(Fa) et Vect(F3).

(3) Déterminer toutes les maniéres d’écrire les vecteurs (0, 0,0,0) et (1, 3,5, 3)

comme combinaisons linéaires des vecteurs de F3.

CORRECTION.
mwl,wgeiwg,meatw&mwnewmvl Uﬂbm sonk demnc

/auwmdebm}ec

Wmn@mmm&memnedeweotauwde}]

AQQQWBW%'&MMW&@@MQ
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A9 tao,b que W1 = AU + Aoty cjbu misean des cocndemmées c&a
demme
(1, 1,1, 1) = )\1(1,2,3,0) + )\2(0, 1,2,3) = ()\1,2)\1 + A9, 3\ + 2)\2,3)\2) .
Omad@mrwmwnédﬂ’éfudedumgatémed’éo[uahymm
A1
201+ A

3M + 2\
32

€e snypkeme madmet pas de solution can les walews A =1 et
Agz%mm[%@mt/rmﬂadamémeéqWOmmwmﬁutque
Qeweckwnﬁlmb'émit/r\abcwvmewmﬂmmx&méamﬁdm
veckewrws de Fo.

On procade de la meme mamizne poun le wectewn . Ceci. donme

Qewmdéo[uah@/m

—_ = = =

A1 = 1
2\ + A = —1
3A 4+ 2X = 1

3 = —-1.

€e snyskome madmet pas de solution can les walews A =1 et
Ao = =% me sakisfent pas la deuscieme quabion. On en conclut
queﬁewe&wﬂzﬁgmeblémik/rmwmmwm@mmmax&méaine
des veckeuns de Fo.

Al = -3
2\ + A = —4
3\ + 2\ = —5H

3 = 6 .

@ew@ma&m&mm@ew&mwwhz—SeﬁAg:
Q.Ommwfr\c&ﬁqugewmﬂig seonit comme combimaison
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Qiméaingdmweotanwdefgz

‘ = —3U1 + 20Uy ‘

Omn dolt maimtenamt se demamden. i le weckeurn @ esb com-
&WM@@M&E@ng Ofnjlwunnmt

&MWMWM&MMWQ&W
eb lo methode précedente (4 2quations 4 3 i ). Moais
mwwmwmwgmw,ﬁemﬁg
«R,QWTMAEWU» :me%d,mweitm/r\idmnmt
o[ue
U3 = 201 — Vg .

ﬁ)itmmmt,&umﬁg@mwaeﬂ’mmmﬂ
engendné 5 ek 7. dl et dome parfaitement Zquivalent de se de-

mamder. si le veckewt @) est combimaison lingaine des vectews
della@mmﬂﬂef2mdgﬂa@omﬂﬂef3!£@mc&mymawtte
dente:ﬁeowmwlﬁwgmblédument/r\abmvmewm@&
naisen liméaine des vecteurs de Fs ek le veckeun s s8cnik
an&mmmxmmmdefg

(3)£EW-WMMWM%WEB¢W

a@mde&agmm

| Vet(F2) = {M1(1,2,3,0) = (A1, 2)1,3A1,0) |\ € R} | .

£€W-WWWW%W‘B@¢

Wa@@maﬁagew

Vect(Fz) =
{/\1(1, 2, 3,0) + )\2(0, 1,2, 3) = (/\1, 2A1 + A9, 3A1 + 29, 3)\2) ’ A, Ao € R}

11. Résultat que lon vérifie & la fin en effectuant le calcul direct de —3(1,2,3,0) +

2(0,1,2,3) = (=3, -4, —5,6).
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égewwww/r\m%%aﬁmwefgmtgﬁwmé
d@we&amdeﬂa%@f\me

Vect(F3) =
[+ 223, 201 4 Ao + 3X3, 31 + 220 + 43, 300 — 3X3) | A1, Ao, A3 € RY.

(3)@%WMWWA/WW%/dQQW1
On chernche les mombres neels A, Ao ek Ay Lels que (1,3,5,3) =
AU + AoUy + A\3U3. o miveaw des coondonmées cela donme

(1,3,5,3) = A1(1,2,3,0) + A2(0,1,2,3) + A3(2, 3,4, —3)

= (A1 4 2X3,2X1 + A2 + 3X3,30\1 + 2X2 +4X3,3\2 — 3X3) .

Omadmcrm/mmédﬁ’éfudedu%mdléoruahmmm

A1 + 22 = 1
21 + A 4+ 33 = 3 — A1 + 2)3 = 1
3M + 22X + 4X3 = 5 Ay — A3 = 1.
3 — 33 = 3.
Oma@@ub\tdofmaumgm
A =1-—2)\3
A =1+ A3 .

%mWAng,moMtout@Q%mn@md'wwae
Ueateun(1,3,5,3)wmﬂnemnj2ﬂmm&méaimdebﬂ}ecteurwde
F3

1(1,3,5,3) = (1= 20 + (1 + A) + AT, avec AER| .

1(0,0,0,0) = —2X\01 + AT + A3, avec A€ R].

V2]

Exercice 35 (Dérivés de polynomes).
On note R3[X] 'ensemble des polynémes a coefficients réels de degré infé-
rieur ou égal & 3. Soit

V={PeRX]|(X+1)P —(2-X*)P" =0} .
(1) Montrer que ’ensemble V est un sous-espace vectoriel de R3[X].

(2) En donner une famille génératrice.
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CORRECTION.

£EWWWNQP:O,WM[1V

(X+1)x0-(2-X%H0=0 .

ég'mwm@&vmmﬁgewﬁam:MRQeV,

WWWP+QEV.<€WP,QEV,MQ

(X+1)P —2-XHP"=0 ek X+1D)Q -(2-X%)Q"=0 .

ﬂ)’o&,mm&muhwlze@mtqueﬂad@wuéed'm
(X+D)(P+Q)-(2-X)(P+Q) =
(X +1)(P'+Q) — (2*X2)(P"+Q)
(X+1D)P - 2-XHP + (X +1)Q —

@ewdmme@vmﬂamm

laines : soient P eV et A€ R, monbrons que AP € V. Comme

PeV,ona (X+1)P —(2-X?)P"=0. Do, mm/\&bup&amt

fan

(2-X)Q" =0 .

(X +1)(AP) = (2= X*)(AP)" =
(X +1DAP — (2 XHAP" =
MX+1)P —2-XHP")=0 .
€e qux domme &ﬁmﬁem\emji .
Ommm&uﬁwVﬂmw-WWdﬁRg[X]
(2) Git P = ap + a1 X + asX? + a3 X3 um m@gm&me de R3[X]. Ce
/po&amfyme a/rvrmnhmxt &V i ek seulement si
(X+1)P —(2-XH)P' =

(X + 1)(a1 + 202X + 3a3X?) — (2 — X?)(2a3 + 6a3X) =
—day + (a1 + 2a3 — 12a3) X + (4ag + 3a3) X 4+ 9a3 X3 =0 .
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@mmwm,mmwwwmm.
vamk

ar — 4CL2 =0
a1 + 2a9 — 12a3 =0
4ao 4+ 3a3 =0

9a3 =0

o[ukad/mek/r\ﬁunwniquew&xhoﬂal:ag:%:&£ew-

des polyrsmes comsfambs -

'V ={ao €Rg[X] | ag €R}| .

V2]

Exercice v 36 (Familles génératices de polynomes).
Soit R4[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal a d. Donner plusieurs familles génératrices de Ry[X].

CORRECTION. On a d.%(\l VUL gue lo. @amuﬁge des memdmes

{1,X,X2,...,Xd}
WWWW@Q’WWMW@

o i w531 . dege by S, o

Qmmm@amﬁﬂeo@w panbin d'ume famille génénatrice nan
ajoul des vectews esf emcone geménabnice, om o peut domne dine que la
@mﬂﬂe

{1,X,X2,...,Xd,3x2 —7X5,2+\/§X—X4}

(en supposamt que d>5) est ume famille géménabrice. %
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{1,(X+1),(X+1)2,...,(X+1)d}

MWMWWM’WWMW@
deﬁrwm@aw ecdmﬂad @mda&%@mm%g()ﬂem
WWE@W&%WWW@XXQ

Xd} arn e%ei, oM &

(X+1
X? = (X+1)?-2(X+1)+1,
(X +1P? -3(X+1)?+5X +1)—-3 ,

V2]

Exercice 37 (Polynomes I).
On consideére la famille suivante de polyomes :

F={L1+X,1+ X+ X% 1+ X + X2+ X3} .

(1) Montrer que F est une base de R3[X], 'espace vectoriel des polynémes
de degré inférieur ou égal & 3, en démontrant que tout polynéome P =
ag+ a1 X + as X%+ a3 X3 s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire d’éléments de F.

(2) Donner les coordonnées de P dans cette famille libre.

CORRECTION.

( )?@412 P—a0+a1X+a2X2—|—a3X3um/r\opJHmomdeR3 ,cml:a

Mb’&MWM@MMMWAo,Al,AQ,Ag (ce

P = av+ a1 X +ayX?+asX?

= M x1+MxA+X)+lx(1+X+X)+Ax(1+X+X2+X3)
= Ao+ A+ A2+ Ag) + (A4 A2+ X)X + (A2 + A3) X* + A3 X?
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&W,mmwwwe@{@mmmﬂewm

( ANl + A1+ A+ A3 = q
M+ X+ A=
e
A2+ A3 = ap
)\3 = as
( Ao = ap—ay
/\1 = a1 — ay
)\2 = ag —as
)\3 = as .

@eubuxté/me d/équab\m o denc qxx’umg seulle solubion . (eeo[uk

bigmi%ie qu’xQ enciske ume umique mamigne d’gcnine Louk /r\ep/g/n&me

veckeuns de F. égagannipﬂefwtdo/mm@wedeRg[X].

(2) es coondommées du polymsme P doms lo base F eat le nouplet
Wdﬁbb&&iﬁo’%d&%@mﬂ A AORSOUL
‘(ao—al,al—az,az—ag,ag)‘.

Dik aubrement,

P:(ao—al)><1+(a1—a2)><(1—|—X)+
(a2 —az) x 1+ X+ X)) +az3x (1+X+X*+X?) .

Voa)

Exercice 38 (Bases).
Reprendre les exercices 32, 33 et 35 et répondre a la question supplémen-
taire suivante :

(3) Donner une base de ce sous-espace vectoriel.

CORRECTION.
(3) Exencice 32. Om o dgja wu que o BMMQJL»_ {(1,1,0);(0,1,1)} esk
pas coliméaines, ils sonk libnes. On o dome la ume fase de S
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mmﬁlmmkm,mawwwm
(x,y,z)deSA/éUwuaitdemm\i&wwmquew«wQa%@vm
(x,y,2) = (z,x+ 2,2) = (x,2,0) + (0,2, 2) = x(1,1,0) + 2(0,1,1) .
€e qui demme ume secomnde démomatnation du foit que la famille
{(1,1,0);(0,1,1)} esk ume lase de S.
8@%33.@5&@%%@1&,%&%%&%
(-1,1,-1) W&MWW S. Comme il est
mofnfan, xﬂ%@vm&ume@ou&ed& S.
8%35.@%@M,Q@WWMI

B@hmmume@mdev

Exercice 39 (R%).
On considére les vecteurs suivants de RO :

o= (1,2,-3,4,0,1), @ :=(1,3,-4,6,5,4) et v5:=(3,8—11,16,10,9).

(
(

o)

1) Ces vecteurs sont-ils libres ?

2) Quelle est la dimension de Vect({01, 2, U3}), le sous-espace vectoriel de
RS engendré par vy, v et U3 7

(3) Donner trois bases différentes de Vect({v', U2, U3}).
(4) Donner une combinaison linéaire non triviale vérifiée par vy, U2 et Us.
CORRECTION.

veckeurw ¥, s, U3 /ruuu) & Vachelommen

1 1 3 1 0 1 1 00
2 3 8 2 1 2 2 10
—3 —4 -11 -3 -1 -3 -3 -1 0
4 6 16 |7 4 2 4" 4 20
0 5 10 0 5 0 0 5 0
1 4 9 1 3 1 1 30
03%03—202 03%03_01

CQ—>CQ—01
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foriel engendné nan les wectewns @, %, 7 esf de dimemsiom 2,
M&&é@f@nw400n,mawdﬁawm37wﬂe
mombre de vectewns d'ume famille lbre esf infleniew 4 la dimen.
MAEQ’WMW&AM.DQ,MQ3UMW

| dim Vect({71, 7, 03}) = 2| .

(3)0%@%%@%&%&61[2&%@%@40%&%@
1{(1,2,-3,4,0,1),(0,1,~1,2,5,3)} |
ijn‘rue une base de Vect ({71, U2, U3}).
<eﬁymfme Qe Aoub-eboce uecte’ufﬁ mﬁamdné uart U1, U, U esk de
dimemsien 2, il s'agit d'wn plam wectoniel. Coute base eat dome
WA’WWAEWWM&W.OWLQMW

1{(1,2,-3,4,0,1),(1,3,—4,6,5,4)} |
@@’vme ume base de Vect({d, 7, 75}) ek que
1{(1,2,-3,4,0,1),(3,8,—11,16,10,9)} |

@wme une bose de Vect({oy, o, 75}).

premizne donmnaif la colonme mulle. Ce qui se braduit em bernme
deueckwm/r\an:

U3 — 20Uy — U1 =0 .
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£

Exercice o 40 (R%).
On considére la famille suivante de vecteurs de R? :

A={(1,2,3,1),(2,1,3,1),(1,1,2,3),(1,1,3,2),(3,2,5,4) } .
(1) Cette famille est-elle libre ?

(2) Quelle est la dimension de Vect(.A), le sous-espace vectoriel de R* en-
gendré par A7

(3) Donner deux bases différentes de Vect(.A).

(4) Donner une combinaison linéaire non triviale d’éléments de A.

CORRECTION.

(1) £a famille de wveckewns A neak pas blbne can ellle conbient sbric-
Ferment plus de vectewws que la dimension de Uespace vectoniel
dams lequel elle est. (On o appliqué la prepesition 37)

(2) On ubilise toujows Lo meme methode qui comsisfe & comsidénen
QamabmeMAdtheanmmm@@wwd@motwmde
A puis & Lechommen.

My =

_ W N =
— W =N
W N = =
N W =
= Ot DN W
W N = =
Ut = = O
_ -0 O
= e
SO OO

el 4,

‘dimVect(A) :4‘ .
de Vect(A), cest-a-dine ici

1{(1,1,2,3),(0,1,1,5),(0,0,1,1),(0,0,0, 1)} |

est wme Base de Vect(A).
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Les veckeurs
1{(1,2,3,1),(0,1,1,5),(0,0,1,1),(0,0,0, 1)}

a/f\/[mnbmmmta\/ect JWWW&&J\@Q@«\M
U&Wmmmmdgvect A).

[G=mral

o)

Exercice 41 (Sous-espaces vectoriels de R*).
On appelle U le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs sui-
vants :

=(1,2,—1,3), = (2,4,1,-2) et iy:=(3,6,3,-7).
On appelle W le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs suivants :
wp = (1,2,—4,11) et o = (2,4,-5,14) .
(1) Quelle est la dimension de W ?
(2) Montrer que U =W.

(3) En donner deux bases différentes.

CORRECTION.

()@mbmmwldwgmm&/rmw&méanm
Ws sont llres; &Wmmmwm@mﬂ@aﬁ

dimemnaisn 2,
[dimW =2] .
(Q)Ommwwmmwmmqumwwmwlatwg o
/r\anﬁmmntd U WWT@Q&M’&AW
Wy = 3y — iy ek Wy = 4iiy — iy .
(Omwwmﬂam{ﬁl =(1,2,-1,3), 7 := (0,0,3,—-8)}
de U breunsée dams Qe wuméirwmanqum que

—

151:’[)1—172 d ’(52:2171—172 )
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Ommdéduil:o[ueWCU.On,dombﬁewww,mew
o[uedimU:Z(eMvmeerdmm-Wued’,@’ueabUatW
Mdﬁm@mﬂ&mmm,mmwn&ut%'&owégaum
U=W
(3) eofm/me JJZ A'agit dum boUb-ebace UectefueQ de dimemasiomn 2,
G exompl, oo familles
i, o} |, [{#1,52}] ek | {0} |

%Mmmtdm@aA@deU:W.

2]

Exercice 42 (Polynomes II).
On considére la famille suivante de polynémes

F={l+X+X*+X%1-X-X*1-X*-X°3-X°}
(1) Cette famille est-elle génératrice dans ’espace-vectoriel R3[X] des po-
lyndémes de degré inférieur ou égal a 37
(2) Cette famille est-elle libre dans R3[X]?
(3) Cette famille est-elle libre dans R[X]?
(4) Donner deux bases du sous-espace Vect(F) engendré par la famille F.
(

5) Compléter ces bases de Vect(F) en des bases de R3[X].
CORRECTION.
(1) On ubilive Lo lase camonigue {X3, X% X,1} de Rs[X] dams la-
quei)ﬂemédut[zebéjémfmtbde]:/r\mmbermmmdmm
{(1,1,1,1),(-1,0,-1,1),(-1,-1,0,1),(-1,0,0,3), }

deR4‘£amabuoedem}e¢wwgoQ®mmewawrmdamteeAtdom

-1 -1 -1
0 -1 0
-1 0 0
1 1 3

—_ = =
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Qa'mablipezmﬁwwnte

1 -1 -1 -1 1
1 0 -1 0 1
1 -1 0 o] 7|1
1 1 1 3 1

WW&WSJW4—d1mR3[ ].

@d’ke%wwmem@td&ncw%enm

é@a@mm&ﬁefml’mmt4meot&m&mﬁemdnﬁmmm—w

(3)£e@a¢dewnmﬂéﬂULQa%amipﬂefdamR3[X]wdamAQ’W

N O = O
N = OO
OO OO

dams Ra[X] e W@WMWWMQ@W

wu%u;edme .@mﬂa@amﬂe]:mmt/[m%wdwm]RX].

()@Wﬁetﬁwwmemmm fes seckeurs colommes de la
WMW@%MKg %@fvmmtwme
deVect Omad@mcqueﬂa[)jmmfz@e

(X + X+ X +1,X?+2,X +2}

%mmewnepymedeVect(}")
mm&%m,&mb’mm&m
aelmpyimam Q,imea/ ine des breis /[’\J'LE/TT\AEJ’LA Om em déduit demc
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que fes trois Jemiens veckeuns, mterurmékéb dams R3[X], iLe.

I+X+X*+X31-X-X*1-X*-X}|,

%@’VWM\EQ&QAEAEV@Ct(.F
mwmmmm&mm@wﬂ%w

{(XP+ X+ X +1,X*+2,X+2,1}| &

+X+X*+X°1-X-X*1-X*-X°1}

oa)

Exercice 43 (Somme directe).
Montrer que les deux sous-espaces vectoriels de R?

U= {(z,y,2) ER’ |z +y+2=0} et V:=Vect({(2,0,0)})
sont en somme directe.

CORRECTION. Jl m%d: de memnbnen que Vimterweckion emtre U et

V se néduib au vectewn mul. Les laments de V. senk les wvecteuwns
colliméaines & (2,0,0), c@kaMﬂ@Wd&Q@@@Wme(QAOO)

MAERUEA@%&&@EW x+y+z:0deUALatAwﬂemwnli
AL2)\+O+0:0,cequLi/m/Po{>e)\:0.

Dome, UNV={0}, ie. U ek V sont em semme dinecke

£

. M . . . .
Exercice v 44 (Fonctions paires et impaires).
Dans l'espace vectoriel % des applications de R vers R, on considére
les deux sous-espaces vectoriels formés respectivement des fonctions paires

f(=x) = f(z) et impaires f(—x) = —f(z) :
P ={f : R—=>R| fpare} et & :={f:R—=R| fimpaire} .

Montrer que & @ ¥ =
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CORRECTION. Omwmmmexpanmombmurueﬁeodmmw/[\m

f(x)zf(—x)z—f(m),dechf()—O/ruuusf —O /r\ountouthR

ﬂﬂfz{%m%m@@@iwﬂ*.

o«lpe&tm@m@ump(—x):p(x)etoﬁie&tm%@ﬂm
impaine i(—z) = —i(z).
%Dugimap,mammblé
Fer=7].

£

Exercice 45 (Supplémentaire).
On se place dans le plan R?. On considére la droite vectorielle d’équation

D= {(z,y) eR* |22 +y =0} .
(1) Trouver un supplémentaire de D dans R?.
(2) Est-il unique ? Sinon, combien y en a-t-il?
CORRECTION.
(1) £a dneike des albscinses est um supplémentaine de D+ som im-

tersection avec D esk néduite a veckeuwn. mul G et sa somme
QMD%WmmmeW&MMWMWM@m

MWA/M&WWWMWAEDQ

d'um veckeun p\o’u%ﬂm,taﬂ
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(2) En fait, koute droite veckonielle du plam, differente de D, em
s

Exercice 46 (Projections).
Dans 'espace R2, on considére la droite D d’équations

D= {(x,y,2) €R’ [z +y—2=0; 2+ 2y +2 =0}
et le plan P d’équation
P={(z,y,2) €ER® |z +y—22=0} .
(1) Montrer qu’ils sont supplémentaires I'un de I’autre dans R3.

(2) Donner l'expression des projections proj% sur D parallélement & P et
projg sur P parallélement a D.

CORRECTION.

()l)?oit (az,yjz)mm}ma/rvr\wltm\amﬁdDede. follsrs il

vorific e anabsme d'squations suiwant

3z+y—2z=0
r+2y+2z=0
r4+y—2z=0

hmx,mb\wmey:—Sz.(eeadoW

3r —4z=0
r—5z=0,

quis x =5z ek 112 = 0. Do, seule Lo solubion (0,0,0) wu%@
ce A/gaté/me, cesk-a-dine

DNP={0} .

OmAaitqueQadﬂoiteDe&tdedirmmAioml&to[ueQe/I\Qam
PM&&WZ.@@WDJPM%WM,
lo poopesition 43 afffinme que

dim(D @ P) =dimD +dimP=1+4+2=3 .

@W,D@P:RQSJD ek P A@mtwv’ﬂpémmtamsbﬁ’mdﬁﬁlm.
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(2) Lo quesbion précedente démontne que tout wveckeun de @ € R?
Awutdemwmenemuquewnvmeﬁamwz i+ 7 dun
veckeurn. @ de D eb dum veckeur @ de P. 8%@%%&9@“\%

mtﬂedwwr\%th\ soill W = (z,y,2 e,tcpxmcpxmw
(a,b,c) ek 7= (a,3,7) l}oﬁbo[ue

r=a+«

y=b+p

z=c+y .
é@’éthmdgp,mén%@/pmﬁ,mta+ﬁ—2yzopxe@em

a+b—2c=z+y—2z .

A/b\txtéfmewmmmt

3a+b—c = 0
a+2b+c = 0
a+b—2c = xz4+y-—2z

4da+3b = 0
3a+5b = x+4+y—2z
a+b—2c = z+y-—2z

WOA@E&WMS&%WM4W

oUunseT A

12496 = 0

12a4+200 = 4(z+y—22)

a+b—2c = xz+y-—2z
breunsere b

4
b:ﬁ(ﬂf—f-y—22’) y

/r\u'wa

3
—_— — — _2
a 11(x+y 2) |,
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et enfim c

)
c:—ﬁ(z—i-y—Qz)

Leo coondonmses (o, B,7) du veckeun v somk dome

(0.5, 3 6, 4,7 8 5 5 1
« = —X — Y — — 2, ——XT — —Z, — X — —2Zz
P T S S R TR T TR TR AT |

%uW,Qanproj%mD/’mmméﬂammth
W&M@M&Wﬁ,m
R - D

(.’E,y,Z) = (—%(Ilf-i-y—22),%($+y—22),—%($+y—22))

&Qamﬂa@mprojngqmnaﬂgépﬂmwﬁdDm&eQem-
teuwr. @ sun le veckeur. @, soit
R} — P

(z,y,2) +—

14 3 6 4 7 8 5 5 1
(Hz+ Sy — 52—+ Gy + T2 3o+ 3y + 157)




CHAPITRE 3

APPLICATIONS LINEAIRES

De maniére générale en mathématiques, c’est ’étude des applications entre
objets qui nous intéresse le plus, entre autre, parce qu’elles nous donne des in-
formations sur les objets eux-mémes. Nous avons vu au premier chapitre la
notion d’application entre deux ensembles et le deuxiéme chapitre a mis au
jour la notion d’espace vectoriel. Dans ce chapitre, nous étudierons la bonne
notion d’application entre espaces vectoriels : les applications linéaires.

1. Définition

Comme un espace vectoriel est la donnée d’un ensemble et de deux lois, on
étudie les applications ensemblistes entre deux espaces vectoriels qui respectent
la somme des vecteurs et la multiplication par les scalaires. Plus précisément,
cela correspond & la définition suivante.

Définition (Application linéaire). Soient (U, +y,.v) et (V,+y,.v) deux
espaces vectoriels. Une application f : U — V est dite linéaire si

fy v ta) = f(ir) +v f(d2) ,

f(Avd) =Xy f(a),

pour tout iy, i, @ € U et A € R. On les appelle aussi des morphismes, voire
des homéomorphismes.

REMARQUE. Ces deux conditions sont équivalentes au seul fait que I'appli-
cation f préserve les combinaisons linéaires de deux vecteurs

FOM i+ X ilz) = A1 f(T1) + Ao . f (i)

Ceci est encore équivalent au fait que f préserve n’importe quelle combinaison
linéaire

—

f()\l.ﬁl—f--”—l-)\n.ﬁn) :Alf(ﬁl)—l--f-)\nf(ﬁn)

1. Lorsque le contexte est évident, on note simplement les lois de U et de V par «+» et
par «.» pour simplifier les notations.
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Il est facile de voir que toute application linéaire envoie le vecteur nul de
U sur le vecteur nul de V' :

£(0y) = 0y
EXEMPLES.
¢ Les applications de la forme
R —- R
r = ax

avec a € R sont linéaires. En effet, a(Az + py) = Aazx) + p(ay). Ce sont
d’ailleurs les seules applications linéaires de R dans R.

¢ Toute matrice A € M,, ,,, donne naissance a une application

fa: R™ — R"
X = AX,

ol la multiplication AX de la matrice A par le vecteur colonne X est

a1l o Glm 1 1,101 + -+ AQ1mTm

n1 "+ Adnm Tm an1T1 + -+ G mTm

qui est linéaire car la multiplication des matrices ’est :
AX+Y)=AX+ AY et ANX)=A(4X).

Toute application linéaire R™ dans R"™ est de cette forme, voir ci-
dessous !

¢ Nous avions déja vu une application linéaire au chapitre précédent :

I’application «coordonnéesy dans une base B = {51, ce 5n}
coordp : A% — R"™
U=Mb1 4+ X\bn = (A,..., ) .

Dans I'autre sens, ’application «combinaison linéaire»

clp : R"™ — A%
(Alsee i dn) = Atby+ -+ Anbn

est aussi linéaire. Notez que ces deux applications sont bijectives et
inverses I'une de l'autre.

¢ Pour toute décomposition d’un espace vectoriel en somme directe de
deux sous-espaces vectoriels W = U @ V, les deux projections proj¥
et projg sur U parallelement a V et sur V parallélement & U sont des
applications linéaires.
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o Pour tout espace vectoriel ¥ = (V, +,.), I'application identité

_|_
idy : V. —» V
7 = U

est manifestement linéaire.

CONTRE-EXEMPLE.
¢ L’application

R — R
xr = x+2

n’est pas linéaire, par exemple, parce que 'image de 0 n’est pas 0.

o L’application
R —- R
r = 2’

n’est pas linéaire. Certes 'image de 0 est bien 0 mais elle ne respecte
ni la somme

(+y)? =2 + 20y +y* #2° + ¢,
ni la multiplication par les scalaires
(Ax)? = N222 # A2? .

La proposition suivante va nous rendre I’étude des applications linéaires
beaucoup plus facile que celle des applications quelconques. Elle affirme qu’une
application linéaire est complétement caractérisée pour 'image des vecteurs
d’une base, c’est-a-dire une toute petite donnée.

Proposition 48. Soit B = {u1,...,Uy} une base de % et soit F =
{V1,...,Un} une famille de ¥, il existe une unique application linéaire f :
U — YV qui envoie la famille B sur la famille F :

f (@) = Ui, pour tout 1 <i<m

DEMONSTRATION. La démonstration permet de comprendre ce qui se passe.
On cherche a décrire I'image f(Z) de tout élément & € % par la fonction f.
Comme B est une base, on peut décomposer & de maniére unique comme com-
binaison linéaire dessus : £ = \1u1 + - - - + AUy, Ensuite, on utilise le fait que
I’application f est linéaire, c’est-a-dire

f(@) = fMt+- -+ Aptim) = M 1)+ + A f ) = MO+ + AT
et hop, le tour est joué : 'application f existe et est unique. [l

En utilisant cette propriété, on peut montrer que toutes les applications
linéaires entre puissances de R sont de forme matricielle.
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Théoréme 49. Toute application lincaire f : R™ — R™ est de la forme

f=fa: R —» R"
X - AX,

ot la matrice A € My, ,, est composée en colonnes des images par f des vecteurs

1 0

0 :

N IR

0 1

de la base canonique de R™, c’est-a-dire :
1 0
0
A={r| .|

0 1

DEMONSTRATION. La démonstration est similaire a la précédente. Si on
appelle

1 0
. 0 . :
€1 = . ) y €m = :
: 0
0 1
7
T
la base canonique de R™, alors tout vecteur X = ; s'écrit X = x1€1 +
Tm

-+ + rmém dans cette base. Donc son image par 'application linéaire f est

f(X) :f(x1€1+"'+xm€m) :x1f<€1)+"‘+xm(€m) :

a1,
Si on note les vecteurs images f(€;) = : , alors I'image de tout vecteur
(i
X vaut
f(X) = zf(@)+ - +anfén)
ail a1,m a11T1 + -+ a1mTm
= I +-+Tm = :
Qn,1 Qn,m Ap,1T1 + -+ GpmTm
= AX.
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On note ’ensemble des applications linéaires entre les deux espaces vecto-
riels Z et ¥ par

‘Hom(%,“//) ={f:U—=>V| flinéaire}‘.

ATTENTION @ La prochaine proposition va vous faire bien réfléchir;
prenez de ’aspirine.

Proposition 50. L’ensemble (Hom (% ,V),+,.) des applications linéaires
entre deux espaces vectoriels fixés, muni de la somme et de la multiplication
des scalaires des fonctions, est un espace vectoriel.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que c’est un sous-espace vectoriel
de 'espace vectoriel de toutes les applications partant de ’ensemble U et ar-
rivant dans ’espace vectoriel ¥, voir 'exercice 28. En fait, la somme de deux
applications linéaires est encore une application linéaire

(f+9)(Mts + Aotlz) = f(Ats + Aotiz) + g(Mitls + Aotla)
= AS(@1) 4 Mo f (@2) + Mg(@1) + Aag(ida)
= M(f+g)(U)+ A (f+g)(u2) .

Et la multiplication d’une application linéaire par un scalaire donne encore une
application linéaire. [l

REMARQUE % . Notez la mise en abyme? : on part de deux espaces
vectoriels, on considére les applications entre eux et cela forme un nouvel es-
pace vectoriel! Prenez le temps de digérer cela. Dis plus simplement, cette
proposition affirme que toute combinaison linéaire d’applications linéaires est
encore une application linéaire.

Poursuivons I’étude des opérations possibles sur les applications linéaires
avec la composition. Soit # un troisiéme espace vectoriel. On peut composer
toute paire d’applications linéaires de % vers ¥ et de ¥ vers # respective-
ment :

vy 9y
\_//
gof

Proposition 51. La composée g o f de deux applications linéaire f et g
est encore une application linéaire.

2. Se dit lorsque dans une oeuvre est fait référence a 'oeuvre elle-méme. Par exemple,
lorsque dans un film on parle de ce film comme dans «La folle histoire de ’espace» de Mel
Brooks, ou comme dans certains tableaux de Magritte.
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EXEMPLE. Si les espaces vectoriels en question sont des puissances de R,
ie. 4 =R™, ¥ =R" et # = RP, alors on sait que les applications linéaires
sont nécessairement matricielles par le théoréme 49.

fa I

R™ R™ RP
\_/
fBofa=fan
Xt AX ABX .

La composée de la multiplication par une matrice A puis par une matrice B
est bien une application linéaire puisqu’elle est égale & la multiplication par la
matrice produit AB.

Nous venons de considérer trois opérations qui préservent les applications
linéaire : la somme, la multiplication par un scalaire et la composition. Entre
elles, elle vérifie la propriété suivante.

Proposition 52. La composition des applications définit une application
Hom(% ,?) x Hom(¥', %) — Hom(%,¥)
(f,9) = gof
qui est bilinéaire, c¢’est-a-dire qu’elle est linéaire & gauche et o droite :

(Ag1+Aag2) o f = Ai(giof)+Aa(g20f),
go(Aifi+Xafa) = Ai(go fi)+Xa(go f2) .

DEMONSTRATION. Les vérifications sont automatiques & partir des défini-
tions. N

INTERPRETATION % . Si on résume, on a que l'ensemble des applica-
tions linéaires entre espaces vectoriels est encore un espace vectoriel et que la
composition des applications linéaires définit une application bilinéaire. Que
de mises en abyme! On pourrait continuer ce triturage intellectuel, mais on
va arréter les frais ici. Tout ceci vous montre la richesse de la notion d’espace
vectoriel.

2. Noyau et image

On va maintenant étudier comment se comporte les applications linéaires
vis-a-vis des sous-espaces vectoriels.

Proposition 53. Soit f : % — ¥V une application linéaire.
o Pour tout sous-espace vectoriel U’ de % , son image par f

FU)={f@eV|acU)

est un sous-espace vectoriel de V.
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o Pour tout sous-espace vectoriel V' de ¥, son image réciproque par f

FHV) ={aeU| fu) e V'}

est un sous-espace vectoriel de U .

EXEMPLES. Dans ’espace &, considérons la projection projg sur le plan
horizontal P parallélement & la droite verticale D.

U’ D

proff (1)

¢ Soit U’ un plan vertical. Son image par la projection projg sur le plan
horizontal est une droite vectorielle, c’est-a-dire bien un sous-espace
vectoriel du plan horizontal.

¢ Soit V/ une droite vectorielle du plan horizontal. Son image réciproque
par la projection projg est le plan vertical qu’elle définit. Il s’agit bien
d’un sous-espace vectoriel de 'espace &.

On va s’intéresser plus particuliérement au deux cas extrémes suivants
U =U et V' = {0}.

Définition (Image et noyau).

o L’image d’une application linéaire f : Z — ¥ est le sous-espace vecto-
riel du but défini par

Imf = f(U)]| .
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o Le noyau d’une application linéaire f : % — ¥ est le sous-espace
vectoriel de la source défini par

Kerf = f~1({0})

EXEMPLES.
o Soient U et V deux droites vectorielles distinctes du plan 2. On consi-
dére la projection proj\é sur U parallélement & V.

v

projg(f)

Dans ce cas, 'image de la projection est la droite U et le noyau de
la projection est la droite V.
© Soit une application linéaire entre des puissances de R
fa: R — R”
X = AX,

ot A est une matrice de M, ,,. On appelle ci, ..., Gy, les m vecteurs de
R™ données par les colonnes de la matrice A :

a1 a1,m
. . > . . n
1= : y veey Cm = : e R"™.

Q1

an,1 anm

L’image de application f4 est le sous-espace vectoriel de R™ engendré
par les ¢1,...,Cp :

\ImfA :Vect(a,...,am)\.

En effet, les éléments de 'image de f4 sont les éléments de la forme

1 a1 a1,m
faX)=fa| ¢ == 1 fFotEe | 0| SOt ATmln

Tm an,1 An,m
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Le noyau de I’application f4 est le sous-espace vectoriel de R™ formé
par les vecteurs dont les coordonnées sont solutions du systéme de n
équations linéaires & m inconnues :

a1171 + -+ a1 mTm =0,

p1T1 + -+ GpmTm =0 .

En effet, par définition, on a Ker f4 = {X € R™ | AX = 0}.

INTERPRETATION % . On commence ici & voir l'intérét de la théorie
des espaces vectoriels : on vient d’interpréter les braves solutions de systémes
d’équations linéaires comme un sous-espace vectoriel particulier, le noyau d’une
application linéaire matricielle. On peut donc s’attendre & ce que la suite du
cours nous donne de nouveaux outils pour résoudre ce genre de question ...

Théoréme 54. Soit f: % — V une application linéaire.
o L’application f est surjective si et seulement si Imf = V. On dit alors
que c’est un épimorphisme et on note f : % — V.
o L’application f est injective si et seulement si Kerf = {6} On dit alors
que c’est un monomorphisme et on note f : % — V.
o L’application f est bijective si et seulement si Imf =V et Kerf = {6}

On dit alors que c’est un isomorphisme et on note f : U =N

EXEMPLES.
¢ Dans tout espace vectoriel décomposé sous la forme W = U@ V, la
projection
proj¥ : W—=U
sur U est un épimorphisme mais pas un monomorphisme car V # {6}
¢ Les deux applications «coordonnées» et «combinaison linéaire» dans
une base sont des isomorphismes, inverses I'une de 'autre :

coordg =clg™t et cly =coords .

EN PRATIQUE % . Notez la puissance pratique de ce résultat. Lorsque
I’on veut montrer qu'une application est injective, nous avons vu qu’il fallait
compter le nombre d’antécédents pour chaque élément du but. Dans le cas ot
I'application est linéaire, il suffit juste de vérifier que le seul antécédent du
vecteur nul (du but) est le vecteur nul (de la source)! Econome, non ?

Proposition 55. Lorsqu’une application linéaire f : % — V est bijective,
alors son application réciproque f~' ¥ — U est linéaire.
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EXEMPLE. Nous verrons plus loin que si une application linéaire matricielle
fa : R™ — R™ est bijective, alors cela force les dimensions a étre égales : n = m.
La fonction réciproque est encore matricielle, par le théoréme 49, c¢’est-a-dire
(fa)~! = fp, ot BA = AB = I. La matrice B est l'inverse de la matrice A,
c’est-a-dire B = A~'. Au final, ceci se résume en

(fa) ' = fa
Voa)

Exercice 47 (Dérivation).
Dans ’espace vectoriel R[X] des polynémes, on considére 'application «dé-
rivation» suivante

der : R[X]— R[X]
{ P=ay+a X+ +a,X"— P =a;+2aX+ - +na, X" 1.
(1) L’application der est-elle linéaire ?
(2) Décrire son image Im der. Cette application est-elle un épimorphisme ?
(3) Décrire son noyau Ker der. Cette application est-elle un monomor-
phisme ?
(4) L’application der est-elle un isomorphisme 7

2]

Exercice 48 (Décalage).
Dans ’espace vectoriel R[X] des polynémes, on considére 'application «dé-
calage» suivante

dec : R[X] — R[X]
P(X)—P(X+1).
(1) L’application dec est-elle linéaire ?
(2) Décrire son image Im dec. Cette application est-elle un épimorphisme ?
(3) Décrire son noyau Ker dec. Cette application est-elle un monomor-
phisme ?

(4) L’application dec est-elle un isomorphisme ?
(5) Si oui, décrire son application linéaire réciproque.

o)
Exercice 49 (Application linéaire matricielle).
Dans I’espace vectoriel R, on note £ := {€7, €3, €3} la base canonique

é'l = (1,0,0), 52 = (0, 1,0), 53 = (0,0, 1) .
On consideére la famille F := { fi, fé, f;;,} définie par

.]Ei = (1707 _1)3 fé = (Oa 172)7 fé = (271a 1) .
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Il existe une unique application linéaire f : R?* — R3 qui envoie
€1 fi, € f2, e f3.
(1) Montrer que cette application linéaire est de la forme

{ f: R3=R3
X— AX ,
ou A € M3(R) est une matrice 3 x 3 que l'on explicitera.
2
3
4

Décrire 'image Imf de f et en donner une base.
L’application f est-elle un épimorphisme ?

Décrire le noyau Kerf de f.

6
7

(2)

(3)

(4)

(5) L’application f est-elle un monomorphisme ?
(6) L’application f est-elle un isomorphisme ?
(7)

Si oui, décrire 'application réciproque.
£

Proposition 56. Soit f: % — ¥V une application linéaire.

o L’application f est un épimorphisme si et seulement si, pour’ toute fa-

mille génératrice A = {d,...,d,} de %, son image f(A) = {f a),
..,f(c_in)} par f est une famzlle génératrice de V.

o L’application f est un monomorphisme si et seulement s, pour toute
famille libre A = {Eil,.. an} de U, son image f(A) = {f a),
f(dn)} par f est une famille libre de V.

o L’application f est un isomorphisme si et seulement st, pour toute base
A={a,....d,} de %, son image f(A) = {f(@1),...,f(@)} par f
est une base de V.

EN PRATIQUE %t;ég . On se servira, bien sur, plus souvent de I'implica-
tion directe (de la gauche vers la droite) qui se lit respectivement : un épi-
morphisme préserve les familles génératrices, un monomorphisme préserve les
familles libres et un isomorphisme préserve les bases.

EXEMPLES.
¢ Dans l'espace &, reprenons ’exemple de la projection projg sur le plan
horizontal P parallélement & la droite verticale D. La projection sur
le plan horizontal d’une famille génératrice de & donne une famille
génératrice du plan P.
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projp

Mais, la projection d’une base de & donne une famille de trois vec-
teurs du plan qui n’est jamais libre. La projection est bien un épimor-
phisme mais pas un monomorphisme.

¢ Considérons I'inclusion du plan &2 dans 'espace &, par exemple comme
étant le plan horizontal.

/—> —

Toute famille libre du plan & reste une famille libre lorsqu’elle est
vue dans l'espace &. Par contre, une famille génératrice du plan &
n’engendre pas plus que le plan horizontal de ’espace & ; elle perd donc
la propriété d’étre génératrice par l'inclusion. Au final, 'inclusion est
un monomorphisme mais pas un épimorphisme.

Corollaire 57. Si deux espaces vectoriels sont isomorphes, alors ils ont la
méme dimension.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe de la derniére assertion
de la proposition 56 : un isomorphisme envoie une base sur une base. Donc les
bases de la source et du but ont le méme nombre d’éléments. [l

REMARQUE. La réciproque est aussi vraie : deux espaces vectoriels de
méme dimension (finie) sont isomorphes.

3. Rang

On va maintenant étudier le comportement des applications linéaires vis-
a-vis des dimensions.
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Définition (Rang). Le rang d’une application linéaire f est la dimension
de son image

’rgf = dimlmf‘.

ExXEMPLE. Considérons le cas des applications linéaires f4 : R™ — R”
entre puissances de R. Nous avons vu précédemment que I'image de f4 était
le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les vecteurs colonnes de la matrice
A, Im f4 = Vect(é,. .., Gn). Le rang de lapplication f4 est donc la dimension
de ce sous-espace. Il est égal au nombre de colonnes non nulles dans la matrice
échelonnée ; c’est donc le rang de la matrice A.

Proposition 58. Pour toute application linéaire f : % — V', on arg f <
dim ¥ avec égalité si et seulement si [ est un épimorphisme.

DEMONSTRATION. C’est un corollaire direct de la proposition 37 appliquée
au sous-espace vectoriel Imf de I'espace vectoriel 7. [l

Le théoréme fondamental suivant relie le rang d’une application linéaire &
la dimension de sa source.

Théoréme 59 (Théoréme du rang). Toute application linéaire f : U — V'
depuis un espace vectoriel % de dimension finie vérifie

‘dim@/ :dimKerf—Frgf‘.

DEMONSTRATION. La démonstration est simple et permet d’illustrer com-
ment on utilise la notion de supplémentaire pour décomposer un espace vecto-
riel.

Le noyau de f est un sous-espace vectoriel de la source % . Il admet donc
(au moins) un supplémentaire : U = Ker f @ S. On considére la restriction

f|s :S — Im f
de f alasource & S et au but 4 'image de f. Comme Ker f et S sont en somme
directe, Ker fNS = {6}, alors le noyau de f|g est réduit au vecteur nul et f|g

est injective. Il est facile de voir que 'image de f|g est égale & I'image de f.
Donc, lapplication linéaire f|g est un isomorphisme. Le corollaire 57 implique
que les dimensions de S et de Im f sont égales, c’est-a-dire

rg f =dimU — dimKerf .
O

EXEMPLE. Dans l'espace & de dimension 3, reprenons I’exemple de la pro-
jection m = projg : & — P sur un plan P parallélement & une droite D. Dans
ce cas, Kerm =D et Im7m =P et le théoréme du rang donne

dim& = dimKernm + rgn
3 = 1 + 2.




192 CHAPITRE 3. APPLICATIONS LINEAIRES

£

Exercice 50 (Sous-espace vectoriel).
On considére le sous-ensemble de R* défini par

F::{(xvyaz?t)€R4‘2x_y:07 x—y+t+z:0}.

(1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* en 1’écrivant comme
le noyau d’une application linéaire bien choisie.

(2) Calculer la dimension du sous-espace vectoriel F.

oa)

La proposition suivante est similaire & la proposition 1 du chapitre 1 qui
compare les cardinaux des ensembles source et but. Ici, comme les différents
cardinaux sont infinis, cette notion ne nous aide pas beaucoup. A la place, on
utilise celle, plus pertinente, de dimension.

Proposition 60. Soit f : % — V¥ wune application linéaire entre deux
espaces vectoriels de dimensions finies.

o Si Uapplication f est un épimorphisme % — V', alors dim % > dim 7.

o Si Uapplication f est un monomorphisme % — V¥, alors dim% <

dim 7.
o Si Uapplication f est un isomorphisme % — ¥, alors dim% = dim V.

DEMONSTRATION. C’est un corollaire direct du théoréme du rang (et du
théoréme 54) qui illustre bien la puissance et 1’élégance de ce dernier.
¢ Si I’application f est un épimorphisme, on a Imf =V et la formule du
théoréme du rang devient

dim% =dimKerf +dim ¥ > dim 7 .

o Silapplication f est un monomorphisme, on a Kerf = {0} et la formule
du théoréme du rang devient

dim%Z =0+rgf <dim7¥? .

o C’est un corollaire immédiat des deux points précédents.

]

ATTENTION @ La réciproque est en générale fausse. C’est une erreur
malheureusement trop fréquente contre laquelle vous devez vous travailler. Si
on vous donne une application fixée f : % — ¥, ce n’est pas parce que
la dimension de la source est supérieure a celle du but que cette application
précise f est un épimorphisme ! L’application nulle de R? dans R en est un bon
exemple.
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Les contraposées® des assertions de la proposition précédente donnent le
corollaire suivant.

Corollaire 61. Soient % et V' deux espaces vectoriels de dimensions fi-
nies.
o Sidim%Z < dim ¥, alors il n’existe aucun épimorphisme % — ¥V entre

U et V.

o Sidim%Z > dim ¥, alors il n’existe aucun monomorphisme U — ¥V
entre % et V. N

o Sidim% # dim ¥, alors il n’existe aucun isomorphisme % — V entre
U etV .

Dans le cas de deux espaces vectoriels de méme dimension finie, le théoréme
suivant montre que toutes les situations ne peuvent pas arriver.

Théoréme 62. Soit f : % — ¥V une application linéaire entre deux es-
paces vectoriels de méme dimension finie. Les propositions suivantes sont équi-
valentes.

‘f épimorphisme <= f monomorphisme <= f isomorphz’sme‘ .

DEMONSTRATION. Il s’agit d’une application directe du théoréme 59 du
rang avec dim % = dim 7. 1l suffit de montrer la premiére équivalence.
(=) : Silapplication f est un épimorphisme, on a Imf =V et la formule
du théoréme du rang devient

dim% = dimKerf + dim ¥ = dimKerf + dim % .
On a donc dim Kerf = 0 et, par conséquent, Kerf = {0}.

(<) : Si Papplication f est un monomorphisme, on a Kerf = {6} et la
formule du théoréme du rang devient

dim%Z =04+rgf=dim7¥? .
On a donc dimrg f = dim ¥ et, par conséquent, Imf = V.
O

INTERPRETATION % . En général, quatre cas sont possibles : injectif-
surjectif, non injectif-surjectif, injectif-non surjectif et non injectif-non surjectif.
Or, dans le cas ou les dimensions sont les mémes et finies, alors seuls les deux
cas injectif-surjectif et non injectif-non surjectif peuvent arriver.

En pratique, si vous connaissez les dimensions de la source et du but et
qu’elles sont égales, vous pouvez conclure l'injectivité (ou non) & partir de la

3. On rappelle que la contraposée d’une implication logique «A = B» est «non B =
non A». Par exemple, la contraposée de «s’il a réussit son partiel, alors c’est qu’il a travailléy
est «s’il ne travaille pas, alors il n’aura pas son partiel».
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surjectivité (ou non)! C’est trés puissant. Mais attention! Vous vous souvien-
drez bien que cela ne fonctionne pas si les dimensions sont différentes.

Considérons maintenant le cas % = 7.

Définition (Endomorphisme et automorphisme). Une application linéaire
[+ % — % entre le méme espace vectoriel est appelée un endomorphisme. S’il
est inversible, on parle d’automorphisme.

EXEMPLE. Pour conclure, revenons a ’exemple des endomorphismes f4 :
X — AX de R™. IlIs correspondent aux matrices carrées M,, de taille n. Le
théoréme 62 se traduit de la maniére suivante en terme de matrices

A de rang maximal n <= le systéme d’équations linéaires AX =0
n’admet que la solution triviale X =0
<= A est inversible .

4. Matrice associée a une application linéaire

On connait toutes les applications linéaires entre puissances de R ; elles sont
données par multiplication matricielle (Théoréme 49). D’autre part, le calcul
matriciel simple nous permet d’étudier toutes les propriétés de ces applications
linéaires (rang, noyau, surjectivité, injectivité, etc.). Pour toute application
linéaire f : % — ¥, il serait donc trés intéressant de pouvoir se ramener & ce
cas.

Pour cela, il suffit de choisir une base A = {uy,..., Uy} de Z et une base
B ={t,...,U,} de ¥. On peut alors identifier 'espace Z a R™ et ’espace ¥
a R™ grace aux isomorphismes «coordonnées» et «combinaison linéairey.

f

w v
A
clg | i coord g clg i | coordp
Y
R4 gn

La composée coordg o f o cly est une application linéaire de R vers R" ; elle
est donc de la forme matricielle f4 : X — AX, avec A € M, ,,,. Le théoréme 49
nous dit que la i® colonne de la matrice A est le vecteur colonne [f(@;)]s formé
des coordonnées dans la base B de I'image par f du vecteur de base ;.

Définition (Matrice associée a une application linéaire). La matrice de
Papplication linéaire f : %4 — ¥V dans les bases A et B est la matrice dont
les colonnes sont composées des coordonnées dans la base B des images des
vecteurs de la base A.

Matg a(f) = ([f(@)]5; - - -+ [f (@m)]B)
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Si on note ces coordonnées par
fir) = a1101 + -+ an1th, ..., f(Un) = amat1 + -+ Gpmn

alors la matrice représentant I'application linéaire f dans les bases A et B est

a1t Aim
Matg 4(f) =

ap1 - Qnm

EN PRATIQUE ;mé . Pour ne pas faire d’erreur et bien vous souvenir de
la définition, n’hésitez pas & écrire en bas des colonnes les vecteurs représentés
et a droite de la matrice la base B de ¥". Cela donne

R a2 - Qim| Ui
as1 a2 - Qam| U2
Gn,1 Qn, 2 Qnm Un

EXEMPLES.
¢ La matrice de 'application identité id : % — % dans n’importe quelle
base A est la matrice ... identité!

MatAvA(id) = . . =1.

o Dans R?, on considére la projection projg : R? — P sur le plan hori-
zontal P parallélement & la droite verticale D. Les images des vecteurs
de la base canonique B = {€}, €2, €3} sont

projg(é'l) = e, projllg(é’g) = ey et projg(é’g) =0.

Donc la matrice de cette projection dans la base canonique B de R? et
la base canonique {é7,€>} de P est
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La matrice Matg 4(f) que nous venons de définir répond positivement a
la question de départ.

Proposition 63. La composée coordg o f o cly est Uapplication linéaire
matricielle f4 : R™ — R™ définie par la matrice A = Matp 4(f) représentant
Uapplication f dans les bases A et B.

DEMONSTRATION. Comme expliqué dans le corps du texte, c’est une ap-
plication directe du théoréme 49. U

On peut maintenant lire toutes les propriétés de 'application linéaire f sur
la matrice Matg _4(f).

£

Exercice 51 (Dérivation bis).

On reprend les notations de 'exercice 47. Dans I’espace vectoriel R3[X] des
polyndmes de degré inférieur ou égal a 3, on considére 'application linéaire
«dérivation» suivante

{der : R3[X] — Rs[X]
P —~ P

(1) Ecrire la matrice Matg g(der) de I’application linéaire der dans la base
B:={1,X, X% X3}

(2) En utilisant la matrice Matp g(der) répondre aux questions suivantes.
L’application linéaire der est-elle un épimorphisme ? L’application li-
néaire der est-elle un monomorphisme ? L’application linéaire der est-
elle un automorphisme ?

(3) Quelle est la dimension de I'image de der ?

(4) Quelle est la dimension du noyau de der ?

£

Exercice 52 (Matrice associée a une application linéaire).
On considére 'application suivante :

f : R3 - R4
(x,y,2) — (z+2y+32,20+4y+6z,—z+y+ 32,3z — 2y — 72).
(1) Montrer que Papplication f est linéaire.
(2) L’application linéaire f est-elle surjective ?

(3) Ecrire la matrice Matp, 5, (f) de I'application linéaire f dans les bases
canoniques de R? et R*.

(4) Décrire I'image de 'application f en utilisant la matrice Matg, g,(f).
(5) En déduire la dimension du noyau de f.
(6

) Décrire le noyau de l'application f en utilisant la matrice Matg, 5, (f).
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£

Exercice 53 (Nombre complexe).
On considére 'application suivante

f: C — C
z = Z4+iz.
(1) Montrer que 'application f est R-linéaire.

(2) Ecrire la matrice Matg 5(f) de I'application linéaire f dans la base
canonique B = {1,i} de C.

(3) L’application f est-elle un isomorphisme ?
£

On peut maintenant se demander quelle est la matrice qui représente la
composée de deux applications linéaires.

Uy Ty
clyg | | coord g clg | | coordp cle | | coorde
R™ fa R" fs RP
\_/
fBofa=fBa

Ce diagramme commutatif montre que la réponse est donnée par le produit
des deux matrices de g et de f.

Proposition 64. Soient f : U4 — V et g : ¥V — W deux applications
linéaires et soient A une base de % , B une base de ¥ et C une base de W .

La matrice représentant la composée go f : % — W dans les bases A et C
est le produit des deuxr matrices qui représentent g et f respectivement :

Mate, 4(g o f) = Mate 5(g)Matg 4(f)

NOTATION % . Puisque vous étes attentif-ve, vous avez déja remarqué
que dans la notation Matg 4(f) de la matrice représentant une application
linéaire, nous avons écrit la base de départ a droite et la base d’arrivée a
gauche ... Cette convention s’explique par la composition des applications qui
se lit de la droite vers la gauche. Du coup, la formule précédente donnant la
matrice de la composée de deux applications linéaires peut se retenir grace a
une «formule de Chasles» : en lisant de la droite vers la gauche, on part de la
base A pour aller dans la base B par 'application f, puis on va de la base B
a la base C par I'application g.
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£

Exercice 54 (Composées).
Soient f et g des endomorphismes de R? dont les matrices associées dans
des bases données sont

(1 -1 (32
e (L) wome(22).

Calculer les matrices représentant les composées f o g et go f dans les mémes
bases.

£

Nous avons vu & la section 2 qu’une application linéaire matricielle f4 : R™ —
R™ est un isomorphisme si et seulement si la matrice A est inversible. Dans ce
cas, I'application réciproque est donnée par l'inverse de la matrice : (f4)™! =
fa-1. Ceci donne la matrice qui représente la réciproque d’'une application
linéaire, avec la proposition 64.

Proposition 65. Soit f: % — ¥ un isomorphisme et soient A une base
de % et B une base de V.

La matrice représentant la réciproque f~': ¥ — U de f dans les bases B
et A est l'inverse de la matrice qui représente f :

MatAyg(f_l) = (MatB,A(f))_l
£

Exercice 55 (Décalage bis).

On reprend les notations de 'exercice 48. Dans I’espace vectoriel R3[X] des
polynémes de degré inférieur ou égal & 3, on considére 'application linéaire
«décalage» suivante

dec : R3[X] — Rs[X]
P(X) —» PX+1).
(1) Ecrire la matrice Matg (dec) de I'application linéaire dec dans la base
B:={1,X,X? X3}

(2) En utilisant la matrice Matg (dec), calculer I'image par dec du poly-

noéme P =2X3 —3X2 +7,

(3) Reprendre les questions de l'exercice 48 avec cette représentation ma-

tricielle de I'application dec.

(4) Montrer que la famille
{1, 1+ X, 1+2X + X?, 1+3X +3X*+ X°}
forme une base de R3[X].

V2]
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Considérons 'exemple de I'application identité id : % — % mais écrivons
la en prenant deux bases différentes B et B’ de % .

Définition (Matrice de passage). On appelle matrice de passage de la base
B’ dans la base B la matrice de application identité dans les bases B et B’ :

Matg s (id)

Par définition, la matrice de passage est composée, en colonne, des coor-
données des vecteurs de la base B’ dans la base B.

EN PRATIQUE %Zég . On va surtout utiliser la matrice de passage de la
maniére suivante. On connait souvent une base B de ’espace que I'on étudie,
par exemple une base canonique? et on voudrait étudier les propriétés d’une
nouvelle base B’. La seule maniére de définir cette nouvelle base est de la définir
en coordonnées dans la premiére base. Cette donnée est donc équivalente a la
matrice de passage. Notez que cette interprétation permet de ne pas se tromper
dans l'ordre des bases. En effet, il est trés naturel d’écrire la nouvelle base dans
I’ancienne alors que le probléme inverse est beaucoup plus difficile.

APPLICATION % (Changement de bases dans un méme espace
vectoriel). Lorsque l'on a deux bases B («ancienne») et B’ («nouvelle») d’un
méme espace vectoriel %/, on est amené a chercher les coordonnées d’un vec-
teur dans la nouvelle base & partir de celles dans ’ancienne. La matrice de
passage apporte une solution élégante et pratique a cette question.

Soit 4 = M1 + --- + AU, un vecteur de % écrit dans la base B =
{t1,...,d,}. Pour trouver les coordonnées de @ = Nu| + --- + N @, dans
Pautre base B, il suffit de regarder son image par I'application identité dans
la base B a la source et la base B’ au but. Or on sait que la matrice de cette
application est justement

Matglﬁ(id) = (Mat573/ (ld))_l
Proposition 66. Les coordonnées N}, ..., N, du vecteur @ dans la base B
sont données par le produit de la matrice colonne composée des coordonnées de
U dans la base B avec linverse de la matrice de passage
Al A1
= (Matgyg/(id))_l

A An

n

4. cet adjectif signifie «trés naturel» voire «intrinséque». Attention, tous les espaces vec-
toriels n’admettent de telle base.
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DEMONSTRATION. C’est une application immédiate de la proposition 65 a
I’isomorphisme identité. O

EXEMPLE. Reprenons 'exercice 37 avec cette méthode. On travaille dans
lespace vectoriel R3[X] muni de sa base canonique B = {1,X,X2,X3}. On
considére la nouvelle base donnée par B’ {1, I+ X1+ X +X%214+ X+
X2+ X3}. La matrice de passage de la base B’ dans la base B est donc

1 1 11

. 01 1 1

Mat&B/ (ld) = 00 1 1

0 001

Son inverse est égale a

1 -1 0 0
Loy —1 0O 1 -1 0
(MatB,B/(ld)) = 0 0 1 -1
0 0 0 1

Un polynéme P = ag + a1 X + a3 X? + a3 X? a donc pour coordonnées dans la
nouvelle base B’

1 -1 0 0 a ap — ag
0 1 -1 0 al . a; — as
0 0 1 -1 a9 o a2 — asg
0 0 0 1 as as

Au final le polynéme P s’écrit de la maniére suivante dans la base B’ :

P = ((I(] — al) + ((Ll — ag)(l +X)+
(a2 —a3)(1+X +X?) +az(1+ X + X? + X?).

£

Exercice 56 (Changement de base).
On considére la base suivante de R3

B:=1{(1,0,2), (2,1,-1), (3,0,7)} .

(1) Ecrire les coordonnées d’un élément (x,y, z) de R® dans la base B.

On considére les sous-espaces vectoriels
U = Vect({(1,0,2)}) et V:=Vect({(2,1,-1), (3,0,7)}) .
(2) Décrire la projection proj¥ sur U parallélement & V.

V2]
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APPLICATION g (Changement de base dans la matrice associée
A une application linéaire).

ATTENTION gé} La matrice représentant une application linéaire dépend
tres fortement des bases choisies. Si on change de bases, les coefficients de la
matrice changent aussi.

Soit f : % — ¥ une application linéaire et soient A et B des bases de %
et de ¥ respectivement. Ces données induisent la matrice associée Matp 4(f).
On se donne maintenant deux nouvelles bases A’ et B’ de % et de ¥ respec-
tivement. Quelle est la nouvelle matrice Matp_a/(f) représentant 'application
linéaire f en fonction de I'ancienne Matg A(f)?

La composée des trois applications suivantes

idy, f idy

/4 w 4 4

A’ A B B’
n’est rien d’autre que la fonction f mais dans les nouvelles bases. Donc la
réponse est donnée en passant aux différentes matrices associées.

Proposition 67. La matrice représentant lapplication linéaire f : U — ¥V
dans les nouvelles bases A’ et B' est donnée par

Matp 4 (f) = (Matg g (id)) ™" Mat 4 4(f) Mat 4 4 (id)

DEMONSTRATION. C’est un corollaire direct des propositions 64 et 65. [

CONSEIL % . Il ne faut pas avoir peur de toutes ces notations! Prenez
le temps de bien comprendre ce que 'on fait. Et puis, comme nous 'avons déja
dit, les notations que nous avons choisies dés le début fournissent un moyen
pratique pour s’en souvenir. Comme la composition des fonctions, si on lit de
la droite vers la gauche, la formule

Matg a (f) = Matg 5(id) Matg 4(f) Mat 4 4 (id) :
on passe de la base A’ vers la base A sans changer les éléments (identité), puis
on effectue I'application f de A vers B et enfin on passe de la base B vers la
base B’ sans changer les éléments. Enfin, on change les places de B et B’ dans
la matrice de gauche au prix d’inverser la matrice.

Corollaire 68. Dans le cas d’un endormorphisme f : % — %, si on note
P = Matg g (id) la matrice de passage entre deux bases et A := Matg g(f) la
matrice de f dans la base B, alors la matrice de f dans la base B’ est

MatB/,B/(f) = PilAP .
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EXEMPLE. On considére I'application linéaire
{ f : R3 — R3

(x,y,2) — (2y—2z,3x—2y,—2x+2y+2) .

Sa matrice dans la base canonique

Bcan = {gl = (17070)7 é’2 = (Oa 1>0)a 53 = (0701 1)}

est
0 2 —1
A= 3 =2 0
-2 2 1

Considérons maintenant la base

B = {ﬁl = (17 1, 1)7 Uy = (47 3, _2)7 Uz = (27 _372)} .

La matrice de passage P = Matg,_,, g(id) de la base B dans la base By, est

donc
1 4 2
P = 1 3 -3
1 =2 2
Son inverse est
1 0 12 18
pl= 0 -5 0 5
5 —6 1

Au final la matrice représentant I’endomorphisme f dans la base B est donnée

par le produit

Matgp(f)| = P 'AP =
. 0 12 18 0 2 -1 0
= 5l 05 3 -2 0 -5
5 —6 1 -2 2 1 5
10 0
= 02 0
00 —4

12 18
0 5
-6 1

REMARQUE % . Chouette résultat, non? En choisissant une bonne
base, on a pu simplifier drastiquement la matrice représentant 'application
linéaire. Sous cette forme, I’étude de f est encore plus simple. La question que
vous devez maintenant vous poser est : «mais comment a-t-il fait pour trouver
une si jolie base?7» On vous donnera le secret de ce tour de magie dans la

section 6, promis.

V2]
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Exercice 57 (Application linéaire et changement de bases).
Soit f : R* — R3 I'application linéaire définie par
flx,y,z,t) = (y+tfx,2:p+t,%xfz) .

(1) Ecrire la matrice A :== Matg, 5,(f) de I'application f dans les bases
canoniques de R* et R3.

On considére les vecteurs
a = (1,1,0,1), a2 == (1,0,1,0), as = (0,1,1,1), dy == (1,2,0,0) .

(2) Montrer que A := {d1, a2, ds,ds} est une base de R%.
On considére les vecteurs

by == (2,0,0), by == (0,1,1), by = (1,1,0) .

(3) Montrer que B = {51, 52, 53} est une base de R3.

(4) Ecrire la matrice B := Matg 4(f) de l'application f dans ces deux
bases, & partir de sa définition.

(5) Donner les matrices de passage P et () des bases A et B dans les bases
canoniques respectivement de R* et R3.

(6) Retrouver la matrice B directement grace aux matrices A, P et Q.

£

Exercice v 58 (Application linéaire matricielle). On reprend les nota-
tions de l'exercice 49. Dans I'espace vectoriel R?, on note
& = {é1,¢€3,¢€3} la base canonique ou

€1 =(1,0,0), ¢é3:=(0,1,0), ¢€3:=(0,0,1).
On consideére la famille F = { f_i, fé, f;;,} définie par
fi = (1,0,-1), fé = (0,1,2), ]Ef; =(2,1,1).

(1) Montrer que F est une base de R3.

Soit ¢ : R3 — R3 I'application linéaire représentée dans la base F par
la matrice

1
1
-1

B = Matr 7(p) =

N O =
— = N

(2) Donner une base de I'image Im ¢ et du noyau Ker ¢ de .
(3) Donner les coordonnées des vecteurs €7, €3 et €3 dans la base F.

(4) En déduire les coordonnés de p(€7), ¢(€3) et p(€3) dans la base F.
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(5) Donner enfin les vecteurs ¢(€7), ¢(€2) et p(€3) dans la base canonique

£.

On considére la matrice représentant ’application linéaire ¢ dans la
base canonique & :

A = Matg g(p) .

(6) Décrire la matrice A.
On dénote les matrices de passage par

P = Matg 7(id) et P! =Matrg(id) .
(7) Retrouver la matrice A par un calcul & I'aide des matrices B, P et P~

(8) Donner la matrice représentant l'application ¢ avec pour base a la
source & et pour base au but F :

C = Mat];g(f) .
o)

5. Trace et déterminant

Définition (Trace). La trace d’une matrice carrée

a1 Gin
A=
Gn,1 -+ Gnn

est la somme de ses coefficients diagonaux

trd = a1 tage+---+ann|-

EXEMPLE.
0 2 -1
tr 3 -2 0 | =0-24+1=-1
-2 2 1

Proposition 69. Pour toute paire A, B de matrices carrées de méme taille,
la trace vérifie

|tr(AB) = tr(BA) | .

DEMONSTRATION. On montre cette égalité par un calcul direct :

tI’(AB) = Z ( ai,kbkﬂ) = Z <Z bk7iai7k> = tI‘(BA) .
k=1

=1 k=1 \i=1



5. TRACE ET DETERMINANT 205

Définition (Trace d’un endomorphisme). La trace d’'un endomorphisme
[+ — % est définie par la trace de la matrice associée dans une base B de

U -

trf = tr Matp g(f)

Le premier réflexe que vous devez avoir, en tant qu’apprenti-e mathématicien-
ne est : cette notion est-elle bien définie ? En effet, si on prend une autre base,
ne va-t-on pas trouver un autre résultat ?

Proposition 70. La trace d’un endomorphisme ne dépend pas de la base
avec laquelle on la calcule.

DEMONSTRATION. La démonstration est courte et utilise les résultats pré-
cédents. Soit B’ une autre base de % et soit P := Matg s/ (id) la matrice de
passage de la base B’ dans la base B. Le corollaire 68 donne la matrice représen-
tant 'endomorphisme f dans la base B’. Au final, en utilisant la proposition 69,
cela donne

tr Matlg/ﬁ/(f) = tI‘(P_lMatBVB(f)P) = tI‘(PP_lMat&B(f)) = tr Mat&lg(f) .
O

EXEMPLE. Reprenons 'exemple de 'application linéaire «décalage» des
polynomes
dec : R3[X] — Rs[X]
{ P(X) —» PX+1).

Sa matrice dans la base canonique B = {1, X, X2, X3} est

1 1 11
01 2 3
Matg g(dec) = 00 1 3
0 001
On peut donc calculer sa trace avec cette matrice : tr dec = 4 .
o)

Exercice 59 (Trace).

On considére Papplication f : R3[X] — R3[X] définie par
a+b+c
2

(1) Montrer que I'application f est linéaire.

fla+bX +cX?4+dX?) =d+ X2+ (d-b)X3.

(2) Calculer sa trace.

Vs

Commengons par définir le déterminant d’une matrice carrée par récurrence
sur sa taille.
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Définition (Déterminant d’une matrice). Le déterminant d’une matrice
de taille 1 x 1 est

‘det(a) = la| = a‘.

La déterminant d’une matrice de taille n x n se raméne aux calculs de détermi-
nants de matrices de taille (n — 1) X (n — 1) par le développement par rapport
a la premiére colonne

ai1 412 a1,n T 612 Gtm
a1 Qa2:2 a2.n ag1 a2 a2 n
det A = =ai :
an1 Qn2 Ann Gp 1 Qn,2 an,n
a1l aip a1n a1 ai2 a1,n
G 1T 62,2 2 n . azi1 a2 a2 n
n—
—ag 1 P : + (=) an
anp1 An,2 An,n 1w, 2 G
a2 ain
a2.2 az.n
a3 2 a3 n
det A = ai1 — a2 +
an,2 ann
an,2 ann
ai,2 ain
+ (_1)n—1
: Gn,1
an—1,2 Gn—1,n

REMARQUE % . Cette définition est élémentaire mais le calcul peut
s’avérer trés long. Si votre petit frére vous embéte un jour, donnez lui cette
définition, qu’il peut facilement comprendre, et demandez lui de calculer un
déterminant de taille 10 x 10. Il faudra qu’il se raméne & 10 déterminants de
taille 9 x 9 puis & 10 x 9 déterminants de taille 8 x 8, etc. Au final, cela fait 10!
calculs. Votre petit frére devrait vous laisser tranquille aprés un coup pareil !

Les propositions suivantes vont vous donner des méthodes de calcul plus
¢élaborées.
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Proposition 71. Les formules suivantes calculent les déterminants de pe-
tites tailles.
o 2X2:

a b

d—ad—bc .

¢ 3 x3: Méthode de Sarrus

=aei+bfg+cdh —afh —bdi — ceg| .

Q Q.
S0 o
<. 0

INTERPRETATION % . La méthode de Sarrus revient & considérer les

6 «diagonales» de la matrice 3 x 3. Pour chacune d’entre elles, on multiplie les

éléments qui sont dessus. Si la direction de la diagonale est en bas a droite,
alors on affecte le résultat du signe +

+ o+t

“ab

¢
g

€
4R

S

et si la direction de la diagonale est en bas & gauche, alors on affecte le résultat
du signe —

o'b e
de S
VA A 4
EXEMPLE.
0 2 -1
3 =2 0l=—6-6+4=-8
-2 2 1

ATTENTION % N’essayez pas de généraliser naivement la méthode de
Sarrus pour les déterminants de dimensions supérieures. Le simple fait de ne
considérer que les grandes diagonales ne donne pas le bon résultat ! (Ily a en fait
beaucoup plus de termes dans le calcul des déterminants de taille supérieure.)
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Proposition 72. Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure ou
inférieure est donné par le produit des éléments diagonaux

a1 ar2 - a1n
0 ago --- as.n
0 0
= 01,1022 ...0nn
0 0 - 0 ayn

DEMONSTRATION. Cette propriété se montre par un récurrence élémen-
taire sur n en utilisant la définition du déterminant basée sur le développement
par rapport & la premiére colonne. O

Proposition 73 (Opérations sur les colonnes).
o Intervertir deux colonnes change le signe du déterminant

o Multiplier une colonne par un nombre A donne une matrice dont le
déterminant est égal a A fois le déterminant de départ

/\al,i a1

AXCil = e = e =N

/\an,i An,i

o Lorsqu’une colonne est somme de deux colonnes, le déterminant est égal
a la somme des deux déterminants des matrices obtenues avec chacune
des deux colonnes

Aci+ | =G| |+ |--|Cl]- -
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o Ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes ne
change pas le déterminant

ACH =G+ MO+ -+ X101 + A1 Cir + -+ MG |-+

Proposition 74. Le déterminant d’une matrice est égal au déterminant
de sa matrice transposée

‘detA:dettA .

REGLE GENERALE % . Comme la transposée d’une matrice change les
lignes en colonnes et les colonnes en lignes, tous les résultats que nous venons
de voir pour calculer le déterminant d’une matrice sont encore valables si on
travaille avec les lignes a la place des colonnes.

Pour définir le déterminant d’un endomorphisme, nous utilisons exactement
la méme méthode que pour la trace. Or, nous avons que pour cela, nous avions
besoin d’un résultat du type suivant.

Proposition 75. Pour toute paire A, B de matrice carrée de méme taille,
le déterminant vérifie

|det(AB) = det(BA) = det Adet B|.

Définition (Déterminant d’un endomorphisme). Le déterminant d’un en-
domorphisme f : % — % est défini par le déterminant de la matrice associée

dans une base B de % :

det f := det Matp 5(f)

Encore une fois, nous sommes sortis couverts : cette notion est bien définie,
le résultat ne dépend pas de la base choisie.

Proposition 76. Le déterminant d’un endomorphisme ne dépend pas de
la base avec laquelle on le calcule.

DEMONSTRATION. La démonstration est exactement la méme que celle de
la proposition 70. (I

EXEMPLE. Le déterminant de 'application «décalage» des polynoémes

{dec : R3[X] — R3[X]
P(X) — P(X+1)
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vaut
1 1 1 1
01 2 3| 1
0 01 3 '
0 0 0 1

Cette object combinatoire qu’est, pour l'instant, le déterminant, permet
aussi de répondre & des questions sur les espaces vectoriels.

Proposition 77. Une famille {¢i,...,¢,} de vecteurs de R™ forme une
base si et seulement st le déterminant de la matrice associée n’est pas nul

det (&) ]2,) £0 .

DEMONSTRATION. On peut bien comprendre ce résultat avec sa démons-
tration. S'il existe une combinaison linéaire non triviale de 0 avec des vecteurs
de {c1,...,@,}, alors la proposition 73 assure que le déterminant est nul. Donc,
si le déterminant n’est pas nul, la famille est libre et comme elle a autant d’élé-
ments que la dimension de R", c’est une base.

Dans 'autre sens, si la famille forme une base, alors on peut échelonner
la matrice par colonne pour obtenir une matrice triangulaire inférieure dont
aucun des coefficients diagonaux n’est nul. On conclut que le déterminant n’est
pas nul avec les propositions 72 et 73. U

Comme application, on obtient la propriété suivante.

Corollaire 78. Une matrice A est inversible (respectivement un endomor-
phisme f : U — U est un automorphisme) si et seulement si le déterminant
de A (respectivement le déterminant det f # 0 de f) n’est pas nul, det A # 0.

DEMONSTRATION. Comme application du théoréme 62, nous avons vu
qu’une matrice carrée A € M, est inversible si et seulement si le rang de
ses vecteurs colonnes est maximal, c’est-a-dire qu’ils forment une base de R".
La proposition 77 ci-dessus montre donc que la matrice A est inversible si et
seulement si son déterminant n’est pas nul. [l

£

Exercice 60 (Rang).
On considére la matrice

1
A= 4
6

N O N
oo Ot W

(1) Calculer le déterminant de A.
(2) Quel est le rang de la matrice A?
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(3) Montrer que la famille
{(1,4,6), (2,0,7), (3,5,8)}

forme une base de R3.

£

La notion de déterminant permet aussi de donner une formule générale qui
fournit les solutions des systémes d’équations linéaires.

Proposition 79 (Méthode de Cramer). Soit

a11r1+ -+ arnr, = b

Ap1T1 + -+ AGpnTn = by,
un systéme d’équations linéaires qui s’écrit matriciellement AX = B, avec
a1 - Aigp b1 x1
A= oo , B= ], et X =
an,1 " Gnn by, Tn

ot A est une matrice inversible. Ce systéme admet une unique solution donnée
par

1
xTr; = m det (A1| e |Ai71|B|AZ’+1| T |An)

ol ce déterminant est celui de la matrice obtenue a partir de la matrice A en
remplacant la i-éme colonne par B.

REMARQUE % . Sans utiliser le déterminant, cette solution est obte-
nue par la formule X = A~'B. Mais cela implique de calculer I'inverse d’une
matrice ; ¢’est vous qui voyez.

EXEMPLE. On cherche & résoudre le systéme d’équations linéaires
20 —Ty = 3
—zr+4dy = 5.

Il est équivalent a I’équation AX = B, avec

(3 7) (2 e (2)

Comme le déterminant de A vaut
2 =7

S, |=8-T=1#0,



212 CHAPITRE 3. APPLICATIONS LINEAIRES

la matrice A est inversible. Le systéme admet donc une unique solution qui
vaut

I |3 -7
= — =12+35=47
v det A |5 4 + ’
1 2 3
= — =1 =13.
Y dotAl -1 5 0+3=13
£

Exercice 61 (Méthode de Cramer).
On considére le systéme d’équations linéaires suivant

2r+y—2 =1
dx+2y+z2z = 4
c+3y+z = 2.

(1) Décrire ’ensemble des solutions avec la méthode de Cramer.

(2) Retrouver ce résultat par un calcul matriciel utilisant 'inversion d’une
matrice.

V2]

6. Diagonalisation

Revenons un instant sur 'exemple de ’application linéaire
{ f : R3 - R3
(r,y,2) — (2y—2z,3x—2y,—2x+2y+ 2) .
donnée a la section 4. Elle peut aussi s’écrire
{ f : R —» R3

X — AX,
avec
T 0 2 -1
X=1y et A= 3 -2 0
z -2 2 1

Nous avions vu que la matrice de cet endomorphisme dans la base

B:= {ﬁl = (17 1, 1)7 Uy = (4737_2)7 Uz = (27_37 2)}

est
1 0 0
Matag(f) = 0 2 0
0 0 —4

La forme diagonale, ¢’est-a-dire particuliérement simple, de cette derniére per-
met de répondre trés facilement a toutes les questions se posant sur l’endo-
morphisme f. Par exemple, on voit immédiatement qu’il est inversible, que
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son déterminant vaut —8 et que si on note par (2/,y’, ") les coordonnées dans
cette nouvelle base B, I'application f s’écrit

f: (x/,y',z') — (:c',2y’, —42”) .
Maintenant la grande question qui reste en suspens est : «est-ce que tous

les endomorphismes admettent de telles bases 7» ou encore «comment fait-on
en pratique pour en trouver une 7» Dans cette section, on vous dit tout !

Définition (Endomorphisme/matrice diagonalisable).
¢ Un endomorphisme f : % — % est diagonalisable s’il existe une base
B de % telle que la matrice de f dans cette base soit une matrice
diagonale, c’est-a-dire

A 0 0 e 0
0 X O 0
Matgs(f)=| 0 0
A—1 O
o o --- 0 An

o Une matrice carrée A est diagonalisable s’il existe une matrice inversible
P telle que la conjugaison de A par P est une matrice diagonale, c’est-

a~dire
M 0 0 -0
0 X 0 -+ 0
plap — 0 0
An—1 O
0O 0 -+ 0 A\

REMARQUE % . Remarquez que ces deux définitions sont les équiva-
lentes. En effet, & partir d’'une matrice A, on peut considérer ’endomorphisme
fa de R™ défini par X — AX. Dire qu’il est diagonalisable signifie qu’il existe
une nouvelle base telle que la matrice de f4 dans cette base soit diagonale.
Mais si on note par P la matrice de passage (inversible) de cette nouvelle base
dans la base canonique, la formule de changement de base donne que cette
matrice diagonale n’est autre que P~tAP.

Essayons de raisonner par analyse-synthése, c’est-a-dire commencons par
bien étudier le cas des endomorphismes diagonalisables et d’en tirer, aprés
coup, une méthode pour détecter ceux qui le sont et comment les diagonaliser.
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Considérons donc un endomorphisme f : % — % diagonalisable. Quelle
propriété doivent vérifier les vecteurs B = {u1,...,4,} d'une base pour que
la matrice de f soit diagonale? Simple : ils doivent tous vérifier 1’équation
f(dG) = Nt

Définition (vecteur/valeur propre). Soient un vecteur non nul @ # 0 et
un nombre A € R qui vérifie I’équation

F(i) = .

Alors le vecteur @ est un vecteur propre de valeur propre \.

ATTENTION @ D’accord, on vient de ’écrire dans la définition ... mais
c’est la faute que 'on voit le plus souvent chez les étudiant-es, donc il est
bon de le dire encore : un vecteur propre n’est jamais nul! Une bonne raison
pour avoir choisi cette convention est que si on autorisait le vecteur nul a étre
vecteur propre, alors tout nombre réel serait valeur propre car f (6) = A0, pour
tout A.

EXEMPLE. Dans l'exemple précédent, le vecteur i3 = (2,—3,2) est un
vecteur propre de f de valeur propre —4 : f(u3) = —4is.

Proposition 80. Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il
existe une base de vecteurs propres.

DEMONSTRATION. Nous avons dégagé ci-dessus la définition idoine qui
rend quasi-automatique la démonstration de cette proposition.

(=) : Si un endomorphisme f est diagonalisable, alors il existe une base
B = {iy,...,u,} de vecteurs vérifiant f(u;) = \ji;, pour tout 1 < ¢ <
n, c’est-a-dire une base de vecteurs propres.

(<) : S'il existe une base B = {jy,...,u,} de vecteurs propres, cela im-
plique que la matrice de I’endomorphisme dans cette base ne posséde
que des 0 sauf éventuellement sur la diagonale.

O

Pour pouvoir diagonaliser un endomorphisme, il faut donc qu’il y ait suf-
fisamment de vecteurs propres. Notre mission va donc étre maintenant de les
traquer.

Un vecteur propre n’admet qu’une seule valeur propre. A I'inverse, a toute
valeur propre correspond une infinité de vecteurs propres, au moins tous les
multiples de u car

f(at) = af (@) = a(Ad) = A(a@), pour tout a € R .

Ca sent le sous-espace vectoriel ; considérons tous les vecteurs propres, dans
leur ensemble, & valeur propre fixée.
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Définition (Sous-espace propre). L’union de I’ensemble des vecteurs propres
de valeur propre A avec le vecteur nul

[Ex:={ucU| f(a) = \i}|

est appelé le sous-espace propre associé a .

EXEMPLE. Dans ’exemple précédent, déterminons le sous-espace propre
associé a la valeur propre —4. Il est formé de tous les vecteurs X = (x,y,z2) €
R3 vérifiant 1’équation

f(X)=AX = (-4)X,

c’est-a-dire le systéme d’équations linéaires

20—z = —dx
3z — 2y = —4y
—2x+2y+2z = —4z.
Ce dernier se résout de la maniére suivante
dx+2y—2z = 0
3z + 2y = 0 << 3z=-2y=3z.

2z +2y+52z = 0

Le sous-espace propre associé a la valeur propre —4 est donc la droite engendrée
par le vecteur Uz = (2,-3,2) :

E_4 = Vect({(2,-3,2)}) .

Proposition 81.
o Tout sous-espace propre Ey est un sous-espace vectoriel de U .
o Un nombre A € R est valeur propre si et seulement si la dimension du
sous-espace propre associé est supérieure a 1 :

dimEy), > 1].
DEMONSTRATION.

¢ Ce premier point est trés intéressant car il permet de donner une autre
caractérisation équivalente de la notion de sous-espace propre. Remar-
quons les équivalence suivantes :

f(@) = M@ <= f(@) = i =0 <= (f — Mid)(@) =0 .

Le sous-espace propre Ey est donc égal au noyau de I’endomorphisme
f—id

B = Ker(f — Aid)|.

C’est donc un sous-espace vectoriel par la proposition 53.
¢ Cela découle automatiquement du fait qu'un vecteur propre est non
nul.

O
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REMARQUE % . Remarquez que le sous-espace propre Eg n’est autre
que le noyau de f
Eo={@c% | f(ii) =0} = Kerf .
Apreés avoir considéré les ensembles de vecteurs propres, on va maintenant

étudier ’ensemble des valeurs propres.

Définition (Spectre). Le spectre d’un endomorphisme est I’ensemble de
ses valeurs propres; on le note

‘Specf:{)\l,...,/\k}‘.

EXEMPLE. Dans ’exemple que nous suivons, on sait pour l'instant que le
spectre de I’endomorphisme f contient

{1,2,—4} C Specf .
Diagonaliser une matrice signifie trouver une base de vecteurs propres.
L’idée la plus naive consiste & prendre une base de chaque sous-espace propre

non-trivial et & former leur union. La proposition suivante montre que c’est
une bonne idée : on obtient bien ainsi une famille libre.

Proposition 82.

o Soit Specf = {A1,..., A} le spectre de f et soient {B;}i=1 . 1 des bases
des sous-espaces propres Ey,. Alors l'union By U ---U By de ces bases
forme une famille libre.

o L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si By U --- U By
forme une base de U, c’est-a-dire que son cardinal est égal & la dimen-

ston de U :

[1B1U--- UB| = dim% |,

En termes de sous-espaces propres, cette proposition est équivalente & la
suivante.

Proposition 83.
o Les sous-espaces propres non-triviauz sont en somme directe

EAI@..'@EAk'

o L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si les sous-espaces
propres engendrent tout ’espace vectoriel U :

‘EM@...@EM:%

EXEMPLE. Dans notre exemple, il y trois sous-espaces propres non-triviaux
E1, Es et E_4 qui sont tous de dimension 1. I.’endomorphisme est diagonali-
sable car I’espace total R? est décomposable en somme directe de ces trois
droites :
Ei9E,®E_4=R3.
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CONCLUSION %;ég . Un endomorphisme (une matrice) est diagonalisable
s’'ll y a assez de vecteurs propres pour engendrer tout ’espace. Plus précisé-
ment, cela arrive lorsque la dimension totale des sous-espaces propres est égale
a celle I'espace % .

On a presque toutes les cartes en main : il suffit de déterminer la taille
des sous-espaces propres, que 'on sait déterminer en résolvant des systémes
d’équations linéaires. Ce qu’il nous manque, c’est un outil pratique pour cal-
culer les valeurs propres, c’est-a-dire le spectre. Le résultat précédent montre
déja qu’il y a au plus n = dim % valeurs propres car aucune des bases I3; n’est
vide. Donc le spectre est un ensemble fini. Toute la magie de la diagonalisation
est dans le résultat suivant : les valeurs propres ne sont rien d’autres que les
racines d’un polynéme bien choisi.

Définition (Polynéme caractéristique). Le polynome caractéristique d’un
endomorphisme f (respectivement d’'une matrice A) est le déterminant de f —
Xid (respectivement de A — X1T) :

X#(X) =det(f — Xid)| et ‘XA(X) ::det(A—XI)‘.

EXEMPLE. Dans ’exemple que nous suivons, le polynoéme caractéristique
vaut
-X 2 -1
Xf(X) =det(f — Xid) =det(A-XI)=| 3 -2-X 0
-2 2 1-X

On peut le calculer en faisant la somme de toutes les colonnes, ce qui en change
pas le déterminant.

1-X 2 -1 1 2 —1
(X)) = [1-X —2-X 0 |=(1-X)1 —2-X 0
1-X 2 1-X 1 2 1-X
1 2 —1
= 1-X)|0 -4-X 1 |=—(X-1)(X-2)(X+4).

0 0 2-X

Proposition 84. Le polynome caractéristique a la forme développée sui-
vante

(X)) = (=D)"X" 4+ (=) e f X" 4 det £

EXEMPLE. Dans notre exemple, on trouve
xp(X)=-X3+ (-1) X?+11X + (-8)
——

~—~—
trf=—1 det f=—8
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Proposition 85. Un nombre A € R est valeur propre d’un endomorphisme
[ si et seulement si X est racine du polynome caractéristique x ¢(X).

Specf = {racines de x5(X)}

DEMONSTRATION. La démonstration est particuliérement simple, alors ne
nous privons pas. Un nombre A € R est racine du polynéme caractéristique
si et seulement le déterminant det(f — Aid) = 0 est nul. Ceci est équivalent
au fait que 'endomorphisme f — Aid n’est pas injectif par le corolaire 78 et
le théoréeme 62. Au final, ceci équivaut au fait que A est valeur propre par la
proposition 81. O

EXEMPLE. Dans notre exemple, comme le polynéme caractéristique vaut
X (X) = (X = 1)(X = 2)(X +4) |
ce résultat montre que le spectre est égal a ’ensemble suivant
Specf ={1,2,—4} .

Théoréme 86 (Critére de diagonalisabilité). Un endomorphisme f (res-
pectivement une matrice A) est diagonalisable si et seulement si son polynéme
caractéristique est scindé

XF(X) = (X = A" - (X = Ap)™

et si les dimensions de chaque sous-espace propre est égal a la multiplicité
algébrique de la valeur propre comme racine du polynome caractéristique

dimEy, =v; .

Dans ce cas, la matrice diagonale obtenue est la matrice diagonale avec vy fois
A1, .o, Vg fois A\ sur la diagonale.

EN PRATIQUE {é:% . Si on veut savoir si un endomorphisme ou une ma-
trice est diagonalisable, on commence par calculer son polyndéme caractéris-
tique. S’il n’est pas scindé, on s’arréte : on ne pourra jamais diagonaliser. S’il
est scindé, on considére les racines; elles fournissent les valeurs propres pour
lesquelles on pourra trouver des vecteurs propres. Mieux, la multiplicité al-
gébrique des racines donne un majorant pour la dimension des sous-espaces
propres associés

1 <dimE)y, <y

[’endomorphisme ou la matrice est alors diagonalisable si et seulement si la
dimension des sous-espaces propres est maximale, c’est-a-dire égale & la mul-
tiplicité algébrique de la valeur propre comme racine du polynoéme caractéris-
tique.
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EXEMPLE. Considérons la matrice

=5 7))

Son polynéme caractéristique vaut x4(X) = (X — 1)2. Il n’existe donc qu'un
seul sous-espace propre Fp non réduit au vecteur nul. On sait déja que sa
dimension 1 ou 2. Pour la déterminer, on va appliquer le théoréme du rang a
la matrice A — I (c’est-a-dire a ’endomorphisme f4 —id). Le rang de A — I

vaut
0 -1
rg 0 0 =1

donc la dimension de E; vaut
dim E; = dimKer(A — 1) = dimR? —rg(A—-I)=2—-1=1.
On en conclut que la matrice A n’est pas diagonalisable.

Corollaire 87. Un endomorphisme f (respectivement une matrice A) dont
le polynome caractéristique est scindé a racines simples

Xp(X) = (X = A1) (X = M)
est diagonalisable.

DEMONSTRATION. Il s’agit d’un cas particulier du critére de diagonalisa-
bilité (théoréme 86) précédent. Ici, tous les A;, pour 1 < i < n, sont valeurs
propres. Donc la dimension de leurs sous-espaces propres vaut au moins 1. Mais
comme il y en a n, cette dimension est toujours égal & 1 et la somme directe
des sous-espaces propres engendre tout I’espace vectoriel. O

EXEMPLE. L’exemple que nous étudions depuis le début de cette section
entre dans ce cas particulier ol le polynéme caractéristique est scindé & racines
simples. Et nous avons vu que I’endomorphisme est bien diagonalisable.

£

Exercice 62 (Diagonalisation & valeurs propres simples).
Soit f : R3 — R3 I’application linéaire dont la matrice dans la base
canonique B est la suivante

1 1 -1
A= Matag(f) = 1 1 0
0 0 1

1
2

(1) Quel est le rang de f 7

(2)

(3) Calculer le polynéme caractéristique x s(X) de f.
(4)

En déduire, sans calcul, que 0 est valeur propre de f.

4) En déduire, sans plus de calcul, mais en justifiant, que f est diagonali-
sable.



220 CHAPITRE 3. APPLICATIONS LINEAIRES

(5) Montrer, sans diagonaliser complétement A, que tr (Ak) =1+2% pour
tout k € N\{0}.

(6) Diagonaliser ’endomorphisme f.
£

Exercice 63 (Diagonalisation & valeurs propres avec multiplicité).

On note B = {€1, €3, €3} la base canonique de R®. On considére I’applica-
tion linéaire f : R?® — R3, X — AX, dont la matrice représentative dans la
base B est la suivante

3 -1 -1
A= Matlg’lg(f) = 0 2 0
-1 1 3

(1) Quel est le rang de f 7

(2) En déduire que F = {f(€1), f(€), f(€3)} est une base de R? et que 0
n’est pas valeur propre de f.

(3) Calculer le polynome caractéristique x ¢(X) de f.

(4) Quelle sont les dimensions des sous-espaces propres Eg et E4 associés
aux valeurs propres 2 et 4?7 Trouver une base de R? constituée de vec-
teurs propres de f.

(5) Trouver une matrice inversible P € GL3(R) et une matrice diagonale
A telles que A = P7LAP.

£

Exercice 64 (Non diagonalisable).
On considére la matrice suivante

7T 3 -4
A= -6 —2 5
4 2 -1

(1) Calculer le polynéme caractéristique x 4(X) de la matrice A.

(2) Quelle sont les dimensions des sous-espaces propres E; et Ey associés
aux valeurs propres 1 et 27

(3) La matrice A est-elle diagonalisable ?
£

7. Trigonalisation

Nous venons de voir un critére qui caractérise les endomorphismes et les
matrices diagonalisables. Ceci montre qu’il n’est pas toujours possible de ré-
duire un endomorphisme sous forme diagonale. Nous allons maintenant essayer
de réduire les endomorphismes sous une forme plus générale, et donc moins res-
trictive, celle des matrices triangulaires supérieures.
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Définition (Endomorphisme/matrice trigonalisable).

¢ Un endomorphisme f : % — % est trigonalisable $’il existe une base
B de 7% telle que la matrice de f dans cette base soit une matrice
triangulaire supérieure, c’est-a-dire

Alo* % e %
0 X x -+ %
Matss(f)= [ 0 °
Anfl *
0O 0 -+ 0 A\

o Une matrice carrée A est trigonalisable s’il existe une matrice inversible
P telle que la conjugaison de A par P est une matrice triangulaire
supérieure, c’est-a-dire

Al % % e %
0 Ao =* *
plap=| 0 0
An_1 %
0 0 0 A\

REMARQUES.

o Comme les matrices diagonales sont des exemples de matrices triangu-
laires supérieures, un endomorphisme ou une matrice diagonalisable est
trigonalisable.

¢ On peut faire la méme remarque qu’aprés la définition de la diagonali-
sabilité : une matrice A est trigonalisable si et seulement si I’endomor-
phisme f4 : X — AX associé est trigonalisable.

ExXEMPLE. Considérons ’endomorphisme suivant
{ f R - R?
(m,y) = (2$<—'y,$).

Dans la base B = {(1,1),(1,2)}, on a f(1,1) = (1,1) et f(1,2) = (0,1) =
—(1,1) + (1,2), donc la matrice représentant I’endomorphisme f dans cette
base est triangulaire supérieure :

Matg g(f) = < (1) _11 ) :
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Notons A la matrice représentant I’endomorphisme f dans la base canonique
C de R?

A= Matcc(f) = ( ? _01 >

et notons P la matrice inversible de passage de la base BB dans la base canonique

C
P = Matc,g(id) = ( i ; > .

On peut alors calculer son inverse

L (2 -1
(207

Le produit P~'AP donne bien une matrice triangulaire supérieure

2 -1 2 -1 11 1 -1

-1 _ _

par= (4 ) (00 )Ge)=(0 7 )

Il existe un critére de trigonalisabilité, qui est formé de la premiére condi-

tion du critére de diagonalisabilité (théoréme 86).

Théoréme 88 (Critére de trigonalisabilité). Un endomorphisme f (res-
pectivement une matrice A) est trigonalisable si et seulement si son polynome
caractéristique est scindé

Xf(X) = (X = A)" - (X = Ap)™

Dans ce cas, la matrice triangulaire obtenue est une matrice avec v1 fois Ay,
oo, Uy, fois A\ sur la diagonale.

£

Exercice 65 (Non diagonalisable, mais trigonalisable).
On reprend 1’énoncé de l'exercice 64.

(4) La matrice A est-elle trigonalisable ?

(5) Donner une matrice inversible P telle que P~'AP soit une matrice
triangulaire supérieure.

£

Exercice 66 (Trigonalisation).
On considére I'application linéaire f : R? — R3 dont la matrice représen-
tative dans la base canonique B est la suivante

2 2 =3
A =Matg(f) = 5 1 =5
-3 4 0

(1) L’endomorphisme f est-il trigonalisable ?
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(2) Quelle est la dimension du sous-espace propre E; associé a la valeur
propre 17

(3) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

(4) Donner une base dans laquelle 'endomorphisme f est représenté par
une matrice triangulaire supérieure.

V2]

REMARQUE % . Depuis le début du chapitre 2, nous travaillons avec
des espaces vectoriels dont les scalaires sont des nombres réels R. Or, il n’y
rien de particulier aux nombres réels dans la définition des espaces vectoriels.
Nous pouvons trés bien considérer des espaces vectoriels dont les scalaires sont
des nombres rationnels Q ou des nombres complexes C.°

Par exemple, les matrices & coefficients complexes forment un espace vec-
toriel sur C. En effet, on peut sommer des matrices & coefficients complexes
et les multiplier par des nombres complexes! Le grand intérét de considérer
les matrices a coefficients complexes plutdt que réels réside dans le théoréme
suivant.

Corollaire 89. Sur le corps des nombres complexes, tout endomorphisme
(respectivement toute matrice) est trigonalisable.

DEMONSTRATION. Ce corollaire est une conséquence du Théoréme 20 de
d’Alembert-Gauss 6 . (I

EXEMPLE. Considérons la matrice

1 -1
=(17).

dont le polynéme caractéristique vaut

1-X -1
xaX)=1" " | |=XP+1.

Il n’est manifestement pas scindé sur R car il n’a aucune racine réelle. Donc par
le critére de diagonalisabilité (théoréme 86) et par le critére de trigonalisabilité
(théoréme 88), cette matrice n’est ni diagonalisable ni trigonalisable, si on
n’utilise que les nombres réels. Cela signifique qu’il n’existe aucune matrice
inversible P a coefficients réels telle que la conjuguée P~LAP soit triangulaire
supérieure.

Par contre, si on considére la matrice A comme une matrice a coefficients
complexes et que 1'on cherche s’il existe une matrice P inversible & coefficients

5. Relisez au besoin le chapitre 2 pour vous en convaincre.
6. C’est d’ailleurs une des raisons pour 'avoir introduit au chapitre 1.
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complexes dont la conjugaison par P fournisse une matrice triangulaire supé-
rieure, ce probléme est toujours résoluble par le corollaire 89. Ici, le polynéme
caractéristique se factorise sous la forme suivante :

XAX) = X241 = (X —i)(X +1) ;

il est donc scindé & racines simples. Le corollaire 87 nous assure que la matrice
A est diagonalisable dans les nombres complexes. En effet, les vecteurs

() = (57

sont deux vecteurs propres de valeur propre ¢ et -i respectivement. La matrice
de passage vaut donc

(11— L1 2 -1
P_<1—i 2 > v _2(i+1)(i—1 1 )

Au final, on peut diagonaliser la matrice A dans les nombres complexes

s (00
prar=(4 ).

chose que nous ne pouvons faire si on se restreint aux nombres réels!

8. Puissances de matrices

Comme l’avons expliqué dans l'introduction de ce cours, les endomor-
phismes et les matrices sont utilisés en économie pour décrire comme les fonc-
tions de transition d’'une année sur I'autre. Si on veut faire de la prospective,
c’est-a-dire essayer de prédire I’état d’une économie dans 10 ans, par exemple, il
suffit d’itérer 10 fois ’endomorphisme qui la décrit. Cela revient donc & mettre
une matrice a la puissance 10 ; inutile de vous convaincre que si la matrice est
de grande taille, cela va prendre du temps ... beaucoup de temps.

Dans cette section, on va fournir deux méthodes pour calculer plus rapide-
ment et simplement les puissances de matrices.

METHODE ;2% (avec la diagonalisation). Soit A une matrice diago-
nalisable avec pour matrice de passage P et pour forme diagonale

M 0 - 0

0 Ao
PlAP = A =
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En multipliant cette égalité & gauche par P et a droite par P~!, on obtient
A=PAP'.

D’otu, pour tout entier k € N,

— (PAP Y = (PAP ) (PAPY) .. (PAPY)

k fois
= PAP'PAP'P...Pp'pPAP!
S—— S~ S——
A0 0
0 M
= PA*P'=|P P!
0
0 0 A

L’élégance de cette méthode vient du fait que nous avons ramené un calcul de
puissances d’'une matrice quelconque a un calcul de puissances d’une matrice
diagonale, qui est une chose extrémement simple.

EXEMPLE. Reprenons I'exemple précédent de la matrice

a=(20)

On peut passer dans le monde des nombres complexes et utiliser la diagonalisa-
tion car on sait que toutes les puissances A* de la matrice A sont des matrices
réelles. Donc, méme si on fait un calcul passant par les nombres complexes, le
résultat final donnera une matrice réelle. On obtient ici

tegm () (0 e ) G )

Il y a au final quatre cas de figure en fonction des puissances de i, qui est de
période 4.

ok=01[4]: Sik =4l est un multiple de 4, alors i* = (—i)* = 1. On est

donc ramené au calcul
_ 10
a _ 1_ 7 _
A* = PIP —I—<0 1) .

ok=1[4]:Si k = 4l + 1 est congru & 1 modulo 4, alors %! = i et

—i)4+1 = —j. On est donc ramené au calcul

A41 _ i 0 (1 -1
wia(y e (1),

—~
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ok=2[4] : Si k=4l +2 est congru a 2 modulo 4, alors i4+2 =2 = —1
et (—i)¥*+2 = (—i)2 = —1. On est donc ramené au calcul

- -1 0
4142 __ 1 _ _
AY+2 — p(yIp _—1_< 0 1) .

ok=31[4: Sik=4l+3 est congru & 3 modulo 4, alors i**3 =43 = —;
et (—4)4*+3 = (=) = i. On est donc ramené au calcul

41+3 _ —i 0 (-1 1
on(G (1)
£

Exercice 67 (Puissance de matrice diagonalisable).
On considére la matrice

3 -1 -1
A= 0o 2 0
-1 1 3

de I'exercice 63.
Calculer les puissances A*, pour k € N.

£

Si cette méthode vous semble encore trop «calculatoire», rassurez-vous,
nous allons en voir une nouvelle qui repose sur le théoréme suivant. Avant
de pouvoir I’énoncer, rappelons que si on se donne un polynéme P(X) =
anX™+---a1X +ag et une matrice carrée A, alors on peut calculer le polynéme
P en A. En effet, si on recopie bétement la formule de P avec X = A, cela
donne P(A) = a, A"+ --+a1 A+ “ap”, ou les premiers termes ont un sens bien
défini : on sait mettre une matrice & une certaine puissance, la multiplier par
un nombre et sommer les matrices. Le dernier terme, lui, n’est pas compatible
avec les premiers : on ne sait pas ajouter un nombre & une matrice. La formule
correcte est plutot

‘P(A):anA”—l—---—i—alA—i—aOI

car le terme constant de P est ag = ag X X° = ag x 1; il devient donc ag x A° =
ag X I.

Théoréme 90 (de Cayley-Hamilton). Pour toute matrice carrée A (res-
pectivement tout endomorphisme), l’évaluation de son polyndme caractéristique
en A, donne la matrice nulle

xa(A)=0]|.
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REMARQUE % . Quel résultat magnifique! Et puis quelle idée : définir
un polynoéme a partir d’une matrice par un déterminant «exotique», puis le
calculer en la matrice, c’est-a-dire en remplacant tous les X par des A. Et au
final, par magie, pouf, tout disparait. Sont fous ces matheux-ses.

METHODE i@ (avec le théoréme de Cayley—Hamilton). En quoi
est-ce que le théoréme de Cayler—-Hamilton peut-il nous aider pour calculer les
puissances de matrices ? Toute l'astuce revient & considérer la division eucli-
dienne de X* par le polynome caractéristique :

XF = xaA(X)Qr(X) + Ri(X) ,

ol on sait que le degré du polynéme Ry est strictement inférieur a celui du
polynoéme caractéristique x 4, qui lui est égal & la dimension de la matrice. Au
final, il suffit d’évaluer la formule précédente en la matrice A, pour avoir

AF = xa(A) Qr(A) + Ri(A) = Ri(A)
=0
justement par le théoréme 90 de Cayley—Hamilton.
EXEMPLE. Regardons comment cela fonctionne sur ’exemple précédent ou

le polynome caractéristique est égal a x4(X) = X2 + 1. Comme ce dernier est
de degré 2, on sait que la division euclidienne de X* par X241 est de la forme

XP = (X2 4+ 1D)Qu(X) + arX + by .

Encore une fois, on ne va pas «calculer» brutalement cette division euclidienne,
mais utiliser notre cerveau et une astuce ' : on évalue I’égalité précédente en i
et en —i qui sont les racines du polynoéme caractéristique. Ceci donne

lk = (Iki + bk uis ak = 2
(—i)F = —apitb P , i* 4 (i)
E = — 5

2

Au final, on trouve

g 17— (1) 1 -1 "+ (—1) 10
A= (2 _1>+ 2 01)"

que 'on peut développer pour retrouver les mémes résultats que la méthode
précédente (ouf!).

£

7. C’est la marque de fabrique des mathématicien-nes.
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Exercice 68 (Puissance de matrice avec le théoréme de Cayley—Hamilton).

On considére la matrice suivante

a=( 4)

(1) Calculer les puissances Ak pour k € N, en diagonalisant la matrice A.

(2) Retrouver ce résultat en utilisant le théoréme de Cayley—Hamilton et
la division euclidienne des polynémes.

V2]
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9. Corrections des exercices
o)

Exercice 47 (Dérivation).
Dans 'espace vectoriel R[X] des polynémes, on considére I'application «dé-
rivation» suivante
der : R[X]— R[X]
{ P=ay+a1 X + - +a, X"+ P =a; +2aX + - +na, X" 1.
(1) L’application der est-elle linéaire ?
(2) Décrire son image Im der. Cette application est-elle un épimorphisme ?
(3) Décrire son noyau Ker der. Cette application est-elle un monomor-
phisme ?
(4) L’application der est-elle un isomorphisme ?
CORRECTION.

WW@P,QA@TWMJWMWA,N&
m&m@»ﬂ@né&o,eﬂgew@‘ti@i\e(AP+MQ)':AP’+MQ’.£’QM&LO.UM
der eat done limgaine

] der(AP + Q) = Ader(P) + pder(Q) \ .

Q=bg+0 X+ ---+0b, X”,mwmxdene

P:=b0X+b2X2+---+nl:L”1X"+1 .
On o alons que Q:P/:der(P).£’mM%ede der esk dome
| Imder = R[X]|
el cette application est um gpimerphisme.
(3) O chenche les pobiymames domt Lo dénivée esf mulle : soif P =

apg+ a1 X + - +a, X" l:quue

P'=ay1+2aX + - +na, X" =0 .

@midmh%@mhyu,mwa1:a2:---:an:0.é@em@3-

mome P esk demc ume comakambe, dott

Kerder = {qmpfb\m@m comskambs P = ap}
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Qm&m%wagm%w&mmmmmmmm
tewr mul, epﬂeme&t/r\wynﬁ@m g)xtaub'wmmxt[zwrvr\&cabwn
derme&t/rmmmm@’myu’r\ﬁxA/me

(4)@%9 dﬁdﬁ%ﬂhynm’%thwmmn
M,wme&tmmq\&wmmw
o)

Exercice 48 (Décalage).
Dans 'espace vectoriel R[X] des polynémes, on considére 'application «dé-
calage» suivante

dec : R[X]— R[X]
PX)—» P(X+1).
(1) L’application dec est-elle linéaire ?
(2) Décrire son image Im dec. Cette application est-elle un épimorphisme ?

(3) Décrire son noyau Ker dec. Cette application est-elle un monomor-
phisme ?

(4) L’application dec est-elle un isomorphisme ?
(5) Si oui, décrire son application linéaire réciproque.

CORRECTION.

| dec(AP + 1Q) | = (AP + pQ)(X +1) =
AP(X +1) + pQ(X + 1)) = Adec(P) + pdec(Q) | .

£wrvp@mahm dec esk dome liméaine.

2) Ceouli /Iw&dméﬂ\e /r\wt b Bonine comume Q’umaﬁ,e pan dec dum
aubre :Ao«'liQ(X):bg—i—le—i—n-—i—an”,mmwidéereT\@%-

A
ne"mMme

P(X) =Q(X-1) .
Omaa&o’mw@ P(X+1) = dec(P égumaﬁedelzxyr\arub«@m

| Imdec = R[X]| .
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ég'a./ym/p&mb.@m dece&tdofncumérufmyvf\p\ime.
(3) On cRenche les W@m@ P(X)=ap+ a1 X + -+ a, X" donk
Q’Mmaﬁe/r\anQ’oT@iaD@mdedécaQo%eatmpﬁe Le. P(X+1)=0.

QMWWEEWWQ —PX—}-)—OeAlZmuQ.

bimai, P(X)=Q(X —1)=0 ek
‘Kerdec:{O} ‘

muQ&QemtmgmégmM\&mhofndec@tmmmmMP\Wm&.
&MMMAP_MQQ%M lzagm um épimonphisme e wn
WNWE,CMMMWWRLAM\E

(5) On sait pan la proposibion 55 gque Fapplication nécipnogue
dec eat emcone liméaine. & eat facile de woin que cette application

dec™! : R[X] — R[X]
P(X)— P(X —1) .

UQA’%MA’WWWW,WQ%WW
anb&qu/dﬁawblofnl

Voa)

Exercice 49 (Application linéaire matricielle).
Dans I'espace vectoriel R, on note £ := {€7, €3, €3} la base canonique

é’1 = (17070)7 62 (Oa 170) 53 = (0707 1) .
On considére la famille F = { f1, f2, fg} définie par
fi=(1,0,-1), fo:=(0,1,2), fi=(211).

Il existe une unique application linéaire f : R?* — R3 qui envoie

e1— fi, € f2, e f3.
(1) Montrer que cette application linéaire est de la forme
f @ RS R3
X — AX |

o A € M3(R) est une matrice 3 x 3 que 1'on explicitera.
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(2) Décrire I'image Imf de f et en donner une base.
(3) L’application f est-elle un épimorphisme ?

(4) Décrire le noyau Kerf de f.

(5) L’application f est-elle un monomorphisme ?
(6)

(

7) Si oui, décrire 'application réciproque.

L’application f est-elle un isomorphisme ?

CORRECTION.

(1) ik (z,y,2) € R®. Ce veckeun s8onik 6y + y&s + 285 suwn Lo base
camo’mqueg(ewvmega/rvr\&mb@mfe&t&méoﬂw,gumagedece
(%dwnTMLfaiéw&d

flx,y,2) = f(x€ +y& + 263) = xf(€1) + yf(2) + 2f(E3)

= afi+yfotzfs

1 0 2 T+ 2z
( ; )+y(1)+z(1)( v ) |
-1 2 1 —r+2y+z

(2) Limage de f eak le sousespace veckoriel florvmé de fous les
ﬂ}eoteumi/maﬁmf(x,y,z):xﬁ—l—yﬁ—i—zﬁ;.gﬁb'aﬁxtdmmduw-
WWVect(ﬁ,ﬁ,ﬁ)deﬂ@mvgendﬂé/r\mem
ﬁ,ﬁdﬁ;.gmécp\eﬁommmtﬂammeAwaommﬂ,m

(£18)

umeQ»aAedeR:s.c}buw,mo@Uﬂntque

Im f =R?

N = O
= o O
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M,MW,WM&%W‘F
m@tmm\mur\p\.\m

k) Jon deffimitiom, le moyan de f est fovmé de fous les ambecedents
du vectewn mull, c'eat-a-dine Ker f = {(z,y,2) € R® | f(z,y,2) =

(o,o,on.ﬂﬁe@m@omémwmduwm

T+ 2z
Y+ z

—x+2y+z

0
0
0.

WM%MAQQAWM,M@@MZ:O,Wx:y:O
Omaai/mfmofnbtéque

[Ker f = {(0,0,0)}] .

(6) Comme Lapplication f est & la fois um gpimonphisme et un
wwnmw\p\ima,ce&td&mmmmpum

m\abuuapﬂefAldmwxee/[\mQamabucemwmeAl.OmaaQ-

cle done Vimverwe de la mabnice A avee lo. méthode utillisamt
section 5 du chapibne 1. (Foter, que meus avons déja caloule
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imuerse de cette maknice & [excencice 26 )

1 0 2|1 00 1 0 2|1 00
01 1{0 1 0 ~ 01 1]0 10
-1 2 1|0 0 1 0 2 3|1 01
10 211 00
~ 01 1j]0 10
0 0 1]1 =21
10 0/-1 4 =2
~ 010/-1 3 -1
0 01 1 -2 1

Limverne de la mabnice A esk dome la malbnice

-1 4 =2
A= -1 3 -1
1 -2 1
&t lemw&aab\mnéu/r\rwdef@t
7t : R3 - R3
x —x + 4y — 2z
X=1uv = ATIX = —x+3y—z
z T—2y+z
£

Exercice 50 (Sous-espace vectoriel).
On considére le sous-ensemble de R* défini par

FZ:{(@",Z/’ZJ)GRHQUC—ZJ:O, x—y+t+z:0}.

(1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* en 1’écrivant comme
le noyau d’une application linéaire bien choisie.

(2) Calculer la dimension du sous-espace vectoriel F.
CORRECTION.

f R4 — R?
(x,y,z,t) = (2!L‘-y, :1,‘—y—{—t+2)
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@m,c&&ew&c@@mb'wﬁmamag%mmtwﬁa%@wme

f(X) =AX, avec

X:

ey

2 =100
6t‘4:<1—111>’

&ﬂag«td&mumewmx&mhyu&méangmwgwmtdomm
AM-WWL@QA&R4.UEMWMUM(x,y,z,t)

m&éfu@uthebdméquUMwa—yzodx—y+t+z:0.(€w
W@eF@ka-WWd&R?

brewse
:dimKerf:dimR4—rgf:4—2 .

£

Exercice 51 (Dérivation bis).

On reprend les notations de 'exercice 47. Dans ’espace vectoriel R3[X] des
polynémes de degré inférieur ou égal a 3, on considére I'application linéaire
«dérivation» suivante

{der : R3[X] — R3[X]
P — P

(1) Ecrire la matrice Matg g(der) de I'application linéaire der dans la base
B = {1,X,X2,X3}.

(2) En utilisant la matrice Matg g(der) répondre aux questions suivantes.
L’application linéaire der est-elle un épimorphisme ? L’application li-
néaire der est-elle un monomorphisme ? L’application linéaire der est-
elle un automorphisme ?

(3) Quelle est la dimension de I'image de der ?

(4) Quelle est la dimension du noyau de der ?

CORRECTION.

)lOmmvmmwe caﬁcuﬁenﬁea d@wedaumdeﬁa@w&e
ra imoges
B/r\anﬁ,wrvr\&mb{mder:

der(1) =0, der(X)=1, der(X?) =2X ek der(X?)=3X?.
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Jon d.é%mu'b\m,ﬂamabucel\/[at&lg(der) @t@@dﬁnéemwgmme
MWMWMW&BM\AQ&@WK

0 1 0 0 1
0 0 2 0 X
0 0 0 3 X?
0 0 0 0 X3

Matp g(der) =

o O OO

o O O

()@ofm/meﬂe dﬂﬂamabuoel\/[atlgg(der)eatégaﬂd&ﬁermx%de
Qwﬁm&mwmdere&tegaﬁa?) Ce dervnien est abnickement
i aQaMwmmdeQWMdlng]:4,dcfm

Qa/r\/r\&cab.om der me&t/[\abumwp\mm
memmmwd M\d_o'vmm/[wp\mmemm
m&mgﬁeﬂ)\Mw\e6QmaQNw Qa/rvr\ﬁ'«cab'wnder
me&t/rmmm/’r\ﬂub mommnon/ppumme
Ce me&tdmw/rmummlt@dnm/rﬁumne
(3)£adanAMde’maﬁedeQ’a/r\/r\&mﬁw&méaWdere&téﬁaﬂe
au namg de lo mabnice Matgp g(der), d ot

rader=3].
%) Lo Heoreme du iqué & Lannlicabion liméaine der donme
ang

dim R4[X] = dim Ker der +rgder ,

d'st

‘dimKer der:4—3:1‘.
)
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Exercice 52 (Matrice associée a une application linéaire).
On considére 'application suivante

[ R3 — RY
(x,y,2) — (x4+2y+32,2c+4y+6z,—x+y+32,3x — 2y — 7z).
(1) Montrer que 'application f est linéaire.
(2) L’application linéaire f est-elle surjective ?
(3) Ecrire la matrice Matp, 5,(f) de I'application linéaire f dans les bases
canoniques de R3 et R*.
(4) Décrire I'image de I'application f en utilisant la matrice Matg, s, (f).
(5) En déduire la dimension du noyau de f.

(6) Décrire le noyau de l'application f en utilisant la matrice Matg, g, (f).

CORRECTION.
)l)glwr\/ppjmahcyuf/r\wtblédwmﬁa@@ﬁmmmbuae%f(X =
AX wvec
- s 4 6
X = Z ek A= 1 1 3
3 -2 7

9) Lapplicabion liméaine £ pant d'un espace de dimension 3 powt
mdam»umewrmaededxm\eﬂwmm4£admnmmmm
male de som image est deme de 3; il eat impossille que som image
thz MWMW(WM&MMM)

( )gbmdé@iﬂdhom,ﬂambuceMatg47gg(f)e&t@®mﬁ\éemwQ@med@
coondonmées dams By des umaﬁeo des veckewrns de Bz = {(1,0,0),
(0,1,0),(0,0,1)}. Cela domme

f(1,0,0) =(1,2,-1,3), f(0,1,0) =(2,4,1,—-2), f(0,0,1)=(3,6,3,—7)
el dome

1
2
Mats, 5,(f) = | _]
3
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Omrme@«mﬁamdzﬁaqmi
QamabuceA/r\&unbwwen

SRl

admel pow base

W = N =
DN o N
N W oy W
W = N =
o w oo
SOy O O
LW = DN =
o w o o
SO OO

2 - 8 -1

@nfzwaqmz—Lm,@Q&—&py

(5) e theeneme du namg appligué a Lapplication liméaine f domme

dimR? = dimKerf +rg f .

On en condlut

|dimKerf =3-2=1] .
(6) £ewm&fww&9mnﬂ&wwmww
d’gquations liméines AX =0

x4+ 2y+ 3z

2z + 4y + 62

—x+y+3z

3x —2y— Tz
Omwo&thwludmwntque (1,-2,1) est ume solubion mon mulle.
dedmnmmml,aﬁoﬁbmaqueﬁem&gwe&tﬁadﬂo«temg&ndﬂé&
pare e weckeun (1,-2,1)

I |
cocoo

| Kerf = Vect({(1,-2,1)}) | -

V2]
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Exercice 53 (Nombre complexe).
On considére 'application suivante

{f:(C—)C

z = Z4iz.
(1) Montrer que I'application f est R-linéaire.
(2) Ecrire la matrice Matg 5(f) de I’application linéaire f dans la base
canonique B :={1,i} de C.
(3) L’application f est-elle un isomorphisme ?

CORRECTION.
QMMWHW%A,MERJMMWM-
/IxQex,eoz,wEC.Oma

fAz + pw) |= Az + pw + i(Az + pw) =
AZ + b + Xiz + piw | = Af(2) + pf(w)| .
(9) Caleullons d'alend oo images des weckeuns de Lo base B = {1,4)
f)y=1+i ek fi)=—-1—1i .
Jon dé%hﬂihm,ﬁamabuwMatg’B(f)@t@@w@monmmed@
mﬂd@mmé%d@bﬂmﬁmdmum&Bdamﬂa@amB,M

Matgs(f) = < 1 j )

(3) QWQQWM%B,BU)WWQW\&WM
fdmanaQ;aAeBe&tdenm\ﬁl apﬂfwﬂerm%defwtégaﬂd

1. @meMm&mwmfm@twAW e mest
Mw%wme&mmw mmmmry\m/me

Exercice 54 (Composées).
Soient f et g des endomorphismes de R? dont les matrices associées dans

des bases données sont

_ (1 -1 (3 2
i (L) w22,
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Calculer les matrices représentant les composées f o g et go f dans les mémes
bases.

CorrecTiON. Jon la /r\membwm 64, om saik que fla. matrice nefue-

M&W@mwwmmkwmm
W@w@nicﬁamei’eﬁﬂw.égammdﬁaww@fog

est dome dommée pan le produit
A= (5 ) (5 5) (0 )
&t Lo mabnice anaociée & la composée go f est donmée pan le poduit
:(g g)(é _11> :<171 :é)

£

Exercice 55 (Décalage bis).

On reprend les notations de I'exercice 48. Dans ’espace vectoriel R3[X] des
polynémes de degré inférieur ou égal & 3, on considére I'application linéaire
«décalage» suivante

{dec : Rg[X] — Rg[X]
P(X) — P(X+1).

(1) Ecrire la matrice Matg s(dec) de I'application linéaire dec dans la base
B:={1,X, X2 X3}.

(2) En utilisant la matrice Matg (dec), calculer I'image par dec du poly-
nome P = 2X3 —3X2 4 7.

(3) Reprendre les questions de I’exercice 48 avec cette représentation ma-
tricielle de ’application dec.

(4) Montrer que la famille
{1, 1+ X, 142X + X? 143X +3X°+X°}
forme une base de R3[X].

CORRECTION.

B/r\anﬁa/rvr\&mhm dec :
dec(1) =1, dec(X) =1+ X, dec(X?) =1+2X + X?
ek dec(X?) =1+4+3X +3X%24+ X3 .
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égammeatB,B(dec)@t[%@*méemwgommed@wohdofnméeb
MWMU@&W&BW&@@WKC@WM@L

|

(2) £es coondonmées du polynsme P =2x° —3x2+7 dams Lo lase
B ok

oo o
SO = =
O~ N~
_ W W

Matg g(dec) = (

é@@w@ﬁmé@dtemagedec(P)dmwQaQ;@edemméeb
pare le produit Matg s(dec)C, c'est-a-dine

|

£/i/mn%edeP/r\andecmtdom

OO O
SO = =
O = N =

dec(P) = 6 +3X? +2X3| .

(3) Limage de Lapplicabion linzaine eat lespace wectoniel emgemdné
fommes de o makrice Matg (dec). Comme la mabnice Matg ;(dec)

mtdemgmmaﬁ&aﬁ@wﬂumaggdeﬁ’w[\q\&mb@mdedémﬂage
esl bout Uenpace wectoniel Rs[X], ie.

Im dec = Ry[X] | .

ég'ajmx&mb.ofn dec est um érmnmxpﬁmﬁne
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Dﬁmwamww&mmem
< d’/ . . o .

o O O

Matp s(dec)

SRS IS

0

@m,ﬁemgmxdaﬁmrvp&mﬁomdecmtﬂéduﬂ:wmwwﬂ

Ker dec = {0}] .

£a/r\/r£mat@m dece&tmwm&d/rpm_\m
Ommmo@utc}ueQaM&cahm dece&tmmxt@wwmrywymé.

£QWWQMWWMQQMBMQ,W
m}medsﬁafmablmel\/[atglgdec o[ugﬂmcaQwQe/rmdm

1 11 1|1 0 0 O 1 00 0|1 -1 1 -1
01 2 3{0100O0 01 0 0]0 1 -2 3
0O 01 3{0 0 1 0 0O 01 0|0 0 1 -3
0O 0 O 1|0 0 01 0O 0 0 1]0 0 0 1
Doir

1 -1 1 -1

i o 1 2 3

(Matg g(dec))™" = Matg g(dec™ ") = 0 0 1 _3

0 0 0 1

On peut nemanguen qu'ill s'agit bien de lo mabnice de Vapplica-
Lion P(X)— P(X —1) dans la lase B.

(4) £a@amme{1, 1+X, 142X + X2, 1+3X+3X2+X3}eatﬁ'mm%e
deQa@mBTmQ/mMMedec.(e'@tMmﬂm,m
Qa/pmrmmm%.

£

Exercice 56 (Changement de base).
On consideére la base suivante de R3

B:=1{(1,0,2), (2,1,-1), (3,0,7)} .
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(1) Ecrire les coordonnées d’un élément (z,y, z) de R3 dans la base B.

On considére les sous-espaces vectoriels
U = Vect({(1,0,2)}) et V:=Vect({(2,1,-1), (3,0,7)}) .
(2) Décrire la projection projg sur U parallélement & V.
CORRECTION.
(1) On par éonine la mabnice asaocice a [
idemfite pantamt de la base camomique C eb arimvamt dams la
base B. Slle et composée des coondommées des vectewws de B
dams la base € -
2 3 )
1 0 .
-1 7

On caleule Vimverse de cebte mabnice en faisamk les epenatioms

N O =

P = Matc g(id) = (

1 2 3[100 N 1 2 3[1 00
0O 1 0j0 1 0 L3—L3—2L; 0O 1 0] 0 10
2 -1 7/0 0 1 0 -5 1]-2 0 1
N 1 2 3,1 00
L3—L3+5Lo 01 0]0 10
0 0 1]-2 5 1
N 100 —17 —3
L1%L172L273L3 0 1 0 O .
0 0 1]-2 5 1

ég’mA}meP*ldeﬁammbuLePb'mtenf[métemﬂamabdce
&Q’W&mhomdmﬁtédeﬂa@mmmwcwwﬂa@mﬁ
Le. P_I:MatB,c(id).

anAeBd'mm}edZeWLd.é%AM/[\an(xy, dwmﬁaﬁmwmw
¢, il sufffit de negarder som image pan Lapplicabion idemtite (qui
la base B; mabniciellement, elles somt dommées pan le produit
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subsamt
x 7T =17 -3 x T — 17y — 3z
Pty l= 0o 1 o0 y | = y
z -2 5 1 z —2x+5y+ =

égeawyndmméeod'mwectwn(x,y,z)damﬁa@amBMdom
‘(7m—17y732,y,72x+5y+z)‘ .
(2) mewanmdewemo[uetoutm (z,y,2) »ecnik de mamiene

umigue
(x,y,2) = (Tx — 17y — 32).(1,0,2) +y.(2,1, -1) + (=22 + 5y + 2).(3,0,7)

cU 9%
£a/r\nsa'ecﬁmxproj¥AunQadfw{teU/PanapﬂéQe/myntw/ﬂan
associe aw veckeun (z,y,2) asa wm/r\@/mmte sunt U, cesb-a-dine
(Tx — 17y — 32).(1,0,2). Tourn. résuwmen, la /I\noaerfxm projy, eak

Q’ l . l 4

R - U
(x,y,2) +— (Tx—17y —32).(1,0,2) = (Tx — 17y — 32,0, 14z — 34y — 62)

2]

Exercice 57 (Application linéaire et changement de bases).
Soit f : R* — R3 I'application linéaire définie par
flz,y,z,t) = (y+t—x,2x+t,%x—z) )
(1) Ecrire la matrice A := Matg, 5,(f) de I'application f dans les bases
canoniques de R* et R3.
On considére les vecteurs
= (1,1,0,1), @ = (1,0,1,0), @ = (0,1,1,1), @ = (1,2,0,0) .
(2) Montrer que A := {@1, a2, d3,ds} est une base de R*.
On considére les vecteurs

by == (2,0,0), by == (0,1,1), by = (1,1,0) .

(3) Montrer que B := {b1, by, b3} est une base de R3.

(4) Ecrire la matrice B := Matg 4(f) de l'application f dans ces deux
bases, & partir de sa définition.

(5) Donner les matrices de passage P et @) des bases A et B dans les bases
canoniques respectivement de R* et R3.

(6) Retrouver la matrice B directement grace aux matrices A, P et Q.
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CORRECTION.

(1 1 0 1)
A= 2 0 01 .
3 0 -10

) |

O = OO
o o O

mmﬁﬂw),ﬂa@amﬂﬂeswtm@mdeﬂ@.

(4) Jon dé%imM,QamabmeB:MatB,A(f)@tm%éemw.
Wmmm&MBde@m

@) = @1,-0, @)= (12g) -

Omﬁ&MW@mQa@aAeB@mW,mM
& nésoudne f(d1) = aby + by + by, Ce qui esk squinalent au
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2+ =1 a = 3(1-7)
B+y = 3 <=y = 3-p
5= 5=k
MQmwwWe&t(a,ﬁ,v):(—%,%,%) On a deme

fl@) = —Tby — by + 3b3
flds) = —ba+2b3,
f(_‘4) = _*b1+*b2+§bS
@equkdo«vmeww
7

5% 0
B=| 1 -1 4 1

5 3 2 3

(5) Jon defimition, les mabnices de passage somk florvmées des coeffi-

UUL, aeﬂa denme
1 1 0 1
. 1 01 2
P:Mat34,A(1dR4) = 0110 ek
1 010
2 01
Q = Matg, p(idgs) = 0 1 1
01 0

(6)@mﬁamomhm67,mm¢gue&amabwnezrmé&emtamtf
MMWAJBM%O&MMMWW

B = Matg 4(f) = (Matg, 5(id)) " Matg, 5, (f) Matp, 4(id) = Q' AP .
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On,ﬁ'mdeﬁambmec)@téﬁaﬂea

111
. 2 T2 2
ol'=[0 0 1
0 1 -1
A AR
0 0 1 2.0 01 0110
0 1 -1 10 -1 0
2 1010
3 7 1
-1 —1 U =1
_ 1 1 1
= 7 —3 1 3
5 5 3
2 2 2 3

£

Exercice ¥ 58 (Application linéaire matricielle).
On reprend les notations de I'exercice 49. Dans l'espace vectoriel R?, on
note

& ={éi, é3, €3} la base canonique o
el =(1,0,0), ¢é3:=(0,1,0), €3:=(0,0,1).
On considére la famille F = { fi, ﬁ, f;:,} définie par

fi=(1,0,-1), f=(012), fi=(211).
(1) Montrer que F est une base de R3.

Soit ¢ : R3 — R3 'application linéaire représentée dans la base F par
la matrice

1
1

1
B :=Matr r(p)=1| 0
2 -1

2
1
1
2) Donner une base de 'image Im ¢ et du noyau Ker ¢ de ¢.

4

(2)

(3) Donner les coordonnées des vecteurs €7, €3 et €3 dans la base F.
(4) En déduire les coordonnés de p(€7), ¢(€3) et p(€3) dans la base F.
(5)

5) Donner enfin les vecteurs ¢(€é7), ¢(€3) et ¢(€3) dans la base canonique

£.

On considére la matrice représentant ’application linéaire ¢ dans la
base canonique £ :

A = Matg g(p) .
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(6) Décrire la matrice A.
On dénote les matrices de passage par

P = Matg 7(id) et P~'=Matrg(id) .

(7) Retrouver la matrice A par un calcul & 'aide des matrices B, P et P!,

(8) Donner la matrice représentant l'application ¢ avec pour base a la
source &£ et pour base au but F :

C =Matre(f) .

CORRECTION.

(4 On bl (on colonne) o mabrice compnde on. conne

era@e%w«m\tad@ﬂ}eotwmdgfza@aﬂnﬂef

(i1)-( )

ron mulles), o famille 7 eat une base de B

—_ 0 =
N = O
)

¢ et de dimemaion 2 et quil admet pow base
{ﬁ+2ﬁ, f§—3f3} .
Dot

Im ¢ = Vect ({(5,2,1), (6,4,5)})] .
degpa&tl;wne@mee&tdmcdmvnéexpahmdemw%m
mulls. e coondommées dams F des weckews du moyau vérflient
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Qe ks A . l L. .

r+y+2z
y+z

2 —y+ =z

I
coo

xr+z
<~
{y+z

£eWﬁ—ﬁ—ﬁmeA&Wmm@e.@'w

| Ker ¢ = Vect ({(1,0,0)})] -

B)guuwﬁwm@%&wwa&wwéL@et@dmw%@wwf
les colonmes de o matnice Matre(id), qui est Limverse de la
mabnice Mate r(id). On cetke dernmisne esk la maknice de
de la base 7 dams la base camomigue; elle est dome florvmee en
mﬂ@«md@m@@%&dm&bd@@eoteumdef:

|

&WMWMWW,MM

-1 4 =2| A

N = O
— = N

1
P= Mat&]:(id) = ( 0
—1

Matre(id) = (Mate #(id))"' = P~1 =[—1 3 1| f
1 -2 1| fs

(eeq,ludﬁynmeaugimaﬂ

G=—fi-fotfo G=4fi+3f-2f &=-2fi-ft+f5.
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(4) Les images des veckews de € pan Lapplication linéaine ¢ dams
la base F somt donmees pan le poduit matniciel BP~1 quic wauk

0 3 -1 A
Bp-1— |0 1 0 f
0 3 —2| f5

5) & auffit maimtenant dubilisen la defimition des wecteuns de F

—

0
3(1,0,—1) +(0,1,2) + 3(2,1,1)
_(1707 _1) - 2(27 17 1)

o(
o(
o(

N =

/_\/_\/_\

)
)
)

faTa s

(6) TJon dé%&/niﬁm,QawmbuceA:Mat&g(f) eatwfm/rméemw

09 -5
A=10 4 -2 .
0 2 -1

(7) Jon Lo conollaine 68, om sait que la matnice A nepnésentamt
Vemdomenphisme ¢ doms Lo base € eak ggale au rodul des
maknices auisamkbes

A = Matg ¢(p) = Mate #(id) Mat 7 7(¢) Mat 7 £(id) = PBP™! .

£ewwe%echmenedsmme@wnﬁadmbm3:

(i) (e )G

1
1
-1

=
N~ O
= o= N
O =
[EE )
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(8) Lo mabnice C = Matre(p) hapnémntmtwdamﬂa@mg et o
C = Mat}:g(go) = Mat]:,f(go) Mat]:f(id) = BP~! .

Le called domme

1 1 2 -1 4 -2 0
0 1 1 -1 3 -1 |=1020
2 -1 1 1 -2 1 0

Ommmlszzemﬂmagfzawma
Vo)

W = W
NN O =

Exercice 59 (Trace).
On considére 'application f : R3[X] — R3[X] définie par

a+g+cX2+(d—b)X3.

fla+bX +cX?4+dX3) =d+

(1) Montrer que lapplication f est linéaire.

(2) Calculer sa trace.

CORRECTION.
(1) Coiemt ApeR dewse mombres neels ek asiemt P=a+bX+cX?+
dX3 ek Q=d + VX + X%+ d' X3 deuxc /r\&@\améd‘r\eb On a

FOP+ Q) |=f ((Aa+ pa) + (Ao + pb) X + (Ae + pcd) X2 + (Ad + pd' ) X?)

(Aa + pa’) + (Ab+ ub') + (Ae + pc’)

X2
2 +

A+ pd') +
(A + pd') — (Ab+ ub)) X3

b
~ <d+ a+2+cX2+(d—b)X3> +

(
(

!/ / /
m (d’ + #}ﬂ + (d — b’)X3>

= VP +ufQ)]

(2) Goun calewlen la trace de f, il suffit de la nepnésenten mabni-
cAaQQe/memtgnﬁcedumeraAe£amabuceaAAoaéeddeﬂwQa
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base camomique B={1,X, X2 X% de Ry[X] eat

0 0 0 1 1
0 0 0 0 X
A= 1 1 1 2
2 2 2 0 X
0 -1 0 1 X3

FA) fX) F(X?) F(XP)

du fimal, om o

Exercice 60 (Rang).
On considére la matrice

(1) Calculer le déterminant de M.
(2) Quel est le rang de la matrice M 7
(3) Montrer que la famille
{(1,4,6), (2,0,7), (3,5,8)}

forme une base de R3.

CORRECTION.
|det M =60 + 84 — 64 — 35 = 45| .
(9) For Lo preposition 77, comme le determimamt de M est mom

wu[z, celbe makrice eak de namﬁ Pmaoo'\mmﬁ, cest-a-dine

i =]
(3) £a@wm’0ﬂe{(1,4,6), (2,0,7), (3,5,8)}e¢tl2'ym08gdella@aum-

mquedeR3/rxanQ’autmnemr\P\iumefM.<€'edtdmwwne@we/r\m
la proposition 56.
£
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Exercice 61 (Méthode de Cramer).
On considére le systéme d’équations linéaires suivant

20 +y—2z =1
3r+2y+2 = 4
r+3y+z = 2.

(1) Décrire ’ensemble des solutions avec la méthode de Cramer.

(2) Retrouver ce résultat par un calcul matriciel utilisant 'inversion d’une

matrice.
CORRECTION.
2 1 -1 1
A=|3 2 1 ek B=| 4
1 3 1 2

%mmW,Q&W@Wd'@WA&-

X
méaines sonk les vecteurs X = [ y | de R3 qui wérillient AX =

B.
Le dskernmimant de la matnice 4 vauk
2 1 -1
3 2 1/=44+1-9-6+2-3=-11
1 3 1
@wmcedék@mimamtmb&tmmﬂﬂeu%ﬁéﬂmadm&m
1 1 -1
xr = ! 4 2 1 :_—11: ,
det A 9 3 1 —11
1 2 1 -1
=gl 4 1
2 1 1
1 —11
T R R T
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(1,0,1)] .

) 1 4 -3
A‘lzﬁ 2 -3 5
-7 5 -1

@mwgecab,ﬂ’umia[ugx\ogutimx@tdynmée/r\mX:A_lB,

cesb-a-dine
@ . 1 4 -3 1 1
vy =5 2 -3 5 4 ]=10
p -7 5 -1 2 1

V2]

Exercice 62 (Diagonalisation & valeurs propres simples).
Soit f : R3 — R3 Iapplication linéaire dont la matrice dans la base
canonique B est la suivante

-1
0
1

A =Matgs(f) =

O = =
O R

(1)
(2)
(3)
(4) En déduire, sans plus de calcul, mais en justifiant, que f est diagonali-
sable.

Quel est le rang de f7?
En déduire, sans calcul, que 0 est valeur propre de f.

Calculer le polynéme caractéristique x¢(X) de f.

(5) Montrer, sans diagonaliser complétement A, que tr (Ak) =1+2F, pour
tout k£ € N\{0}.

(6) Diagonaliser 'endomorphisme f.

CORRECTION.

(1)£erwm8def@thnwn8deﬂamabuaeAOmﬁemﬁa&emécP\e
suisambe .
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11 -1 ~ 100 100
110 |97 (101 lamse| 11 0
00 1 ) @7G+ g o 1 01 0

(2) Comme le namg de f nest pas mascimal, Lapplicabion liméaine
fm'mtwwxg'ecﬂw.ﬁmwﬁm@mm@md’mm-
domenphisme en dimension fimie, cebte applicabion m'est dome
Wmm&ﬁ#ﬁ@mmw,cb&b&-dﬁwmm
Jreqne  fl@)=0=0.4. é@am}aﬂamOeAl:demcm}aﬂam/r\me.

(3) Fan dé%jmib'sfn, e T@E\dmfyme canacténistique esk aOmQ &

1-X 1 -1
Xf(X)=det(A—XI)=| 1 1-X 0
0 0 1-X
EW&WWW&Q&W&T\E,MM
v = a-x) 1 F T ma-xa-xr -

= (1-X)(X?-2X)=|(1- X)X (X - 2)| .

MQ,M&WMSY,WQ,MWRMWfM&a%@-
nalisalle

(5) @m&wwmwwmdmwﬁ%,
mMWMMMWWWM,MEO
ElekEg,Mdedimml.gequ%lQMW
fase de wecteurs qrepes de R® de o B@’Imm B = {t, 1,02}
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ansec Uy € Eg, 271€Ele,t5’26E2.<M9§ﬂneAmw;;efnmaﬂheerw-

) |

?Lma/r\qlepﬂeP::Mat&B/(id)Qamablicedewggedeﬁa@m
B dams la base B, alow A= P~1AP, ot de mamizne équinsalente

A=PAP 1. @fymc
0
0 )Pl )
k

tr(AF) | = tr(PAFP~Y)| = tr(AF) = 1 + 2F | .

(6) Diagoralisen. Lendomorplisme. f signfie bnowven. une lase de

@eoteum/rmofr\mdaRS.

o O O
S = O
N OO

A = Matp g (f) = (

Ak = pAFp-1 = p (

o O O
o = O
\Y]

o A=0 :OmMﬁmWWdﬁ%@&iﬂWO,
c'eat-d-dmgumem}e&whdequuLm@ﬂ@@f(ﬁg)zﬁ. sec o

z+y—z = 0
r+y =0
z = 0,

1
Le nveckeun de coondommées ﬁg(l) comuient.

oA=1 :OmMamMﬂWd&w&Q&MWL
cesb-a-dine ume veckeun de R3 Qui «)éu@w f(71) = 3. Msec
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rt+y—=z
r+y

z

[
<

0
ége've,ckalndew@hdomméeb _’1(1) comsienk.

OAZQ:Omc%m%wmwm@wnTMWMAEW&MI@MWM2,
cesk-i-dine ume veckeun de R3 qui Uém@w f(ty) = 205. rsec
Qa&%mmmdeﬁu%umMm¢dJ@d@1mmmﬁwynmm

r+y—z = 2z
r+y = 2y
z = 2z,

1
£euecﬁaULdew@1dmméeb 172(1) comsiend.

gamabucede/r\maﬁepzl\/[at&gl(id)deQa@erB’dmwQa
MB.@MMW%MMMMA@W
de la lase B dams la base B, soit
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Ommﬁw&eQm@mkﬁaumQ@@éﬁaﬁm

é&émemtaineb auinvambes aun er PAﬁmeb
1 01|10 0 ~ 1 0 1/1 00
-11 1/0 10 Lt 010[001
0 1 0/0 01 01 2(1 10
N 1 0 1l1 0 0
L34)%(L37L2) 0 1 0 0 O 1
00 1]}
. 1o o0y -}
L1~)L17L3) 0 1 O O 0 1
001y 4
@eofukdsfr\me
1 _1 1
2 2 2
Pt=(0 0 1
11 _1
2 2 2
e calud fimal de
P~YAP = Matgp p(id) Matg 5(f) Matg s (id)
ok Qﬂm A:Matg/’g/(f) :
i -1 3 11 -1 1 01 000
0 0 1 11 0 -1 11)=1010
1 1 1
e 00 1 0 10 00 2
Jea)

Exercice 63 (Diagonalisation & valeurs propres avec multiplicité).

On note B := {€1, €3, €3} la base canonique de R®. On considére I'applica-
tion linéaire f : R?® — R3, X — M X, dont la matrice représentative dans la
base B est la suivante

3 -1 -1
A = Matgp(f) = 0 2 0
-1 1 3

(1) Quel est le rang de f 7

(2) En déduire que F = {f(€1), (&), f(€3)} est une base de R? et que 0
n’est pas valeur propre de f.

(3) Calculer le polynome caractéristique x ¢(X) de f.
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(4) Quelle sont les dimensions des sous-espaces propres Es et F4 associés
aux valeurs propres 2 et 47 Trouver une base de R? constituée de vec-
teurs propres de f.

(5) Trouver une matrice inversible P € GL3(R) et une matrice diagonale
A telles que A = P~1AP.

CORRECTION.

(1) Omécﬂa&ommﬁammAmwQ@wwmdaﬂamn@mW

3 -1 —1 ~ 3 0 0
0 2 0 | 0 6 0
1 1 3 C3—3C3+Cy -1 2 8

mnamge&tégaﬁd?)
rea=1).
Md'mwhm&m&,m&még

Kerf = Eq = {0} .
Uﬁml'\dadsmcauwmm/rm&rmemmdédo.ga«}aﬂwﬂO

m'eat/r\abwr\ew}aﬁekmwdef

3—-X -1 -1
0 2-X 0
-1 1 3—X

8%Qedéueﬂﬂwmmtmna1\/[w¢dlzadm@me&8me,mbwue

v = e-x) P X s e-x@e-xr-

X(X) = det(A — XT) =

= 2-X)(X2-6X+8)=|—(X—-2*X —4)]|.
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W@W-WWB4@&%QE@&1JW{2&&-

W@WWWEQMWleJ
ks A8 i S ‘O[U‘LE‘% . . .

o A=2 :Omcﬁywﬁeﬂeowedwmmwdguoﬂwn/r\m[\mz
c’e&t-d-dineﬂebweotwrwdeR3Wu@uBLanJ:f(ﬁ):2ﬁ:

3x —y—z

2y
—r+y+3z
égeww-WWEg%tdeer/pﬂmxd’Wx:

y+zgﬁmtdmmdedxmmwmx28tm@amme&tdoﬂmée
/r\anﬁeodmn}mo

2x
2y = z=y+=z.
2z

o AN=4 :OmMﬁm@MWdﬁ&m@&iﬂW4,
ceab-d-dine um veckeun de R3 WAW&%MJZ F(T) = 473

3r—y—z = 4dx —rx—y—2z = 0
—x4+y+3z = 4z —zrz4+y—2z = 0,

égeuecﬁamdawondownéeb
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dou fimal, Lo Jamlle

SNEED)

@@WW@QA&AEUMAWA&RB.
(5) Seit P = Matg(id) Lo mabrice de passage de o base B’ dams la
de la base B dams lo ase B, ssit

1 1 1
P=|10 0
01 -1

@wmceaab,&amabuceA:P_lAPm’mtaubwo[ueQamabuce

Exercice 64 (Non diagonalisable).
On considere la matrice suivante

7 3 -4
A= -6 -2 5
4 2 -1

(1) Calculer le polynéme caractéristique x 4(X) de la matrice A.

(2) Quelles sont les dimensions des sous-espaces propres Eq et Eo associés
aux valeurs propres 1 et 27

(3) La matrice A est-elle diagonalisable ?
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CORRECTION.

(1)£BWW@A5&%J[1

T-X 3 —4
xa(X)=det(A—XI)=| -6 —-2-X 5 |=
4 2 —1-X

1- X 3 )

—2(1-X) -2—-X 5

0 2 —1-X

Om@wt@agt@him(l—X)deQa/r\nmn@ngmﬂowwﬁa
/r\msv[\oaibiML?g:

1-X 3 —4 1 3 —4
—2(1-X) -2-X 5 = 1-X)-2 —2-X 5
0 2 -1-X 0 2 —1-X
1 3 —4
- 1-X)0 4-X -3
0 2 -1-X
Ol
4 — X -3
XA(X) _(1_X) 2 1=-X |-

1-X) (4= X)(-1-X)+6) =|-(X —1)*(X -2)| .
<2)QWQMWWMWMWMW’M
frizen )

W%&W@W—WWElwéﬁaﬁedlw
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dunamgdA—I.gmécpleﬂo’nmamtﬂamabuceA—I,mbMe

7 3 —4 1

-6 —2 5 ~ -2 .

4 2 -1 0
égenamgdﬁA—Ie&tdomcé%aﬁdQetQaMmm;ieElz
Ker(A—I)actégaﬂe[x
:dimKer(A—I):dimR?’—rg(A—I):?)—Q:.
3) Jou fimal, la dimemsion Lotale des sous- esk
o fonl espaces poopes eak dgale

dimE; + dimE; =1+1=2<3=dimR? .

(cf@umm,wwbwwmmegmmﬂe&hdzwm

deméﬁémanﬁb) £Q’Tﬂﬂbli£€A’TL/%t/rmAd108Mﬂ&-
salle.

N WO
o O O

V2]

Exercice 65 (Non diagonalisable, mais trigonalisable).
On reprend 1’énoncé de l'exercice 64.

(4) La matrice A est-elle trigonalisable ?

(5) Donner une matrice inversible P telle que P~'AP soit une matrice
triangulaire supérieure.

CORRECTION.
(4)Jpoubmomwo[usﬂe/r@@~dmmwmt&c}ueXA
1)%(X —2)&tAamdéOmmw/no&¢ Qedutejwdeb'uﬁb
ma&AaMte(tﬁeofwmegaquﬁamWAmtbuﬁmam

@om%mmmm@mdebugmn&mﬁwm«ma%&m&mmm

mmowmwmde«mmmm()m aaik
WQM mmm&mmmmwmﬂlz
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oAN=2 :OmMmdeng&ULWQ
cesb-d-dine um veckeun. X =*t(x,y,2) de R3 ’\W@Aﬁ AX =
2X, cesb-a-dine (A-2NX =0 :

ox + 3y — 4z
—6x — 4y + 5z

0
0 = 2rx=2y=1z.
4o + 2y — 32 0

Omwmm&ummw

(3

oA=1 :Omcpwmpwmwe&amwmdewaﬂamwfpml
cesb-d-dine um veckeun. X =1t(x,y,2) de R3 qu@;\e AX =
X, cesb-a-dine (A-1X =0 :

{ 6 + 3y — 4z 0
z
0 S {

—6x — 3y + 52 0 oy

dx + 2y — 22
Omwawd@wdomlzewectwn/r\rwr\ne

(3

go{twwnwe&amdeﬂ@a[ukwm/r&&e{ﬁ,ﬁ}mm@abe.gmt
P lo mabnice de passage de cetke base doms fa fase camomique

MmpM@th

PlAP = (

mﬁdﬁmwmw.%m,m%m

1
<

O O N

0
1
0

= Q2

trP AP =34+~y=trd=4,
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£am&mmmuwﬂwmﬁ%t il soik liméai-
nement imdépendant de i ek 7. Omwmxdenemﬂem}eotam

0
w = 0
1
égamabmde/rmmgﬁmmmutdom
1 1 0
P = 1 -2 0
2 0 1
Uecﬁwmﬁ,ﬁ,w[)joﬂmefnt@mume@wdgl@ OerAmtd%do[ue
—4 1 1 0
AW = 5} =au+pfr+uw=af 1 + 681 -2 + 0 ,
-1 2 0 1

2 0 —1

A= 0 1 -3
00 1
o)

Exercice 66 (Trigonalisation).

On considére I'application linéaire f : R?® — R3? dont la matrice représen-
tative dans la base canonique B est la suivante

2 2 =3
A = Matpp(f) = 5 1 =5
-3 4 0

(1) L’endomorphisme f est-il trigonalisable ?

(2) Quelle est la dimension du sous-espace propre E; associé a la valeur
propre 17

(3) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

(4) Donner une base dans laquelle 'endomorphisme f est représenté par
une matrice triangulaire supérieure.
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CORRECTION.

2-X 2 -3 2-X 2 1-X
5 1-X -5 5 1-X 1-X]|,
-3 4 -X -3 4 1-X

dstermimamt par (1- X WQEQWMR

Xf(X) =det(A - XI) =

2-X 2 1 2-X 2 1
(X)) = 1-X) 5 1-X 1|=(1-X) 34X -1-X 0
-3 4 1 5+ X 2 0
34X —-1-X
= 0=X) 5y
= 1-X)2B+X)+ (X -5)(1+X)) =|—-(X —1)?

(Q)QWMW&REBW%WA—LMM,W

Ea@@mm
2 2 =3 1 0 O
(5 1 5)~(0 1 0),

-3 4 0 2 -1 0
nwnﬁdg’mdmwy\imeffid,mo@hemtﬁadhmmmdu
w-wElmﬁdédﬂawaﬂamwl
:dimKer(f—id):dimR3—rg(f—id):3—2:.
dl,mqmmtmmtm%émdﬂammdgﬁ’m-
WRggthdomwM@Qedebmm@aAedew
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kaémnmnmtmdér\emdamt £'e/ndomyuppu'mmefm'eatdmc/[\ab

mmwmmw&mw

WTLMQM
Omc&maﬂemweotamwdeuaﬁe«mwl,d@bm
dine um wveckeun @ = (2,y,2) de R® qui M\k[%/\e F(i) = 1, cesba-
dine
x4+ 2y — 3z
5% — b5z

—3x+4y —z

|
o
8
I
<
I
©

Ommmdéfwdm\cﬂewectwn/rmof[\m

(1)

mmﬁ&ﬁt&bwﬂa@ammf::{ﬁ,ﬁ,w}gme
mmagm?fmﬂmnmaef@mfzetﬂmmgaﬁam

repnésentamt [endomerphisme f dams cette ase esk dome de la
forume

On sait dome gue Vimage du wecteun # est de o forvme f(7) =
¥+ ail, cesb-a-dine

f(@0) =T =(f —id)(?) = ai .
@mﬁwmwdﬁmﬂamwl,dmbd—m
ﬁeal:méﬁémmkdummdmxdgf—id,mmm\a&io[ua

(f —id)*(@) = a(f — id)(a)

o~ Q9
_2 ™

1
B =Matr r(f) = ( 0
0

0.
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Ommn&eﬂﬁa@ed'mapf%e;mam%d%n@@mmﬂbm

WW&Q&W&W.
(epxampxmwkun«}eckwnﬁdamﬁewxdaude id)?. Joun cella,

mubﬁerQamabuceA I)? WQ@WM

(f—ldzdaﬂwﬁa@azxemmmxe Cette dermizne wauk

2 -1 -1
(AI)210<2 ~1 1)
2 -1 -1
et¢mc& de (f—id)? esf le plam d'gquakion 20—y—2=0.
mmwwmﬂw%wwl

26

en foif panbie ef quil esk liméainement indépendant de 4, can
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%Quw,ﬂammnarm&mwgmwmnwfdm
la Base

Exercice 67 (Puissance de matrice diagonalisable).
On considere la matrice

de I'exercice 63.
Calculer les puissances A*, pour k € N.

CORRECTION. Omwawmmdgﬁw 63. Om calleule
/(\m%nm,ceo[uxdomme
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O’YLCL,CLO’T\,C
0 1 0
11 1 280 0
M*| = plakp 10 0 0 28 0 1 -1 1
01 —1 0 0 4*
1 -1 -1

ok 44k ok gk ok _ 4k
. 0 9k+1 0

ok _ gk _ok L gk ok 4 4k

2]

Exercice 68 (Puissance de matrice avec le théoréme de Cayley-Hamilton).

On considére la matrice suivante

a=(y 4)

(1) Calculer les puissances Ak pour k € N, en diagonalisant la matrice A.

(2) Retrouver ce résultat en utilisant le théoréme de Cayley-Hamilton et
la division euclidienne des polynémes.

CORRECTION.
(1)£EWWMW&%WAW
)] = deta-xn=| 'S 2
= (X+1)?-4=X+2X-3=[(X - 1)(X +3)| .
@efm/mecedamxenectzxumde W\Q&A,PO.’TTWA

est diagomalisalle, /rxanﬁew’w@amg87

oA:l.OmcR@cﬂemmotwthde«}aﬂeunwl,
cesk-a-dine um wveckeun X =1(xz,y) ngQ«»émem\t (A-DX =
0 :

—2x 42y =
{ T+ 2y O<:>a::y.

2x — 2y

I
o
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Omwmxd@wdomﬁewmw

i=(1)]-

o A= —3. Ommmwwkmw—a
cesk-a-dine um vecteun. X = t(z,y) de R2 mm%umJi (A+30)X =
0 :

2z + 2y 0
2z + 2y 0

Omwawdénedomﬁewecteun/r\nof[me

(1))

()

1/1 1
-1 _
P _2<1_1>.

SRS ICHS I

114+ (=3)F 1 (=3)F
- 2(1—(—3)’“ 1+(—3>‘“> '

WWXA(X) (X —1)(X +3) domme

XP = (X~ 1)(X +3)Qx(X) + Re(X)
leemteeatmT\spjb\mmdedagnel Ri(X) = apX + by
gmmMQ,éga&téthemX—lmbwwue

1=a;+ b

= T=-y.
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de’é/anAmmth:—S,mbwume
(—3)k2—3ak+bk .
Pa nésolubion de ce systeme liméaine de deuoc Zquabions & deuoc
imeommues demme
(1-(=3)")

ar =

— = =

b, = Z(?’H_?’)k)'

égetR@WSOdﬂemHﬂagg‘@mm&@dequue

= xa(4) Qr(A) + Ri(A) = apA + byl
=0

= i(l—(—:’))’“)(}l _21)+i(3+(—3)k)(é g’)

LT+ (=38 1= (=3)

B 2<1—(—3)k 1+(—3)’<> '
e




CHAPITRE 4

ESPACES EUCLIDIENS

Dans les chapitres précédents, nous avons conceptualisé les propriétés bien
connues des vecteurs du plan ou de l’espace : somme et multiplication par
un scalaire. Cela nous a mené a la notion général d’espace vectoriel, dont nous
avons pu constater qu’elle englobait de nombreux types d’exemples : puissances
quelconques de R, polynémes, matrices, fonctions, etc.

Poursuivons cette démarche un cran plus loin. Dans le plan et dans ’espace,
nous disposons d’outils métriques pour étudier les vecteurs : individuellement,
il existe la notion de norme qui permet d’évaluer leur taille, et collectivement,
il existe la notion de produit scalaire qui permet de mesurer dans quelle confi-
guration se trouvent deux vecteurs, orthogonaux par exemple.

<L
£
I
<y
I
o

Le but de ce chapitre est donc de définir une notion générale de produit
scalaire pour tout espace vectoriel. On appelle espace euclidien la donnée d’un
espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire. Une telle donnée
nous permettra, par exemple, d’évaluer la taille de polyndémes et de matrices
(norme) et d’étudier leur degré d’indépendance (orthogonalité).

Dans ce chapitre, on ne travaillera qu’avec des espaces vectoriels définis sur
les nombres réels et de dimension finie.

1. Formes bilinéaires

On introduit les formes bilinéaires en suivant exactement le méme plan
qu’au chapitre précédant pour la notion d’application linéaire : définition,
exemples, contre-exemple, caractérisation grace a une base, le cas de R", re-
présentation matricielle.
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Définition (Forme bilinéaire). Une forme bilinéaire d'un espace vectoriel
& est une application

d: £xE — R
Z,9) — @&,79),
linéaire en chacune de ses entrées, c’est-a-dire

(I)()‘lfl + )\252,@') = Alq)(fla 37) + )‘Z(I)(f2azj )
Q(Z, piyt + poye) = mP(T, 1) + pe®(Z, i) ,

Y
pour tout Ai, Ae, 1, 2 € R et pour tout T, T, To, ¥, U1, Y2 € &.

REMARQUES.

o Avec des mots, ces deux derniéres conditions signifient que si on fixe
une entrée, par exemple la seconde avec un vecteur quelconque 7/, alors
I’application ainsi obtenue

O(—,9): & — R
Z — O(Z,79)
est linéaire, au sens du chapitre précédent.

o Une «forme» est une application dont ’ensemble d’arrivée est ’en-
semble des nombres réels.

EXEMPLES.
o L’application
RxR — R
{ (x,y) — 3ay

est une forme bilinéaire. En effet, les deux applications = +— (3y)x et
y — (3z)y sont bien linéaires.

¢ Dans le plan &, le produit scalaire classique

{@x@% R

(#9) = Ty

est une forme bilinéaire. !

o Aprés identification sur la base canonique, le produit scalaire du plan
2 donne la forme bilinéaire suivante de R? :

R? x R? — R
(($1,$2)7(y1a3/2)) = T1y1 + T2y2 .
Plus généralement, le produit scalaire canonique de R™, défini par
(,): RExR*" — R
(XvY) = <X7Y>:tXY:xlyl+"‘+xnyn

1. Heureusement, c’est de lui dont on s’est inspiré pour cette définition.
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pour toute paire de vecteurs
21 Y1
X=1": et Y =
Ln Yn
est une forme bilinéaire.

¢ De maniére générale, on peut insérer n’importe quelle matrice carrée
M € M, dans la définition précédente; cela donne encore une forme

bilinéaire
(,)m + R"xR" — R
(X,)Y) = (X\)Y),, = XMY
de R™. Avec les valeurs de la matrice
mi1 o Min
M = :
Mn,1 Mpn
cela donne explicitement
mi1 o Min U1
(X,Y)yy ="XMY = (21 - )
Mmp1 -+ Mnpn Yn
- Y mmn
1<i,j<n

Tout comme pour les applications linéaires, nous verrons ci-dessous que
toutes les formes bilinéaires de R™ sont de ce type!

¢ On peut considérer des formes bilinéaires sur d’autres espaces vectoriels
que les puissances de R. Par exemple, 'application suivante

R[X] x R[X] — R
1
PQ = [ P@Q)ds
0
définit une forme bilinéaire sur ’espace vectoriel des polyndémes.

CONTRE-EXEMPLE.
o L’application

(v,y) +— 3xy?
est bien une forme linéaire a gauche mais pas a droite. En effet, si on
fixe la variable y, I'application induite x + (3y?)z est bien linéaire,
mais si on fixe la variable x, application induite y — (3z)y? n’est pas
linéaire.

{RxR—) R
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£

Exercice 69 (Formes bilinéaires de R™). On considére les applications
suivantes

d: RxR — R
(r,y) = maxy,

P, R? x R? — R
((z1,22), (y1,92)) — wx1y1 + 2.2192 — Toy1 + 3.22y2

(1) Montrer qu’il s’agit de formes bilinéaires.
£

Proposition 91. Toute forme bilinéaire ® : & x & — R est caractérisée
par l’ensemble des images

{®(€,€) Heijon

des paires de vecteurs d’une base B = {€1,...,€n}.

DEMONSTRATION. Voyons comment on peut retrouver la forme bilinéaire
® dans son entier a partir des valeurs ®(€j, €;) prises sur la base B = {€1,...,€é,}.
Soient & et ¥ deux vecteurs de &. Ils s’écrivent comme combinaisons linéaires
sur la base B :

T=x181+ - +xp€, et FT=1y1€1 + + Ynbn -

La bilinéaire de ®, d’abord & gauche, puis a droite, permet de calculer ®(Z, i)
de la maniére suivante

@(f,g) = (I)(xlgl ++xn€n7 y151 ++yn€n)
= $1q)(€17 ylgl + -+ yngn) +- an)(gna ylgl +--+ ynén)
= Y Ty ®(E,d) .

1<i,j<n

O

Comme les valeurs prises par une forme bilinéaire sur une base permettent
de la décrire fidélement, rangeons les dans une matrice.

Définition (Matrice associée a une forme bilinéaire). Soit ® : & x & - R
une forme bilinéaire et soit B = {€é1, ..., €, } une base de &. La matrice associée
a la forme bilinéaire ® dans la base B est la matrice

Matgs(®) == (B(&;, &;))

1<i,j<n

dont I'entrée a la i® ligne et j° colonne est le nombre ®(€j, €)5).
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ATTENTION @ Attention & ne pas confondre avec la matrice représentant
une application linéaire. Pour se souvenir de cette définition, on peut s’aider
en représentant les éléments de la base B a gauche et en haut de la matrice

(] €2 n
er [ ®(er,e1) P(ér,er) P (€1, €n)
€ [ ®(é2,61) P(é2,é) P (€, €n)
én \ P(€n,€1) P(én,e2) -+ D(En,€n)

On voit bien que c’est complétement différent de la matrice associée a
une application linéaire. Par exemple, ici, il n’y a pas a interpréter I'image de
vecteurs par une application dans une base pour obtenir des coefficients ; les
calculs des ®(€j, €j) donnent directement des nombres.

ExEMPLE. Considérons la forme bilinéaire suivante sur 1’espace vectoriel
des polynoémes de degré inférieur au égal a 2
{ O Ro[X] x Ry[X] — R
(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) +2P(2)Q(2) .
L’évaluation de cette forme bilinéaire sur toutes les paires de vecteurs de la
base canonique C = {1, X, X 2} donne

1 X X2
1 ®(1,1) =4 O(1,X)=5 d(1,X2%) =9
X (X, 1)=5 @(X,X)=9 (X, X?) =17
X? P(X2,1)=9 (X% X)=17 ®(X?% X?) =33
Donc la matrice qui représente ® dans la base canonique est
4 5 9
Mate(®)= |5 9 17
9 17 33

Théoréme 92.
o Toutes les formes bilinéaires de R™ sont du type

{<,>M:R"><]R"—> R
(X,Y) — (X,Y),, ='XMY

ou M € M,, est une matrice carrée.
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o Apres choix d’une base B = {é€1,...,e,} de &, toute forme bilinéaire
.8 x & — R s’éerit
d: £xE — R
(#,9) = 0,9 =XMY
avec
(X =[Z]s, Y =[§ls et M =Matg(®)].
DEMONSTRATION.

o Soit @ : R™ x R™ — R. En reprenant la démonstration de la proposi-
tion 91 en considérant la base canonique B = {é},...,¢€,} de R, on
obtient

(X, Y)= D 2®(E,8)y; ="XMY = (X,Y),

1<i,j<n

avec M = Matp(P).
¢ La démonstration de cette assertion se fait de la méme maniére que la
précédente :

O(F,§) = D (@, &)y ="[7]sMats(®) [7]s -
1<i,j<n

O

REMARQUE % . Comme pour les applications linéaires : on connait la
forme générale des formes bilinéaires de R" et, par choix d’une base, on peut
toujours ramener I’étude d’une forme bilinéaire d’un espace vectoriel & une de
ce type.

£

Exercice 69 (Formes bilinéaires de R™ suite). On considére a nouveau
les deux formes bilinéaires ®; et ®9 données dans ’exercice 69, auxquels on
ajoute les deux formes bilinéaires suivantes

P : R3 x R3 — R
((z1,22,23), (Y1, Y2, ¥3)) — 22191 + Toya + T1Y3 + T3y1
+x2y3 + T3Y2 + 2w3Y3 ,
D, : R* x R4 — R
((xl, T2, 3,T4), (3/1792»93’3/4)) —  T1y3 + 2x1Y1 — Ty
—2x3Yy3 + Tx1y4 -

(2) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice associée dans la base
canonique.
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£

Comme pour les applications linéaires, on voit que la matrice représentant
une forme bilinéaire dépend intrinséquement de la base choisie. La formule
suivante décrit l'effet d’un changement de base au niveau de cette matrice.

Proposition 93 (Formule de changement de base des formes bilinéaires).
Soit @ : & x & — R une forme bilinéaire et soient A et B deux bases de &. Si
on note par P = Mat 4 g(id) la matrice de passage de la base B dans la base A,
alors la matrice représentant la forme bilinéaire ® dans la base B est donnée
par

Matg(®) = P Mat 4(®) P .

DEMONSTRATION. Notons par A = {é},...,é,} et B = {ﬁ,,ﬁ} les
éléments respectifs des deux bases. Rappelons que la matrice de passage

P=Matap(id) = [fi]lal| - | [fu]a

est formée en colonne des coordonnées des vecteurs de la famille B sur la base
A. Donc le produit de matrices 'P Mat_4(®) P vaut

[ fila (e, 1) - (e, E)

[ fnla D(e,,€1) - DP(En,€n)
On voit alors que le coefficient de la i° ligne et de la j° colonne est donné par
[ filaMata(®) [ fj]a = 2(fi. fj),

qui est précisément le coefficient de la i® ligne et de la j® colonne de la matrice
Matp(®) représentant la forme bilinéaire ® dans la base B. ]

REMARQUE % . Encore une fois, remarquez ’analogie mais aussi la
différence avec le cas des applications linéaires ot la formule de changement
de base est P"'MP. Le cas des formes bilinéaires est plus simple car nous
n’avons pas a inverser de matrice.

EXEMPLE. Reprenons I'exemple précédent
{ O Ro[X] xRy[X] — R
(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) +2P(2)Q(2) .

de forme bilinéaire sur I’espace vectoriel des polyndémes de degré inférieur ou
égal a 2 et considérons maintenant la base B == {X, X — 2, X (X — 2)} de
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polyndmes échelonnés en degré. Si on écrit la matrice représentant la forme
bilinéaire ¢ dans cette nouvelle base, on trouve, en utilisant la définition

9 -1 -1
Matp(®)=| -1 5 1
-1 1 1
Ici la matrice de passage est
0 -2 0
P =Matcp(id) =1 1 -2
0 0 1

La formule de changement de base redonne bien la matrice précédente

0 1 0\ /4 5 9 0 -2 0

‘PMate(®)P = -2 1 0 (5 9 17| (|1 1 -2
0 -2 1/\9 17 33/ \0 0 1

9 -1 -1

= [-1 5 1

-1 1 1

fa)

Exercice 69 (Formes bilinéaires de R™ suite). On considére a nouveau les
quatre formes bilinéaires données dans I’exercice 69.

(3) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice représentative dans les
bases respectives suivantes

{2}, {(1,1), 1,2)}, {(1,1,1), (1,0,1), (1,1,0)},
{(1,0,1,0), (0,1,0,1), (1,1,1,0) (0,1,1,1)} .

£

Définition (Rang d’une forme bilinéaire). Le rang d’une forme bilinéaire
P : 8 x & — R est le rang de la matrice associée & ® dans une base B de & :

rg & := rg Matp(®P) ‘ .

Tout comme pour la définition de la trace et du déterminant d’un endo-
morphisme, cette notion est bien définie car elle est indépendante de la base.

Proposition 94. Le rang d’une forme bilinéaire ne dépend pas de la base
avec laquelle on le calcule.

DEMONSTRATION. La démonstration est du méme type que pour la trace
et le déterminant : on utilise la formule de changement de base donnée & la
proposition 93 précédente. Soient A et B deux bases de 'espace vectoriel &.
Comme la matrice de passage P = Matp _4(id) est inversible et comme le rang
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d’une matrice est invariant par multiplication par une matrice inversible, on
obtient
rg Matg(®) = rg (P Mat 4(®) P) = rg Mat 4(®) .
O
Définition (Forme bilinéaire (non-)dégénérée). Une forme bilinéaire @ :
& x & — R est dite
© dégénérée si son rang n’est pas maximal, ¢’est-a-dire rg & < dim &,
o non-dégénérée si son rang est maximal, c’est-a-dire rg ® = dim &.

EXEMPLE. Sur I'exemple que nous suivons
{ D RQ[X] XRQ[X] — R
(P, Q) — P(0)Q(0) +2P(2)Q(2) ,

le rang de la matrice associée dans la base canonique C := {1, X, X 2} vaut

4 5 9
rg Mate(®) =rg |5 9 17| =3.
9 17 33

Donc cette forme bilinéaire est non-dégénérée.

V2]

Exercice 69 (Formes bilinéaires de R™ suite). On considére a nouveau les
quatre formes bilinéaires données dans ’exercice 69.

(4) Déterminer si elles sont dégénérées ou non.
£

Définition (Forme bilinéaire symétrique). Une forme bilinéaire ® : & x &
— R est symétrique lorsqu’elle vérifie

o(7,7) = 2(5.7) ],

pour tout Z, 7 € &.

EXEMPLE. La forme bilinéaire
O Ro[X] x Ro[X] — R
{ (P, Q) = P0)Q(0) +2P(2)Q(2) .
est symétrique, on a bien
(Q, P) = Q(0)P(0) +2Q(2)P(2) = P(0)Q(0) + 2P(2)Q(2)P = ®(P,Q) .
Définition (Matrice symétrique). Une matrice carrée M € M, est symé-

trique lorsqu’elle est égale & sa transposée :

‘M =M|.
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Cela signifie qu’elle est invariante par la symétrie par rapport a la diagonale.
On note 'ensemble des matrice symétriques de taille n par S, (R).

EXEMPLE. La matrice suivante

4 5 9
5 9 17
9 17 33

est symétrique.

Proposition 95. Soit @ : £x& — R une forme bilinéaire. Les propositions
suivantes sont équivalentes.
(1) La forme bilinéaire ® est symétrique.

(2) I existe une base B de & telle que la matrice Matp(®) qui représente
la forme bilinéaire ® est symétrique.

(3) Pour toute base B de &, la matrice Matp(®) qui représente la forme
bilinéaire ® est symétrique.

DEMONSTRATION.

(3= 2) : Trivial.

(2 =1) : Notons la matrice par M = Matp(®) et les vecteurs de R™ par
X = [Z]p et par Y = [¥]p. Le calcul suivant

O(Z, ) ="' XMY ="X'MYy =" (tYMX) =®o(y, %) .
montre que la forme bilinéaire ® est symétrique.
(1=3): Soit B = {é1,...,€,} une base quelconque de &. Comme la
forme bilinéaire est symétrique, on sait, en particulier, que
®(e;, €5) = P(€j, €) -

Comme la matrice Matp(®) qui représente la forme bilinéaire ® dans
la base B est formée des ®(€;,€;), on en déduit que cette derniére est
une matrice symétrique.

O

EN PRATIQUE é:% . Nous utiliserons bien sur le sens (2 = 1) qui nous
permettra de montrer facilement qu’une forme bilinéaire est symétrique.
EXEMPLE. La forme bilinéaire
{ O Ro[X] x Ro[X] — R
(P,Q) = P(0)Q(0) + P()Q(1) +2P(2)Q(2)
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que nous étudions depuis le début du chapitre est symétrique et les deux ma-
trices

4 5 9 9 -1 -1
Mate(®)= |5 9 17 et Matg(®)=|[-1 5 1
9 17 33 -1 1 1
qui la représentent, respectivement dans les bases B et C, sont bien symétriques.
o)

Exercice 69 (Formes bilinéaires de R" suite). On considére a nouveau les
quatre formes bilinéaires données dans l’exercice 69.

(5) Déterminer si elles sont symétriques.

£

Une des propriétés du produit scalaire du plan &2 dont nous nous servons
souvent est sa positivité lorsqu’on I’évalue sur deux fois le méme vecteur :
@4 = 22 +y? > 0, si on note par (z,y) les coordonnées du vecteur % . On
généralise cette propriété de la maniére suivante.

Définition (Forme bilinéaire positive). Une forme bilinéaire ¢ : &x& — R
est positive lorsqu’elle vérifie

®(7,7) > 0],

pour tout ¥ € &.

EXEMPLES.
o Le produit scalaire canonique (X,Y) = XY de l'espace vectoriel R"
est positif :
1
(X, X)="XX =23+ ... 422

o =0, pour =
:I/‘n
o La forme bilinéaire
O Ro[X] x Ro[X] — R
{ (P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) +2P(2)Q(2)

est positive, car

®(P,P)=P(0)2+ P(1)2+2P(2)% >0.

Une autre propriété du produit scalaire du plan & qui s’avére cruciale est
que le produit scalaire d’un vecteur avec lui-méme est nul si et seulement si ce
vecteur est nul : @4.4 = 22 + y2 = 0 < @ = 0 . On généralise cette propriété de
la maniére suivante.
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Définition (Forme bilinéaire définie). Une forme bilinéaire ¢ : & x & — R
est définie lorsqu’elle vérifie

O(Z,7) =0 F=0].

EXEMPLES.
o Le produit scalaire canonique (X,Y) = XY de I'espace vectoriel R"
est défini :
I 0
(X, X)=XX=a?+- +2l=0=X=|: | =
Tn 0

¢ La forme bilinéaire
O Ro[X] x Re[X] — R
{ (P, Q) = P0)Q(0) + P(1)Q(1) +2P(2)Q(2) .
que nous suivons est définie car I’équation
®(P,P)=P(0)2+ P(1)2+2P(2)%=0.

implique que 0, 1 et 2 sont racines de P. Cela fait trois racines pour un
polynoéme de degré inférieur ou égal a 2. La seule possibilité est que le
polynéme P soit le polynéme nul P = 0.

Proposition 96.
o Une forme bilinéaire définie est non-dégénérée.
o Une forme bilinéaire symétrique positive non-dégénérée est définie.

DEMONSTRATION. On montre ici le premier point ; pour le second, moins
évident, on renvoit & appendice A. Soit ® : & x & — R une forme bilinéaire
définie. Supposons par I'absurde qu’elle soit dégénérée, cela signifie que la ma-
trice M = Matg(®) de ® dans toute base B de & n’est pas de rang maximal.
Soit B = {é1,...,€,} une base de &, le théoréme du rang (théoréme 59) im-
plique que le noyau de la matrice M n’est pas réduit au vecteur nul : il existe
X = (z1,...,2,) € R non nul vérifiant MX = 0. On considére le vecteur
T:=x1€1 + -+ x,€, non nul de & qui vérifie

O(F,7) ="XMX =0 .

Ceci contredit le fait que la forme bilinéaire ® est définie, donc elle non-
dégénéree. O

ATTENTION @ Comme toujours, il faut sortir couvert et bien vérifier les
hypothéses de la proposition avant de I’appliquer, comme le montre ’exemple
suivant. La forme bilinéaire

P R? x R? — R
{ ((z1,22), (y1,92)) — @1y2 + T2y
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est bien symétrique mais elle n’est pas positive, car
®((1,-1),(1,-1)) =-2<0.

Dans ce cas, on n’a pas équivalence entre définie et non-dégénérée : la forme
bilinéaire ® est non-dégénérée car le rang de sa matrice dans la base canonique

0 1
10
est maximal mais elle n’est pas définie car
®((1,0),(1,0)) =0.

Définition (Mineurs principaux dominants). Soit M € M,, une matrice
carrée. Les mineurs principaur dominants de la matrice M sont les détermi-
nants des n sous-matrices carrées obtenues en supprimant les n — k derniéres
lignes et colonnes

le e ml,k o an
Me1 - Mgk
an e mn7n
On les note
mi1 mik
(5k(M) =
mg.1 Mg k

Proposition 97 (Critére de Sylvester). Une forme bilinéaire symétrique
D : &xE — R est définie et positive si et seulement si tous les mineurs extraits
dominants de la matrice associée dans une base B sont strictement positif

‘5k(MatB(<I>)) >0, pourtout k=1,... ,n‘ .

EXEMPLE. Testons ce critére sur la forme bilinéaire symétrique
{ O Ro[X] x Ry[X] — R
(P, Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) +2P(2)Q(2) ,

que nous étudions depuis le début. Comme sa matrice dans la base B =
{X, X =2, X(X —2)} est
9 -1 -1
M =Matp(®)=[-1 5 1 )
-1 1 1
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les mineurs extraits dominants sont

9 -1

51(M):|9|:9>07 52(M): -1 5

‘:44>0, d3(M)=det M =32>0.

Ceci fournit une seconde démonstration, par le critére de Sylvester, du fait que
la forme bilinéaire ® est définie positive.

REMARQUE % . Le critére de Sylvester vous fournit un moyen pratique
particuliérement simple pour démontrer qu'une forme bilinéaire symétrique est
définie positive. Encore une fois, attention a bien vérifier 'hypothése (symétrie)
avant de vous lancer.

Vo2

Exercice 69 (Formes bilinéaires de R™ fin). On considére & nouveau les
quatre formes bilinéaires données dans I’exercice 69.

(6) Pour celles qui sont symétriques, déterminer si elles sont définies posi-
tives.

2]

2. Produits scalaires

Définition (Produit scalaire). Un produit scalaire d’un espace vectoriel &
est une forme bilinéaire (, ) : & x & — R symétrique, définie et positive.

EXEMPLES.
¢ Le produit scalaire canonique

(X,)Y) = XY =z 4+ -+ Tnyn

de l'espace vectoriel R est bien une forme bilinéaire symétrique définie
et positive. 2
¢ La forme bilinéaire
{ ® : Ro[X] xRy[X] — R
(P,Q) = P(0)Q(0) + P()Q(1) +2P(2)Q(2) ,

est symétrique, définie et positive; elle définit donc un produit scalaire
sur l'espace vectoriel Ra[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a
2.

£

2. C’est heureux car c’est de lui que ’on s’est inspiré pour établir la définition générale
de produit scalaire.
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Exercice 70 (Produit scalaire sur € ([0, 1])).
On travaille dans 'espace vectoriel €'([0,1]) formé des applications conti-
nues f : [0,1] — R de Iintervalle [0, 1] vers R. On considére I’application

d: %([0,1]) x €(0,1]) — 1 R
(f,9) — /0(1+t)f(t)g(t)dt.

(1) Montrer qu'’il s’agit d’une forme bilinéaire.
(2) Montrer qu'’il s’agit d’un produit scalaire sur ([0, 1]).
o)

Définition (Espace euclidien). Un espace euclidien (&£, (, )) consiste en la
donnée d’un espace vectoriel & réel de dimension finie et d’'un produit scalaire

()

EXEMPLES.
o L’espace vectoriel R” muni du produit scalaire canonique (X,Y) = XY
est un espace euclidien. 3
o L’espace vectoriel Ro[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a 2
muni du produit scalaire ®(P, Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) +2P(2)Q(2)
est un espace euclidien.

SUBTILITE {g . Notez bien que l'on peut avoir deux structures diffé-
rentes d’espace euclidien sur un méme espace vectoriel sous-jacent. Par exemple
sur R?, on peut considérer le produit scalaire canonique; mais on peut aussi
considérer le produit scalaire défini par <I>((x1, x2), (y1, yg)) = 2x1Y1 — T1Y2 —
T2yl + x2y2.

Proposition 98. Un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien est un
espace euclidien.

DEMONSTRATION. Soit (&, (, )) un espace euclidien et soit .# C & un
sous-espace vectoriel de &. Comme & est de dimension finie, .# 'est aussi. Et
il suffit de considérer la restriction

{ FxF — R
(Z,9) = (T.9)
du produit scalaire de & pour obtenir un produit scalaire de .%#. O
Nous avons maintenant tout mis en place pour pouvoir généraliser 1’étude
géométrique des vecteurs du plan a tous les vecteurs d’'un espace euclidien.

Commengons d’abord par mesurer la taille des vecteurs avec la notion de
norme.

3. C’est 'exemple type des espaces euclidiens.
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Définition (Norme). La norme d’un espace euclidien (&, (, )) est I'appli-

cation
E — R
7o |7 = /(D)
EXEMPLES.

¢ Dans 'espace euclidien (R™, (, )), la norme des vecteurs vaut

X[ = VXX = /2] + - + a2 |.

o Dans l'espace euclidien Ro[X] des polynémes de degré inférieur ou
égal & 2 muni du produit scalaire ®(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) +
2P(2)Q(2), la norme des polynomes vaut

|P|| = VBB, P) = /P(0)? + P12 + 2P(2)° .
o)

Exercice 71 (Produit scalaire sur les matrice).
On travaille dans 'espace vectoriel .#5 formé des matrices de taille 2 x 2
a coefficients réels. On considére ’application

< ) > DM X My — R
(A,B) — (A,B):=tr("AB) .
(1) Montrer qu'’il s’agit d’une forme bilinéaire.
ontrer qu’il s’agit d'un produilt scalaire sur .#5.
2) M il s’agit d’ dui lai M
(3) Décrire la norme associée au produit scalaire ( , ).

o)

On recense dans la proposition suivante les propriétés fondamentales de la
norme.

Proposition 99. Soit (&,(, )) un espace euclidien.

o HOMOGENEITE : Pour tout A € R et pour tout ¥ € &, ‘ IAZ|| = |A| x ||Z]] ‘

¢ INEGALITE DE CAUCHY—SCHWARYZ : Pour tout Z,y € &,
IR EREE
¢ INEGALITE TRIANGULAIRE : Pour tout Z,y € &,

117+ 71 < 1171 + 131 |-
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ILLUSTRATION

o HOMOGENEITE : L’homogénéité de la norme exprime le fait géométrique
que si on multiplie un vecteur par un scalaire, alors on étend sa longueur
dans les mémes proportions.

z AT

>
1]

IAZ]] = [A] < [1Z]]

o INEGALITE DE CAUCHY—SCHWARZ : Cette inégalité généralise & tout
espace euclidien la propriété connue et vérifiée par le produit scalaire
des vecteurs du plan.

| 2.5 = |Z]] > 7]l x | cos O] < [[Z]| x [IF]] -

o INEGALITE TRIANGULAIRE : L’inégalité triangulaire traduit le fait que
le chemin le plus court entre deux points est la ligne droite.

3. Orthogonalité

Soit (&,( ,)) un espace euclidien. Maintenant que nous avons a notre
disposition un produit scalaire sur I’espace vectoriel &, nous pouvons étudier
les propriétés générales d’orthogonalité.
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Définition (Vecteurs orthogonaux). Deux vecteurs & et ¥ sont orthogo-
naux si leur produit scalaire est nul

(@, 5)=0].
On note cette propriété & L 3.

Définition (Famille orthogonale). Une famille F = {1, ..., Uy} est or-
thogonale si tous ses vecteurs sont orthogonaux deux-a-deux, c’est-a-dire

<ﬁlaﬁ]>207 pour 2#] :

EXEMPLE. Dans l'espace euclidien (R™, (, )), la base canonique
C={e1=(1,0,...,0),...,6,=(0,...,0,1)}
forme une famille orthogonale. En effet, tous ses vecteurs sont orthogonaux
deux-a-deux
(€,€) =0, pour i#j.
£
Exercice 72 (Produit scalaire sur €(]0, 1]) bis).
Comme a 'exercice 70, on considére 'espace euclidien ([0, 1]), formé des

applications continues f : [0,1] — R de lintervalle [0,1] vers R, muni du
produit scalaire

o: ¢([0,1) x €([0,1]) — R
1
(f.9) > / (1+t)f(t)g(t)dt .
0
(1) Les deux fonctions f(t) =t + 2 et g(t) := t* — 2t — 3 sont-elles ortho-

gonales 7

(2) La fonction f est-elle de norme 17

2]

Proposition 100. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

DEMONSTRATION. La démonstration est courte et elle permet de com-
prendre comment on peut se servir du produit scalaire pour traiter des ques-
tions que nous étudions depuis plusieurs chapitres.

Notons par F = {uy,..., Uy} la famille orthogonale. Soit

/\1171+"'+)\kﬁk:6

une combinaison linéaire du vecteur nul. Montrons qu’il ne peut s’agir que de
la combinaison triviale. Pour tout 1 < ¢ < k, on fait le produit scalaire des
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deux membres de cette équation avec le vecteur ;, cela donne par linéarité

<)\1171+‘°'+)\kﬁk,ﬁi> = M { U1,4U; +"’+)\i<ﬁi,ﬁz‘>“'+)\k Uy, U;
=0 =0

= (@ T@) = <6, ﬁi> =0.
Comme le vecteur #; n’est pas nul, le produit scalaire (i;,@;) # 0 n’est pas
nul, ce qui force A\; a s’annuler. Au final, la seule possibilité est
AM=--=X=0.
O

Définition (Famille orthonormée). Une famille F = {uy,...,u} est or-
thonormée si tous ses vecteurs sont orthogonaux deux-a-deux et de norme 1,
c’est-a-dire

(Ui, uj) =0, pour i#j, et || =1 pour 1<i<k|.

Définition (Base orthonormée). Une famille est une base orthonormée s’il
s’agit d’une famille orthonormée formant une base.

EXEMPLE. Dans l'espace euclidien (R™, (, )), la base canonique
C={e1 =(1,0,...,0),...,6,=(0,...,0,1)}
forme une base orthonormée.

V2]

Exercice 73 (Polynémes orthogonaux).
On travaille dans 'espace vectoriel R[X] des polynomes a coefficients réels.
On considére 'application

(,): RIX]xR[X] — R
1
PQ =~ (PQ= [ P@QE.

(1) Montrer que I'application ( , ) est un produit scalaire sur R[X].

(2) Le sous-espace R3[X] formé des polynomes de degré inférieur ou égal a
3 muni de la restriction de ( , ) est-il un espace euclidien ?

(3) La base
B:=1{1, X, X* X?*}
de R3[X] est-elle orthogonale ?

(4) Déterminer tous les vecteurs orthogonaux a X?2.
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On considére la famille de polynémes
£:={1, X, 3B8X*-1), 16X*-3X)} .

Ces polyndmes sont les premiers d’une famille infinie appelés les polynémes de
Legendre.

(5) Montrer que £ est une base orthogonale de (R3[X], ( , )).

(6) Est-elle orthonormée ?

£

Exercice 74 (Fonctions trigonométriques).
On travaille dans ’espace vectoriel ¥ formé des applications continues
f : [-m, 7] = R de l'intervalle [—7, 7] vers R. On le munit du produit scalaire

(,): €x€ — R
(f9) = (f,g)= [ [f(t)g(t)dt.

(1) Montrer que la famille
F = {1, cost, cos(2t), cos(3t), ..., sint, sin(2t), sin(3t), ... }.
est orthogonale.

(2) Comment peut-on modifier F pour obtenir une famille orthonormeée ?
£

Exercice 75 (Base orthonormée de matrices).
Avec les notations de I'exercice 71, on travaille dans ’espace euclidien .45,
formé des matrices de taille 2 x 2, muni du produit scalaire

<,>: ,//QX./ZQ - R
{ (A,B) > (A, B):=t("AB) .

Trouver une base orthonormée de (,///2, (, ))

o)

Exercice 76 (Base orthonormée de polynémes).
On travaille dans I'espace vectoriel Ro[X] des polynomes de degré inférieur
ou égal a 2. On considére 'application

{ O Ro[X]xRo[X] — R
(P,Q) = P0)Q(0) + P()Q(1) + P(2)Q(2) -
(1) Montrer que I’application ® est un produit scalaire sur Ro[X].

(2) Déterminer la matrice M := Mat¢(®) de 'application billinéaire ® dans
la base canonique C := {1, X, XQ}.

(3) Trouver une base orthonormée pour le produit scalaire ®.
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£

Proposition 101. Une famille B = {X1,...,X,} forme une base ortho-
normée de [’espace euclidien (R™, (| )) si et seulement si sa matrice de passage
dans la base canonique

P=| x| | X,

vérifie
=

DEMONSTRATION. Comme la matrice P est formée en colonne des vecteurs
de la famille B, le coefficient de la i ligne et j® colonne de la matrice produit

_ X
‘PP = : X1 || Xn
tXn

est égal & 'X; X; = (X;, X;). Donc le produit PP est égal a la matrice identité
I, si et seulement si

(X5, X;)=0, pouri#j, et |[X;]]=+/(X;,X;)=1, pourl<i<mn,
c’est-a-dire si et seulement si la famille B forme une base orthonormée. |

ExXEMPLE. Considérons la famille suivante de vecteurs de I’espace euclidien

(B, (,))

1 0 0
2 2
s=d(o) 21, (s
o/ 2 \-1/ 2 \u
Sa matrice de passage dans la base canonique et sa transposée sont
1 0 0 1 0 0
V2 V2 tp _ V2 2
0 —¥2 V2 0 Y2 V2
2 2 2 2

Leur produit donne *PP = I3, donc la famille B est une base orthonormée de

(B2, ()

REMARQUE % . La proposition 101 fournit juste une maniére plus
compacte de faire tous les calculs (X;, X;) = 0, pour i # j, et || X;|| = 1, pour
1 < i < n, en une seule fois grace au produit matriciel, mais il n’y a aucun
astuce ou idée nouvelle dans cette proposition.
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Définition (Matrice orthogonale). Une matrice carrée M € M, est ortho-

gonale si elle vérifie
,

c’est-a-dire si son inverse est donnée par sa transposée
pt="'p
L’ensemble des matrices orthogonales est noté O,,.

EXEMPLE. La matrice précédente

1 0 0

2 V2
p=fo ¢ ¥
0 2 2
2 2

est orthogonale.

L’étymologie du mot «isométrie» signifie «de méme mesure» ; on définit
donc la notion d’isométrie de la maniére suivante.

Définition (Isométrie). Une isométrie d'un espace euclidien (&, ( , )) est
un endomorphisme f : & — & qui préserve la norme :

[If@)] =[] . pour tout 7 e &,

Proposition 102. Un endomorphisme f : & — & d’un espace euclidien
(&,(,)) est une isométrie si et seulement s’il préserve le produit scalaire

[(F@). 1@) = (7.4), _pour tout T,§ € &].

DEMONSTRATION. Si un endomorphisme préserve le produit scalaire, il
préserve la norme puisqu’elle est définie par le produit scalaire. L’autre sens
est moins trivial. Comme ’endomorphisme f préserve la norme, il préserve le

= —

carré de la norme, c’est-a-dire (f(Z), f(Z')) = (2, Z), pour tout 2 € &. Si on
applique cette propriété au vecteur T + ¢, on obtient

(f@E+7§), f@+7)=(F+7T+7) .
dont le membre de gauche vaut

(f(@), f(@))+2(f(Z), f(§)) + (@), (7))
et le membre de droite vaut
(T, %) +2(2,9) + (4. y) -
En utilisant & nouveau cette propriété pour les vecteurs & et ¢/, on aboutit sur

(F(@), [(7)) = {Z,9) .

O
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Proposition 103. Dans l’espace euclidien (R™,( ,)), l’endomorphisme

fu: R - R”
X = MX

associ€ a une matrice carré M € M,, est une isométrie si et seulement si la
matrice M est orthogonale.

DEMONSTRATION. On va bien sur utiliser la proposition précédente qui
caractérise les isométries & ’aide du produit scalaire. Ainsi ’endomorphisme
far est une isométrie si et seulement s’il préserve le produit scalaire :

(MX,MY)="(MX)MY ="X("MM)Y = (X,Y) ="XY ,

pour tout X, Y € R" . On a donc ‘X ("M M — I)Y = 0 pour tout X,Y € R",
ce qui est équivalent & MM — I = 0. Pour voir cela, il suffit d’appliquer cette
équation aux vecteurs de la base canonique. En effet, '¢;("M M — I)é; est égal
au coefficient de la i® ligne et j¢ colonne de la matrice ‘MM — I. ([l

£
Exercice 77 (Matrice orthogonale).
Pour tout 8 € R, on considére la matrice

cos —sinf O
Rg:= | sinf «cosf 0
0 0 1

1) Montrer que, pour tout 8 € R, la matrice Ry est orthogonale, c’est-a-
( que, p ; o g :

dire Ry € Os.
(2) Que pouvez-vous en conclure des vecteurs colonnes de Ry ?
(3) Décrire géométriquement I’application linéaire
{ pp : R — RS
X = RypX.

(4) Redémontrer ainsi que py est une isométrie de R3.

£

Définition (Orthogonal d’un ensemble). Pour tout sous-ensemble A C &
d’un espace euclidien (&, ( , )), on définit son ensemble orthogonal par I'en-
semble de tous les vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de A :

At ={Fec&| (,d)=0,VacA}|.

Si € AL, on dit que le vecteur Z est orthogonal & l’ensemble A ; on note cette
propriété
1A
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Deux sous-ensembles A, B C & sont orthogonaux A | B si tous les vecteurs de
A sont orthogonaux a tous les vecteurs de B : B € AL, c’est-a-dire

<a,5>:o, Vic A VheB.

EXEMPLE. Dans I'espace euclidien (R3, (, )), on considére un vecteur N =
(a,b, c) et 'ensemble composé de ce seul vecteur. Son orthogonal est formé de
tous les vecteurs X = (x,y, z) de R? vérifiant

(X,N)=ax+by+cz=0

L’orthogonal de cet ensemble est donc le plan vectoriel d’équation de vecteur
normal N = (a,b,c) :

{(a,b,c)}F = {(z,y,2) €R® | ax + by + cz =0} | .*

Proposition 104. Soit A C & un sous-ensemble d’un espace vectoriel
euclidien (&,( , )).
o L’orthogonal At de A est un sous-espace vectoriel de & .
o L’intersection de A avec son orthogonal AL est réduite au vecteur nul

ANnAt = {0}

DEMONSTRATION.
o Soient &, € At et soient A, € R. Pour tout élément @ € A, on a

(AT + py, @) = A (Z,a@) +p (¥, d) =0 .
=0 =0
On en conclut que \Z + puij € AL
4. Remarquez que nous venons de montrer que pour un plan de ’espace d’équation

ar + by + cz = 0, le vecteur de coordonnées (a,b,c) lui est orthogonal et que ce plan est
formé de tous les vecteurs orthogonaux & ce vecteur.
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o Soit @ € AN AL. Ce vecteur vérifie

a , a =0.
~— "~~~
€A cAL

Le vecteur @ est donc nul.

O

Proposition 105. Soit A C & un sous-espace vectoriel d’un espace vecto-
riel euclidien (&,( , )).
o Un vecteur T L A est orthogonal a A si et seulement s’il est orthogonal
G une famille génératrice de A.
o La dimension du sous-espace orthogonal AL est donnée par

‘dimAL =dim& —dimA|.

o Le sous-espace orthogonal de l’orthogonal est le sous-espace de départ
1
(A1) =al.

o Le sous-espace orthogonal & A en est un supplémentaire

Ad Al =¢£].
DEMONSTRATION.

o Soit F = {1, ..., U} une famille génératrice du sous-espace vectoriel
A. Le sens (=) est trivial. Dans l'autre sens, considérons un vecteur &
orthogonal a la famille 7. Comme tout vecteur @ de A s’écrit comme
combinaison linéaire de vecteurs de F, @ = Aty + - - - + A, on a

(i",&') = <f,A1@1+---+Akﬁk> =" <f,ﬁl>+"'+)\k <f,ﬁk> =0.
=0 =0

Et donc & € A+ .

o Ce résultat est en fait vrai pour toute forme bilinéaire symétrique non-
dégénérée. Pour une démonstration compléte, on renvoie a la section 4
de 'appendice A.

¢ On montre d’abord que A C (AL)J' et on conclut avec les dimensions
1
dim (AL) — dim & — (dim & — dim A) = dim A .

Soit @ € A. Tout ¥ € AL veérifie

., da )=
N~
cAl €A

Donc a € (AL)J' .



298 CHAPITRE 4. ESPACES EUCLIDIENS

o Nous avons vu a la proposition précédente que les sous-espaces vectoriels
A et AL sont en somme directe. Comme la somme de leurs dimensions
est égale & la dimension de I’espace vectoriel &, ona A @ AL =& .

O

La proposition précédente montre, un fois de plus, que la donnée d’un
produit scalaire dans un espace vectoriel permet de résoudre des questions
que nous nous posons depuis deux chapitres. Ici, le produit scalaire fournit un
supplémentaire canonique pour tout sous-espace. Ceci permet de définir une
projection canonique sur tout sous-espace.

Définition (Projection orthogonale). Soit F C & un sous-espace vectoriel
d’un espace euclidien (&, (, )). La projection orthogonale sur F est la projection
sur F parallélement a son orthogonal F*; on la note simplement par

. L
proji = projp

EXEMPLE. Dans I'espace euclidien (R?, (, )), on considére le plan horizon-

tal
P = {(z,y,0) € R®| 2,y € R}
engendré par les deux axes Ox et Oy. Son sous-espace orthogonal est la droite
vertical
Pt ={(0,0,2) eR® |z € R} =0z .

La projection orthogonale sur le plan P est donc la projection sur P paralléle-
ment a la droite verticale :

{ projf; : R3 — P
(z,y,2) = (2,9,0).
PL
(z,y,2)
Y

>~

a
/ projg (z,y, 2)

Proposition 106. Soit F C & un sous-espace vectoriel d’un espace eucli-
dien (&,( ,)) et soit B = {uy,...,ur} une base orthonormée de F. Le projeté
orthogonal sur F est donné par la formule

pI‘OjﬁT(f) = (fa ﬁ1> Uy 4o+ <fv ’Jk> ﬁk
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DEMONSTRATION. Comme F @ FL- = & par la proposition 105, il suffit de
montrer que

r— <f,61>61 — = (f,ﬁk>ﬁk S Ft.
Pour cela, il est suffisant de voir que le produit scalaire de cet élément avec i;
est nul, pour tout 1 < i < k, car B = {uy,..., U} est une base de F. Comme
la base B est orthonormeée, on a

(Z — (&, uy) Uy — - — (&, Ug) Up, U;) = (T, U;) — (Z, ;) =0 .
O
EXEMPLE. Reprenons ’exemple précédent de la projection orthogonale
{ projﬁ : R3 — P
(z,y,2) — (2,9,0).

sur le plan horizontal P dans l'espace euclidien (R3,( ,)). Ce dernier ad-
met pour base orthonormée les deux premiers vecteurs de la base canonique
{t; = (1,0,0),d2 = (0,1,0)}. Avec ces deux vecteurs, la formule donnée par
la proposition précédente est bien la formule de la projection orthogonale sur
le plan P :

proji (2,9, 2)) = ((x,,2), (1,0,0)) (1,0,0) + ((z,y, 2),(0,1,0)) (0, 1,0)
= (:):,y,O) .

PL

8|

Exercice 78 (Projection orthogonale).

On reprend les notations de I'exercice 74. On travaille dans I'espace vecto-
riel ¢ formé des applications continues f : [—m, 7] — R de l'intervalle [—7, 7]
vers R. On le munit du produit scalaire

(f,9) = ’ ft)gt)dt .

Calculer la projection orthogonale de la fonction f(t) := t? sur le sous-
espace vectoriel engendré par {1, cost,sint}.
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£

Proposition 107. Soit F C & un sous-espace vectoriel d’un espace eucli-
dien (&,( , ).

o Pour tout vecteur & € &, le vecteur T — projﬂ:(a‘:’) est orthogonal a F,

Z — proji(Z) L F

o Le projeté orthogonal d’un vecteur & sur F est l'unique vecteur de F qui
minimise la distance de £ a F :

ot

= dist (7, F) = Inf {

i-f| | 7er}

| = proj(@)

FJ_

i — proji (%)

8y

dist(Z, F)

8y

)

projf{(

DEMONSTRATION.
¢ Le premier point est une conséquence immeédiate de la définition de la
projection orthogonale car F @ F+ = & (proposition 105).
o Posons p:= projf;‘(:f) pour alléger les notations. Pour tout fe F,on a

112 112 - -
R R R )
cFL er cFL eF

— —

=12
~B)+(F—Fi—F) =l -5+ |- 7| -

81

= (7 — P,
Si fe F est différent de p, on a
i J| >l

ce qui conclut la démonstration.

O

5. Cette notation «Inf» veut dire «borne inférieure» et signifie que ’on considére le plus
petit élément de I’ensemble.
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APPLICATION ;g . Dans la suite de votre cursus universitaire, vous
serez surement amenés & utiliser cette derniére propriété pour résoudre des
problémes d’optimisation.

Nous venons de donner une formule pour toute projection orthogonale a
I’aide d’une base orthonormée. Il serait sain de montrer que de telles bases
existent ...

Proposition 108 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram—Schmidt).
Soit F C & un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien (&,( , )). Toute base
de F induit une base orthonormée de F.

DEMONSTRATION. Tout le sel de cette proposition réside dans la méthode
pour construire cette base orthonormée.

Soit F = {fi, cees fk} une base du sous-espace F. On va construite la base

orthonormée B = {uy,..., U} par récurrence de la maniére algorithmique
suivante.

: Comme le vecteur f_i est un vecteur d’une base, il n’est pas nul fi #* 0.

Sa norme n’est donc pas nulle HﬁH # 0. On peut considérer le vecteur

normalisé
. 1 =
Uy = 7 f1
fi

Fq

: Comme le vecteur fy n’est & priori pas orthogonal & w7, on va le «re-
tordre» pour créer un vecteur orthogonal & ;. Pour cela, on considére
la droite engendrée par le vecteur 7, ou de maniére équivalente fi :

F1 == Vect({u;}) = Vect ({fi}) .
Le projeté orthogonal de fg sur F est donné par

projt, (f2) = (Fovitr ) 1 -
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fo = projgs, (f2)

Enfin, le vecteur fé —pro jfl ( fg) fournit un vecteur orthogonal & .

11 suffit de le normaliser pour obtenir une famille orthonormée {;, @z} :

L 1 P /7 o\ -
Uy = Hfz— <ﬁ,ﬁ1>ﬁ1H (f2 <f2,u1>u1>

: A partir de maintenant, on procéde toujours de la méme maniére que

précédemment. Détaillons juste le cas suivant. A nouveau, le vecteur f},
n’est en général pas orthogonal & iy ni s, on va lui-aussi le «retordre»
pour créer un vecteur orthogonal a {1, @s}. Pour cela, on consideére le
p}an eggendré par les vecteurs 7 et o, ou de maniére équivalente par

fiet fa:
F9 := Vect({u1,u2}) = Vect ({fl, f}}) .
Le projeté orthogonal de fg sur Fy est donné par

pI‘Ojf:TQ (f:;) - <f:;7ﬂ:1> ﬁl + <.f:;7ﬁ2> 62 .

f3 — projis (f3)

Fo
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Enfin, le vecteur f;; — proj#2 ( ﬁ,) fournit un vecteur orthogonal &

i1 et iy. 11 suffit de le normaliser pour obtenir une famille orthonormée
{1, to, us} -

o 1 © Jr N p o\
R P A e (fs = (Fovitr)itr = (fo. 2 ) )

O

EXEMPLE. Dans I’espace euclidien (R3, (| )), on va orthonormaliser la base
échelonnée

F={fi=200)f=(-350f=017-2)}
avec l'algorithme de Gram—Schmidt.
: La norme du vecteur fi vaut

li]-ve=2.
On normalise fi pour trouver

i |i= 4(2,0,0) =|(1,0,0)].

: La droite F; engendrée par u; est 'axe Ox. La projection orthogonale
de fé dessus donne

ProjE, (ﬁ) — ((—3,5,0),(1,0,0)) (1,0,0) = (—3,0,0) .

Le vecteur fo moins son projeté sur F; donne le vecteur orthogonal a
Fy suivant :

fs = proj, (f2) = (=3,5,0) = (=3,0,0) = (0,5,0) .

Sa norme vaut
’fé—projﬁl (f;)” =v52=5.

Il suffit de le normaliser pour obtenir le deuxiéme vecteur de la base

orthonormeée
= 1(0,5,0) : .

: Le plan Fs engendré par w; et @y est le plan horizontal. Le projeté

orthogonal de fz, dessus est

Proji, (f},) = ((1,7,-2),(1,0,0)) (1,0,0) + ((1,7,—2), (0,1,0)) (0, 1,0)
— (1,7,0) .
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La différence entre le vecteur fg et son projeté sur Fo donne le vecteur
orthogonal a Fy suivant :

fi = projt; (f3) = (1L,7,=2) = (1,7,0) = (0,0,~2)
de norme
|z = proji, ()| = V=27 =2

On le normalise pour obtenir le troisiéme et dernier vecteur de la base

orthonormée
= 1(0,0,-2) = .

Au final, la base orthonormée obtenue a partir de la base échelonnée F de
départ est la base canonique de R3.

REMARQUE % . Il est facile de voir que cette propriété est vraie en
générale : si on part d’'une base échelonnée de R", le processus d’orthonorma-
lisation de Gram-Schmidt donne la base canonique.

V2]

Exercice 79 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt).
On travaille dans I'espace euclidien (R?, (', )) muni de son produit scalaire

canonique. On considére la famille F = { fi, ﬁ, f;;} formée des 3 vecteurs
suivants
. 1 . 0 B -1
fl = 2 ) f2 = -1 ) f3 = 3
-2 2 1

Appliquer 'algorithme d’orthonormalisation de Gram—Schmidt a ces 3 vec-
teurs pour trouver une base orthonormée de R3.

£

Exercice v 80 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt bis).

Soit F = {fi, fé, R f;} une base d'un espace euclidien (&, (, )). (On

pourra travailler dans E = R™ muni de son produit scalaire canonique, par
exemple). Soit B := {ui,us,...,u,} la base obtenue aprés application de 1’al-
gorithme d’orthonormalisation de Gram—Schmidst.

Quelle propriété particuliére posséde la matrice de changement de bases
Matr g(id) 7

V2]
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4. Réduction des matrices symétriques

Les produits scalaires des espaces euclidiens donnent naturellement nais-
sance a des matrices symétriques. On peut donc se demander comment de
telles matrices peuvent se réduire, par exemple se diagonaliser. Cela permet-
trait d’avoir des expressions plus simples des produits scalaires dans des bases
adaptées.

Nous sommes la dans un cas trés particulier et agréable : toute matrice
symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée.

Théoréme 109 (Diagonalisation des matrices symétriques). Toute ma-
trice symétrique M € S, est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres de l’espace euclidien (R™,( ,)). De maniére équivalente, cela
signifie qu’il existe une matrice orthogonale P € O, telle que le produit *PM P
est une matrice diagonale

A0 0
tpyp= |7 A2
. 0
o --- 0 M\,

DEMONSTRATION. Admettons le fait que, dans le cas des matrices symé-
triques, la somme des dimensions des sous-espaces propres soit toujours maxi-
mal, égal a n, voir la section 4 de 'appendice A. On montre que les sous-espaces
propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux : Ey L E,
pour A\ # .

Soit X € Ey un vecteur propre de valeur propre A, c’est-a-dire M X = A X,
et soit Y € E, un vecteur propre de valeur propre p, c’est-a-dire MY = uY.
Calculons de deux maniéres différentes "X MY . Comme Y est vecteur propre
de valeur propre u, on a

XMY = p'’XY .
Comme M est symétrique et comme X est vecteur propre de valeur propre A,
on a
XMY ="("'XMY) ="Y'MX ="YMX = \N'YX = \XY .
Ce qui donne au final
ANXY = 1'’XY

et comme \ # pu, cela implique que (X,Y) =*XY =0 .

Au final, on conclut en considérant des bases orthonormées de chaque sous-
espace propre, qui existent par l'algorithme d’orthonormalisation de Gram-—
Schmidt (proposition 108). O
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REMARQUE % . On retiendra donc que, dans le cas des matrices sy-
métriques, les sous-espaces propres sont orthogonaux entre eux

‘E,\J_EM pour )x;é,u‘.

EXEMPLE. On considére la matrice symétrique suivante

2 =2
=% 7)
Son polyndéme caractéristique vaut

2—-X -2

X (X) = det(M — XT) =| =% 77

= (X —5)(X—2)—4

=(X-1)(X-6).
On a ici deux valeurs propres 1 et 6.
o A =1: On décrit le sous-espace propre Eq associé a la valeur propre 1,
c’est-a-dire I'ensemble des vecteur X = <z> de R? vérifiant (M —1)X =

0, c’est-a-dire

r—2y = 0 .
{—2x+4y -0 = =2

Le sous-espace propre E; est donc la droite engendrée par le vecteur

v ({())

o A =06 : On décrit le sous-espace propre Eg associé & la valeur propre
6, c’est-a-dire I’ensemble des vecteur X = <§) de R? vérifiant (M —
61)X =0, c’est-a-dire

—4r -2y = 0 .
{ 2p—y = 0 — y=-2.

Le sous-espace propre Eg est donc la droite engendrée par le vecteur

v ()

La matrice symétrique M est bien diagonalisable : E; @ Eg = R2. De plus,
on peut voir que les deux sous-espaces propres E; et Eg sont orthogonaux,
E; L Eg, car leurs deux vecteurs de base sont orthogonaux

() ()=
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Il suffit de normaliser ces deux derniers pour obtenir la base orthonormée de

vecteurs propres suivante
5 V1/°75 \ 29 :

La matrice de passage de cette base dans la base canonique est bien orthogonale
PP = I et le produit de matrices *PM P donne la matrice diagonale formée
des valeurs propres

(L) (& D)0 L)=08)

Grace a la formule de changement de base des formes bilinéaires (pro-
position 93), la simple traduction de ce résultat de diagonalisation donne la
proposition suivante au niveau des formes bilinéaires symétriques.

Proposition 110.
o Pour toute forme bilinéaire symétrique ® : & x& — R, il existe une base
B de & telle que la matrice représentant ® dans cette base est diagonale

MO0 ... 0
Mats(@) = | O
. 0
0 - 0 M\,

o Si de plus, Uespace vectoriel & est un espace euclidien (&, , )), il existe
une base orthonormée B pour le produit scalaire ( ,) vérifiant cette
Propriéteé.

DEMONSTRATION. La démonstration permet de comprendre comment on
applique le théoréme précédent de diagonalisation des matrices symétriques.

¢ On commence par considérer une base quelconque A de Iespace vecto-

riel &. La matrice Mat 4(®) représentant la forme bilinéaire symétrique

® dans cette base est symétrique. Par le théoréme 109, il existe une

matrice orthogonale P € O, telle que le produit P Mat 4(®) P est une

matrice diagonale. Au final, la famille B de vecteurs de & dont la matrice

de passage dans la base A est Mat 4 g(id) = P est une base répondant
positivement & 1’énoncé de la proposition car

Matg(®) = *P Mat4(®) P .

¢ Si maintenant 'espace vectoriel & est munit d’un produit scalaire ( , ),
alors on peut partir d’une base A qui est orthonormée pour (, ). Comme
la matrice de passage P = Mat 4 g(id) est orthogonale, alors la base B

est orthonormée pour le produit scalaire ( , ).
U
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EXEMPLE. On considére la forme bilinéaire symétriques suivante
D R? x R? — R
((z1,22), (y1,y2)) = 2x1y1 — 2212 — 202y1 + Bx2ys

Comme sa matrice dans la base canonique C de R? est la matrice symétrique

précédente
2 =2
Mate(®) = (_2 5 ) ,

sa matrice dans la base orthonormée

)2 ()

Matg(®) = <(1) g) .

£

est la matrice diagonale

Exercice 81 (Matrice symétrique).
On considére la matrice

3
4
3
t

M =

LW W
- W

[N

On appelle ® 'application bilinéaire M est la matrice dans la base cano-

nique de R3.

on

(1) Que vaut ®((z1,x2,23), (Y1,y2,¥3)) ?

(2) Montrer, sans calcul et en appliquant le théoréme du rang, que 1 est
valeur propre de M.

(3) Quelle est 'autre valeur propre ?

(4) Démontrer, par 2 méthodes différentes, que la matrice M est diagona-
lisable.

(5) Décrire les deux sous-espaces propres Eq et Ejg.
(6) Trouver une base orthonormée de Ej.

(7) Montrer que tout vecteur propre X € E; de valeur propre 1 est ortho-
gonal a tout vecteur propre Y € Eig de valeur propre 10.

(8) En conclure qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres de
M. Donner en une.

(9) Donner I'expression de la forme bilinéaire ® dans cette nouvelle base.

Voa)
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Corollaire 111.

o Pour tout forme bilinéaire symétriqgue ® : & x & — R, il existe une
base B de & telle que la matrice représentant ® dans cette base est une
matrice diagonale du type suivant

1

Matg(é) =

0

o Si de plus, lespace vectoriel & est un espace euclidien (&, , )), il existe
une base orthogonale B pour le produit scalaire ( , ) vérifiant cette pro-

PTIELE.

DEMONSTRATION.

¢ On reprend et on affine la démonstration de la proposition 110 pré-
cédente. Nous avions trouvé une base B = {uy,...,u,} de l'espace

vectoriel & telle que
O(u;,u;) =0, pour i#j, et O(U;,u;) =N, pour 1<i<n.
On intervertit I’ordre des vecteurs de la base B pour considérer d’abord
les vecteurs propres de valeur propre strictement positive, puis les vec-
teurs propres de valeur propre strictement négative et, enfin, les vecteurs
propres de valeur propre nulle. On divise les premiers par
1

2
£

et les suivants par
1

La famille de vecteurs ainsi obtenue forme bien une base dont la matrice
associée & la forme bilinéaire symétrique ® est de la forme voulue.

o Dans le cas oul 'espace vectoriel & est muni d’un produit scalaire, nous
avions obtenu une base B orthonormée. Multiplier ses vecteurs par un
scalaire ne fait que changer la norme. Donc le procédé précédent fournit
ici une base orthogonale dans laquelle la matrice a la forme voulue.

S

O
EXEMPLE. Dans l'exemple de la forme bilinéaire symétrique de R?

®((x1,22), (Y1,Y2)) = 231y1 — 221y — 2T2y1 + Ba2y2
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la base orthogonale

donne pour matrice représentant ®

Matg(®) = (é ?) .

Définition (Signature d’une matrice symétrique). Soit M € S,, une ma-
trice symétrique. On note par r le nombre de ses valeurs propres strictement
positives comptées avec multiplicité et on note par s le nombre de ses valeurs
propres strictement négatives comptées avec multiplicité. La signature de la
matrice symétrique M est la paire (r, s); on la note

lsgnM = (r,s)‘.

EXEMPLE. La signature de la matrice
2 -2
=3 5)

sgn M = (2,0) .

est

Définition (Signature d’une forme bilinéaire symétrique). Soit ¢ une
forme bilinéaire symétrique d’un espace euclidien (&, ,)). Sa signature est
la signature de sa matrice dans une base B; on la note

‘sgn@ = sgn Matp(®) = (1, s) ‘ .

Comme toujours, on s’assure que cette notion est bien définie.

Proposition 112. La signature d’une forme bilinéaire symétrique est in-
dépendante de la base choisie.

DEMONSTRATION. Cette propriété repose sur la formule intrinséque sui-
vante de la signature, c’est-a-dire ne dépendant que de la forme bilinéaire
symétrique ® et non de la base B dans laquelle on peut I'écrire : la signature
(r,s) de ® est égale a

r = max (dim F' | F' sous-espace vectoriel tel que ®|r définie positive)

s = max (dim G | G sous-espace vectoriel tel que ®|; définie négative) |

ot une forme bilinéaire est négative lorsque ®|g(Z,Z) < 0, pour tout Z € G.
On renvoie & ’appendice A pour une démonstration compléte. O

Proposition 113. La rang d’une forme bilinéaire symétrique ® est égal a

rig®=r+s, ou (r,s):sgnq)‘.
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DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe de la formule
rg (tPMP) =rgM ,

pour tout matrice inversible P. O

REMARQUE % . On peut donc calculer la signature grace au corol-
laire 111 précédent : il suffit de compter le nombre de 1 et de —1 apparaissant
sur la matrice diagonale.

La signature est un outil trés pratique permet de reconnaitre les propriétés
usuelles des formes bilinéaires symétriques.

Proposition 114. Pour toute forme bilinéaire symétrique ®, chacune des
lignes du tableau suivant est une équivalence entre une propriété satisfaite par
P et une forme de sa signature

P sgn &
positive (k,0)
négative (0, k)

définie (n,0) ou (0,n)
non-dégénérée (n—k, k)

pour 0 < k < n.

DEMONSTRATION. C’est un corollaire direct de la formule donnée dans la
démonstration de la proposition 112 et de celle de la proposition 113 : rg® =
r+ s. |

La théoréme suivant donne un moyen trés pratique et trés souvent appli-
cable pour calculer la signature des matrices symétriques et donc des formes
bilinéaires symétriques.

Théoréme 115 (de Sylvester). Soit M € S,, une matrice symétrique. Si
tous ses mineurs principauxr dominants sont non nuls,

0(M)#0, V1<k<n,
alors on compte le nombre de changements de signes dans la suite
17 51(M)’ 52(M)7 sy 671(M)

que ’on note t. Dans ce cas, la signature de la matrice est donnée par

‘sgnM:(n—t,t)‘.

DEMONSTRATION. Ce résultat vient de la forme suivante de réduction des
matrices symétriques dans le cas ol tous les mineurs principaux dominants
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sont non nuls :

S(M) 0 ... 0
O 52(M) :
AP € GL, , 'PPMP = 0(M)
: . . 0
On (M)
0 e 0 §n,1(M)

On renvoie & la section 4 de I'appendice A pour une démonstration compléte.
O

ATTENTION g% Prenez garde a bien vérifier que 'hypothése de ce théo-
réme est vérifiée avant de l'appliquer : aucun mineur principal dominant ne
doit étre nul. Normalement, cela ne devrait pas poser de probléme. En effet,
comment déterminer s’il y a un changement de signe lorsque 1’on tombe sur 0
... Ce dernier est-il positif ? négatif? 1l est les deux!

oa)

Exercice 82 (Changement de base).
On considére 'application bilinéaire ® : R x R? — R dont la matrice dans
la base canonique C de R? est

1 -1 2
Mate(®) = -1 0 1
2 1 1
(1) Calculer ©((1,1,5),(—1,2,1)).
(2) Calculer la signature de ® de deux maniéres différentes.

(3) Vérifier que la famille 7 = {(1,1,1),(-1,1,1),(0,—1,1)} est une base
de R3.

(4) Calculer la matrice Mat £(®) de ® dans la base F.

(5) Calculer la signature de ® d’une autre maniére.

£

5. Formes quadratiques

On termine ce cours en beauté par une des notions mathématiques les
plus présentes hors du champ stricto sensu des mathématiques : les formes
quadratiques. Cette notion joue notamment un réle crucial en mécanique et
en statistique. Pour donner une idée, le paradigme des formes quadratiques est
formé des polynémes homogénes de degré 2 en plusieurs variables, comme

Q(xvya Z) = :1:2 + 6y2 - 322 + 21’y —xz+Txz

par exemple.
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Définition (Forme quadratique). Une forme quadratique d’un espace vec-
toriel & est une application g : & — R telle qu’il existe une forme bilinéaire
d: & x & — R vérifiant

—

‘Q(x):q)(f,f), pour feé”‘.

EXEMPLE. L’application
qg: R = R
(r,y) +— 222+ 5y —day
est une forme quadratique de R2. En effet, la forme bilinéaire
P : R? x R? — R
((z1,22), (y1,y2)) — 22191 — 221Y2 — 2221 + HT2y2
considérée précédemment la réalise, dans le sens ou
©((x,y), (z,y)) = 22° — dwy + 5y* = q(z,y) -

On peut remarquer que d’autres formes bilinéaires réalisent la forme quadra-
tique ¢, par exemple

‘I’((wl, T2), (ybyz)) = 2x1y1 — T1Y2 — 3T2y1 + ST2Y2 -

Tout comme pour les applications linéaires ou les formes bilinéaires de
R"™, on connait toutes les formes quadratiques de R". Elles correspondent aux
polynémes homogénes de degré 2 en n variables.

Proposition 116. Toutes les formes quadratiques de R™ sont du type

q(X):tXMX: Z )\i,sz‘iﬂj: Z )\i’,‘.ﬁ?—i- Z )\Z-,jx,;xj

1<i<j<n 1<i<n 1<i<j<n

DEMONSTRATION. C’est un corollaire direct du premier point du théo-
reme 92. (]

EXEMPLE. L’exemple précédent q(z,y) = 222 + 532 — 4xy de forme qua-
dratique de R? est bien de ce type.

Par définition, il existe toujours une forme bilinéaire qui réalise une forme
quadratique. Mais, dans I’exemple que nous considérons, nous avons vu qu'’il
en existait plusieurs, en fait une infinité. La proposition suivante montre qu’il
y a moyen de faire un choix canonique de forme bilinéaire qui réalise une forme
quadratique et ce en imposant qu’elle soit symétrique.

Proposition 117. Pour toute forme quadratique q : & — R, il existe une
unique forme bilinéaire symétrique ¢ : & x & — R qui la réalise :

q(T) = ¢(Z,7) .

On appelle la forme polaire associée a la forme quadratique q.
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DEMONSTRATION. La démonstration est élégante et courte, alors ne nous
privons pas. Soit ¢ : & — R une forme quadratique.

Ezxistence : Comme ¢ est une forme quadratique, il existe une forme bili-
néaire & : & x & — R qui la réalise : ¢(Z) = ®(Z, ¥). Symétrisons cette
derniére en considérant

0(Z,9) = 5 (B(Z,9) + (7, 7)) -

La forme ¢ est bilinéaire symétrique et elle réalise le forme quadratique

(7, %) = 3 (B(7, 2) + (,7)) = 5 (¢() + ¢(¥)) = ¢(7) -

Unicité : La formule que nous venons de donner pour ¢ dépend de la
forme bilinéaire ®. Donc, rien ne dit pour I'instant que si on prenait
une autre forme bilinéaire ¥ qui réalise la forme quadratique ¢, on
trouverait encore ¢ par symétrisation. Pour cela, il suffit de voir que ¢
peut étre définie par la formule

o(Z,79) = 5 (¢(Z+ D) — q(Z) — q(7))

qui, elle, ne dépend que de g. Ceci montre que ¢ est unique.

O

EXEMPLE. La forme polaire associée & la forme quadratique précédente
q(z,y) = 22% + 5y? — 4xy est la forme bilinéaire symétrique
p=o : R? x R? — R
((z1,22), (y1,y2)) — 2x191 — 221Y2 — 2221 + HT2y2

que nous considérons depuis maintenant deux sections.

On généralise automatiquement tous les définitions afférentes aux formes
bilinéaires symétriques aux formes quadratiques.

Définition (Matrice associée a une forme quadratique). Soit ¢ : & — R
une forme quadratique et soit B une base de 'espace vectoriel &. La matrice
associée a la forme quadratique q dans la base B est la matrice associée a la
forme polaire ¢ dans la base B :

| Matp(q) :== Mats(p)| -

EXEMPLE. La matrice associée a la forme quadratique précédente q(z,y) =
222 + 5y? — 4oy de R? dans la base canonique C est

Mate() = Mate() = ( % 7).
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Définition (Rang et signature d’une forme quadratique).
¢ Le rang d’une forme quadratique q est le rang de sa forme polaire ¢ :

1g ¢ =18 ¢].

o La signature d’une forme quadratique g est la signature de sa forme

polaire ¢ :
sgnq :=sgnyp|.
¢ Une forme quadratique g est dégénérée (respectivement non-dégénérée,
positive, définie) si sa forme polaire ¢ est dégénérée (respectivement
non-dégénérée, positive, définie).

EXEMPLE. Le rang et la signature de la forme quadratique ¢(z,y) = 222+
5y% — 4zxy de R? sont
rgg=2 et sgng=(2,0).
Cette forme quadratique est non-dégénérée, positive et définie.

Par la définition méme de la matrice associée & une forme quadratique, elle
vérifie la méme formule de changement de base que pour les formes bilinéaires.

Proposition 118 (Formule de changement de base des formes quadra-
tiques). Soit ¢ : & — R une forme quadratique et soient A et B deux bases de
&. Si on note par P = Mat 4 g(id) la matrice de passage de la base B dans la
base A, alors la matrice représentant la forme quadratique q dans la base B est
donnée par

Matg(q) = *P Mat_4(q)P | .

DEMONSTRATION. C’est un corollaire direct de la proposition 93. O

£
Exercice 83 (Changement de base).
On considére I'application ¢ : R3 — R définie par
q(z,y,2) = 2 + 6y + 5622 — dzy + 14xz — 36y= .
(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme quadratique.
(2) Donner la forme polaire de q.

(3) Décrire la matrice Mat¢(q) de g dans la base canonique C := {€], €3, €3}
de R3.

(4) Donner la signature de q.
(5) Décrire la matrice Matg(q) de ¢ dans la base
B :={é1,2€] + €3, —3€] + 265 + €3} .
(6) Retrouver la signature de q.
(7) Existe-il des vecteurs X € R? non nuls tels que ¢(X) =07
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£

Comme la formule de changement de base des matrices associées aux formes
quadratiques est la méme que celle des formes bilinéaires, on peut réduire les
formes quadratiques comme les formes bilinéaires symétriques.

Proposition 119.
o Pour toute forme quadratique q : & — R, il existe une base B =
{t1,...,U,} de & telle que la forme quadratique s’écrit

g(@) = q (Tl + - + Tplln) = Mz + -+ A2

o Si de plus, 'espace vectoriel & est un espace euclidien (&, , )), il existe
une base orthonormée B pour le produit scalaire { ,) vérifiant cette
Propriété.

DEMONSTRATION. C’est un corollaire direct de la proposition 110 appli-
quée & la forme polaire ¢ de la forme quadratique q. O

REMARQUE % . On retiendra que toute forme quadratique peut d’écrire
uniquement avec des termes carrés, quitte & changer de base.

EXEMPLE. Pour la forme quadratique ¢(z,y) = 222 + 5y* — 4zy, que nous
considérons depuis le début de cette section, on utilise la base de diagonalisa-

tion
. 2\ 1
{m = —“ég <1> , Uy = —‘ég ( 2)}

de la matrice symétrique

Elle s’écrit alors
q(zily + yiis) = 2% + 6y2 .

£

Exercice 84 (Réduction).
On considére la forme quadratique suivante de R?
q(z,y,2) = x® +y* + 322 + doy + 222 + 2y=z .

(1) Réduire la forme quadratique ¢ en utilisant la diagonalisation des ma-
trices.

£

Définition (Forme linéaire). On appelle forme linéaire toute une applica-
tion linéaire [ : & — R depuis un espace vectoriel & vers R.
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On rappelle que la proposition 50 implique que ’ensemble des formes li-
néaires Hom (&', R) forme un espace vectoriel. On peut donc parler de formes
linéaires libres, par exemple.

Théoréme 120 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit ¢ : & — R une forme
quadratique de signature sgnq = (r, s).
o Il existe r + s formes linéaires {l; : & — R}1<i<rts linéairement indé-
pendantes telles que

q(T) =l (@2 +o lr(f)Q - lr-i-l(f)z T lr+8(f)2
o Si la forme quadratique q s’écrit sous la forme
q(7) = ll(f)2 +o lr(f)2 - lr—f—l(f)Q - lr+8(f)2 )

ot les {l; : & — R}icicrys sont des formes linéaires linéairement in-
dépendantes, alors (r,s) est égal & la signature de la forme quadratique
qg.

DEMONSTRATION. Le premier point est une conséquence directe du corol-
laire 111. Pour une démonstration du second point, on renvoie & la section 4
de ’appendice A. O

EXEMPLE. Pour la forme quadratique
q(z,y) = 22% + 5y* — day
que nous étudions, on considére la base orthogonale

0= {’171 = ﬁl, 172 = %ﬁg} .

Ecrite dans cette base, la forme quadratique ¢ est somme de deux carrés :
. L L V6
q(7) = q(av + biz) = g (aul + b?uz =a?+b%.

Il ne reste plus qu’a exprimer les coordonnées (a,b) dans la nouvelle base O en
fonction des coordonnées (x,y) dans la base canonique C. Pour cela, on inverse
la matrice de passage

2v6 1
P= Matw(id):\gg*o(\/é _2> :

ce qui donne

2 1
P! = Matoc(id) = ¥ <\/g _2\/6> '

Les coordonnées (a,b) d'un vecteur de R? dans la base O sont donc

()= (05 o) () -7 (e 7s)
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Tout ceci montre que la forme quadratique ¢ s’écrit

2 2
awy) = (Bee+y)) + (Be-2))
—_——— —_——
li(zy) la(z,y)
ou
hzy) =B ty) et bry) =5 —2)
sont deux formes linéaires linéairement indépendantes, car non proportion-

nelles.

Le second point du théoréme précédent ouvre la porte a une nouvelle mé-
thode pour réduire les formes quadratiques et ainsi calculer leur signature.

METHODE g (Méthode de Gauss). Soit
q(z1,...,2,) = Z A7+ Z i Ti T
1<i<n 1<i<g<sn

une forme quadratique de R".

Premiere étape. On commence par traiter les termes carrés. Si tous les A; ;
ne sont pas nuls, on considére le plus petit ¢ pour lequel A;; # 0. Pour plus de
simplicité, on prendra ici ¢ = 1. La forme quadratique s’écrit

q(x1,...,xn) |= axi’ +x1B(x2,...,xy) + C(z2,...,24)

_la <x1+ B(acg,...,xn)>2_ B(xa,...,2,)?

2 4a +C($27"'7$n)

On garde le premier terme carré et on itére la méthode sur les deux derniers
termes qui ne ont composés que des variables xs, ..., x,. S’il existe encore un
terme carré, alors applique & nouveau cette premiére étape. Sinon, on passe a
la suivante.

EXEMPLE. On considére la forme quadratique

q(x,y,2) = 22+ y2 —2xy + 2yz .

2

de R3. On gére le premier terme carré 22 avec la méthode décrite dans cette

premiere étape :

q(x,y,z) = 22+ y2 —2xy + 2yz = - 2xy +y2 + 2yz
——
=(z—y)?—y?
= (z—-y)*+2yz.

Comme il ne reste plus de terme carré, on arréte d’appliquer la premiére étape.
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Seconde étape. Lorsqu’il n’existe plus de termes carrées, on considére les
plus petits ¢, j pour lequels \; ; # 0. Pour plus de simplicité, on prendra ici
i =1et j = 2. La forme quadratique s’écrit

q(z1,...,2n) = axize+x1B(xs,...,xn) +22C(23,...,20) + D(x3,...,2p)

= ofmy g Sl m)) (0 Bl o)
(110 ) (o Pl

_B(xg, coy ) Cl(x3y oo Ty)
a
On fait apparaitre deux termes carrés a partir du premier terme en utilisant
la formule générale

+ D(z3,...,2,) .

af =1 ((a+B)?—(a—pB)?)

Ceci donne
2 <a:1 N B(xg,...,g;n)+C(x3,...,xn)>2
a
q(z1,...,2n)| = g <x1 gt B($3,...,$n);C(.%’3,...,.’En)>2
_B(xg,...,xn)aC(:cg,...,xn) - D(ws, .. a)

On itére la méthode avec les deux derniers termes qui ne présentent que

les variables x3, ..., Ty.

EXEMPLE. Pour la forme quadratique

q(z,y,2) = 2® + v = 2zy + 29z = (x — y)* + 292,
on écrit le dernier terme
2yz =5 ((y+2)> = (y—2)*) .

Ceci donne la décomposition finale

gz, y,2) =2 +y* = 2zy +2y2 = (x —y)* + 5y +2)° — 3(y — 2)* .

£

Exercice 84 (Réduction suite). On considére a nouveau la forme quadra-
tique de R? définie par
q(z,y,2) = 2® +y* + 322 + doy + 222 + 2y=z .
(2) Réduire la forme quadratique ¢ en utilisant la méthode de Gauss.

(3) Trouver la base dans laquelle g a la forme donnée par cette méthode.

V2]
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Exercice 85 (Méthode de Gauss).
Dans R%, on considére la forme quadratique

q(z,y, 2, t) = 2% + 9y* + 42% + 6zy + 4az + 16yz + 4yt + 8zt .
1) Donner la forme polaire de gq.

2) Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R?.

4

5) Peut-on retrouver ce résultat en utilisant le théoréme de Sylvester ?

(1)
(2)
(3) Appliquer la méthode de Gauss a q.
(4) Quelle est la signature de ¢ ?

(5)

V2]

. - L, < 1.
Exercice v 86 (Formes linéaires indépendantes).
Dans R3, on considére la forme quadratique

q(z,y,2) = (z — y)2 + (y — 2)2 —(z— x)2 .
(1) Cette forme est-elle celle obtenue par la méthode de Gauss ?

(2) Dans le cas contraire, réduire la forme quadratique ¢ avec la méthode
de Gauss.

£

OUVERTURE % . Nous avons vu & la fin du chapitre précédent que ’'on
pouvait considérer des espaces vectoriels sur les nombres complexes a la place
des nombres réels. On pourrait écrire tout ce chapitre sur les espaces euclidiens
en considérant des espaces vectoriels complexes. Dans ce cas, on parle d’espaces
hermitiens. Ce chapitre s’écrit alors presque exactement comme nous venons
de le faire & seulement quelques différences pres®.

6. qu’on vous laisse étudier ...



6. CORRECTIONS DES EXERCICES 321

6. Corrections des exercices

£

Exercice 69 (Formes bilinéaires de R™).
On considére les applications suivantes

P RxR — R
(x’ y) '% Tr'xy bl
D, - R? x R2 — R
((z1,22), (y1,42)) — wax1y1 + 2.2192 — Ty1 + 3.22y2

(1) Montrer qu’il s’agit de formes bilinéaires.

En sus des formes bilinéaires précédentes, on considére les formes
bilinéaires suivantes
O3 : R3 x R3 — R
(w1, 22, 23), (y1,42,43)) = 22191 + Tay2 + T1Y3 + T3Y1
+x2ys + z3y2 + 223Yy3
Dy : R* x R* — R
((331, T2, T3,T4), (yl,yz,ys,yzx)) —  T1y3 + 2x1Y1 — Ty
—2x3y3 + Tx1Y4

(2) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice associée dans la base
canonique.

(3) Pour chacune d’entre elles, donner la matrice représentative dans les
bases respectives suivantes

{2}, {(1,1), 1,2)}, {(1,1,1), (1,0,1), (1,1,0)},
{(1,0,1,0), (0,1,0,1), (1,1,1,0) (0,1,1,1)} .

(4) Déterminer si elles sont dégénérées ou non.
(5) Déterminer si elles sont symétriques.

(6) Pour celles qui sont symétriques, déterminer si elles sont définies posi-

tives.

CORRECTION.

(1) Foun o forme @1, b linéarite 2. gauche se monne pan e colul
asuinsamk

D(A171 + Ao, y) = m.(Mz1 + Aaz2)y =
M(m.z1y) + Ao(m.x2y) = M P(z1,y) + Ao P(22,y)
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pown tout Ay, Xg, 1,22,y € R, el la limanites & droite se monbne

O(x, pay1 + pay2) = T.x(pays + pay2) =
pa(mzyr) + po(mayz) = p®(z, y1) + pe®(z, y2)
Joun foul i1, po, 2, 91,92 € R.
o Lo forume 3, Lo linéanits . gauche se montne g Lo coleud
auinsamk

@(A(azl, xo) + N (2, 25), (1, yg)) = @((Aazl + N, Ao + Nab), (1, yg))
=m.(Azy + X))y + 2.(Azy + Nah)ys —
(Ao + Nab)yr + 3.(A\xe + Nab)yo
= )\(w.xlyl + 2.21y2 — T2y1 + 3.x2y2) +

N (m.aziy + 2.2y — 2hyr + 3.25ys)
= )\‘I’((il?lv@)? (ylaQQ)) + A/‘I)((iﬂi’fﬂé)a (ylaZJZ)) )

fouwn Loub A\, N € R ek Louk (z1,22), (2], 25), (y1,42) € R2, ek o

D ((w1,22), (Y1, y2) + ' (Y1, v5)) = @((w1, x2), (ny1 + 1'y1, py2 + 1'ys))
= ma1(pyr + p'yy) + 2.21 (pye + 1'ys) —
zo(pyr + p'yy) + 3.2 (py2 + 1'ys)
= p(m.z1y1 + 2.21y2 — T2y1 + 3.22y2) +
W (m.x1y) + 2.019h — 2oy + 3.12Y5)
= p®((x1,22), (y1,42)) + 1 (21, 22), (1, 2))

(2)£a@mwmmquedeRe&tC:{(l)}atQaaneundeQa
bilimgaine @, em ((1), (1)) vauk @, ((1),(1)) =711 =7 . Dome la
mmmma%@@vm&%mqnmﬂamc@t

Mate(®1) = ()
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$a base camonigue de R? esk € = {(1,0),(0,1)} et les wa-
de veckeurws de cette base sont

®9(1,0),(1,0)) =7, ®2(1,0),(0,1)) =2,
®9(0,1),(1,0)) = —1, ®(0,1),(0,1)) =3 .

@WQQWWAQQ%@WMQQMQQ@W
C esk

Matc(cbz):(_”l ;) .

£QMW@R36¢C:{QZ(1,O,O), & = (0,1,0),
53:(0,0,1)}.€mﬂammmaéea%@@nmm
®; dams la base € eak fo mabnice forumee des valewns pises pan
Eag@mmm“mhe%mmﬂ@wawm&m
Base, elle wsaut

@wmQameedéean@eﬂm@i&mMQMM
Izalz,mcnguatQammm@wmmmmWM
la florume billiméaine @4 em koutes les paines de wecteuns de celte
base, elle waut

(3)®mcﬂmd@m,mmmﬂawdg&mﬁam¢
ae@waglzawmmgs.

— o D
——_ o D
R !

€1
Mate(®3) = €2
€3

1

0
-2
0

O O O

&
—+
aQ
—~
KA
Ny
~—
Il
o
[a) [\]
—_
o O OO
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£amab&wdewdeﬂamwue&@e@wl§:{(2)}dmw
la base camomique C de R est
P=(2) .
@m%mmaﬁaw&&n@m@@m&a@m
BA’MWQ&MM
Matg(®1) | = "P Mate(®1) P = (2) (7) (2) =| (47) | .

£awnabdcede/[\wm8ﬁdeﬁamwuewze@mb’:{(l,l), (1,2)}
dams o base camenigue C de R? eat

-t 1),
@WQQWWAQQWMWCDQM%M
B wobbient pan le caleul suivamt

Matg(®s)| = 'PMate(®y) P = G ;) <_7T1 g) G ;)
- (Zig ;:194> '

£am\abucedgwagzdeﬁamueﬂﬁe@m6:{(1,1,1),
(1,0,1), (1,1,0)} dams Lo base camonique ¢ de R? eat
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Lo mabnice de Jabboge de lo. mounvelle fase B =1{(1,0,1,0),
(0,1,0,1), (1,1,1,0) (0,1,1,1)} dams la base camonique € de R* eat

1 010
01 11
P= 101 1]~
01 01
@W%WWA%WWMQMM%M
BK@%MM&L&Q&&M
Matg(®4)| = "PMatc(®y) P
1 010 2 0 1 7 1 010
_ 0101 -1 0 0 O 01 11
o 1110 0 0 -2 0 1 011
01 11 0 0 0 O 0101

1 7 1 6
-1 0 =1 0
“1lo 7 0 6 ||

-3 0 -3 -2

(4) On calleule le namg des mabnices écédentes em les echelonmant.

g (1) = 1 (v) = 1

@mﬁemge&kmmmaﬁ,ﬁa%oﬂm%méwﬂe@l%tm

degemence.
Matc(®2) = <_7T1 ;2;) ~ <—7T1 323)
Comme e namg esl mamimal, la forvme bilingaine @, eal mom-

Aegm\me,e.
Matc<q>3>< )N( 8)
Qm@ewmw,ﬁagmmm@%wm

= O N
— = O
DN = =
NG —
e )




326 CHAPITRE 4. ESPACES EUCLIDIENS
2
-1
MatC((I)4) = 0

1 7 1 0 0 0
0 0 0 -1 0 0
-2 0l 1lo 0o -2 0
0 0 0 0 0 0 0

@mﬂem%m'@tww,ﬁaWMQMmt
Sobménée.
méainab,mue&tquemﬁeb(geamabmdeq)lek@gmygmé-

W.@WMWM¢1J®3MW
ekﬁeb%mmw&@ipﬂnéamgb@gek@4mlzewm.

(6) Comme mous avons déja caloule les mabnices nepésentant les
WMWQJ@&MW&MW
le cnitere de Sylvester. (Fropostbion 97) powr detevmimer si
elles somt defiimies ef posbives.

Joun la mabnice Mate(®1) = (2) de 1, il my o quium seul
mimew demimamt escbnail
s ((2)=12=2>0.
Dome, o forvme bliméaine @1 eak defjimie ef postbive.

Les mimewws exchraits demimamks de la mabnice

OO OO

2 01
M = Matc(®3) = [0 1 1
11 2
narmé&mxtamtp,a%y\m\e@&&mmq)gw
9 0 2 0 1
5 (M)=12|=2>0, 6 (M)= =2>0, &3(M)=1[0 1 1|=1>0
01 11 2

@m,ﬂa%@*vme@&&méame@gmtdé@vw&tw

V2]
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Exercice 70 (Produit scalaire sur € ([0, 1])).
On travaille dans 'espace vectoriel €'([0,1]) formé des applications conti-
nues f : [0,1] — R de Iintervalle [0, 1] vers R. On considére I’application

@ 7(0,1) xF(0,1) -
1
{ (.0) > [ asnsaa

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme bilinéaire.

(2) Montrer qu'’il s’agit d’un produit scalaire sur ([0, 1]).

CORRECTION.

(1) Ommqumm%wawgm A, Ao €
R ek f1, f2,9 € €(0,1]). La limsanike de Qm%mfze domne

“I)(/\1f1 + >\2f2,9)‘ = /01(1 + 1) (ALf1(t) + Ao fo(t)) g(t)dt

1
- / (L4 O f2(0g(0) + Aa(L + 1) folt)g(8)) de
1 1
. / (1+ ) A1 (g (D)t + Aa / (1 + 1) fa(t)g(t)dt

— ‘Altp(fl,g)—l—)a@(f%g)‘

Om nemangue o[ue o @@f\/me d eak A/H/TT\W (f.9) = 2(g9,[),

demte : &(f,9) = (g, f) qouwn kout f,g € €([0,1)).

o /r\owl',uoe :@mtoute%mmnfe%([o,l]),ma

1
(/. f) = /0 (L+0)f(t)2dt >0 .
>0

Aa[)))\/me : Soit £ e %([0,1]) wnegofr\ghmxteﬂgez}ue

1
B(7.f) = [ (+0f@d=0 .

0
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@mﬁ’mtéﬁnamdﬁmtume@@mﬁommm,mmté%naﬁe

st mullle s ek seulement s ellle ot mullle. Donc Lo fonchion

(L+8)£(t)? esk mullle aw [0,1], ce qui implique que f(t) =0

Wte]o,l].@aanmﬂwtédeﬂa%@mbkynf,mmm\c@ut

que f(t) =0 powr t€[0,1].

esl um produit scaline.
Jia)

Exercice 71 (Produit scalaire sur les matrices).

On travaille dans ’espace vectoriel .#5 formé des matrices de taille 2 x 2.
On consideére 'application

{<,>2 Mo X My —> R
(A,B) +— (A, B):=t("AB) .

(1) Montrer qu'’il s’agit d’une forme bilinéaire.

(2) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire sur .#5.

(3) Décrire la norme associée au produit scalaire ( , ).

CORRECTION.

()l) Ommmmm&m@rﬁédw?@&m& A, Ao €
R ek A1, A3, B € My. Ba limsanité de la bramsposée et de lo bnace
imvrxpiqwnt

(AL + Xods, B)| = tr (AL + \ad2) B) = tr (M'41 + \o'45) B)
= tr (M'41B + X\'42B) = M\itr(*41B) + Aotr(*A2B)
= |\ (41, B) + X2 (45, B) | .

ul,,ugeRatA,Bl,BQGMQ(R).£a&méarutédﬁﬁabmcemM\&qne

‘ (A, 1 B1 + p2Bo) ‘ = tr (A1 B1 + p2Bs)) = tr (u1"ABy + p12"ABo)

= tr(*ABy) + patr(*ABy) = 1 (A, B1) + pia (A, Ba) | .

7. C’est la fonction que I'on intégre.
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9) A Sogit de monbren que la forume bllimsaine () est aymebique,
,8.. b resibise.
o snméknique : @%%%eﬁmwwﬁamwmmm
b‘\mxwr\mihm, cest-a-dine trtM = tr M ek cfueﬂa bLamA/’r\oﬁee
dmwkmm%ﬂe Wmﬁew

WMWMWCMQM( N) =

tNtM.@emdmem@w,mdedthawgmdeﬁa
B,CV‘L/W\E bllimeaine (,) de lo. mamisne auisamke

(B, A) | = tr("‘BA) = tr (('BA)) = tr(*A('B)) = tr("AB) = | (A, B) | .

/r\omtuue  Goik A € My (R umemabuwmwedetw%eQx2

a b
()
Ommdéduit

2 2
(A, A) :tr(tAA):tr<ZbI§d Z§i§g>:’a2+b2+02+d2>0 .

o dé%mue :£ewﬁw@1pﬂécédemtmmxbwque&mmmbﬂceA
mtteQQeqm<A,A>:0,w@aWo{maubucucx?:o.
@mb&uAmwe@@iam@m\twwﬂaatA:O.

Al = V{A, A) = Va2 + b2 + 2 + d2 |

siom mote o coeffcients de o malrice 4 qan 4= (4 7).
£
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Exercice 72 (Produit scalaire sur € ([0, 1]) bis).

Comme a l'exercice 70, on considére 'espace euclidien €([0, 1]), formé des
applications continues f : [0,1] — R de lintervalle [0,1] vers R, muni du
produit scalaire

o: £([0,1]) x €([0,1]) —
(f,9) = / (14t f()g(t)dt .

(1) Les deux fonctions f(t) :==t + 2 et g(t) :== t* — 2t — 3 sont-elles ortho-
gonales 7

(2) La fonction f est-elle de norme 17

CORRECTION.
()l)OmwﬁwQeQe/rmadxutAmeﬂedﬁfwecg
1 1
®(f,9)| = /(1+t)(t—|—2)(t2—2y—3)dt:/ (t* 4+ — 7t> — 13t — 6)dt
0 0
Bt B3 g2 117 13
= gty Ty By = oo
[5+ ~7 35 6}0 cti 35 6
_ [

%Emwmm'@twmﬁ,ﬂwmwmfetgm

somf pas enthogomales.

1 1
o(f, )| = /(1+t)(t+2)2dt—/ (t3 4 5t + 8t + 4)dt
0 0
I L Y 1os 119
— [4+53+4t +4t]0—4+3+4—|—4— #1
. 83
o)

Exercice 73 (Polynémes orthogonaux).
On travaille dans 'espace vectoriel R[X] des polynomes a coefficients réels.
On consideére 'application

()): RX]xRX] — R
1
(P.Q)  — (PQ) = /_ P)Q)ds
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(1) Montrer que I'application ( , ) est un produit scalaire sur R[X].
(2) Le sous-espace R3[X]| formé des polynomes de degré inférieur ou égal a
3 muni de la restriction de ( , ) est-il un espace euclidien ?

(3) La base
B:={1, X, X* X%}
de R3[X] est-elle orthogonale ?

(4) Déterminer tous les vecteurs orthogonaux a X?2.
On considére la famille de polyn()mes
={1, X, $(3X* - 1), :(6X°* - 3X)} .

Ces polyndmes sont les premiers d’une famille infinie appelés les polynémes de
Legendre.

(5) Montrer que £ est une base orthogonale de (R3[X],(, )).
(6) Est-elle orthonormée ?

CORRECTION.
(1)%% ‘ i MWWM , Shriaue, /E..
ek/r\ombuue
Argﬁnéb\iorue Ommmmce/r\MWMQaAAdﬂnébue
(@7)]= [ ewrwar= [ Puwi=[F.a)
o Bbliméaine : On va menbren lo limganits & Mmﬁa
mabiguement la liméanite & droite. Jan liméarite de [imtégnale,

1
[P+ 2P, Q)| = /_ (MPi(@) + 2P (X))Q(x)da

-1
= ‘)\1 (P, Q) + X2 <P2,Q>‘
poun fouk A\, X2 € R ek o teut P, P, Q € R[X].

/r\oﬁibin}e :@mMWWPER[X],ma
(P,P)z/l P(x)*dz >0

—1 N~
>0

1 1
= )\1/ Pl(x)Q(x)dx—i-/\g/l Py(z)Q(x)dx




332 CHAPITRE 4. ESPACES EUCLIDIENS

o dé%mue :?oitPER[X}umqw&an@meuém%iw“t

(P, P) = /11 P(x)%dz =0 .

QOWQ’i/rJ;égrmmteP(x2>Oeat/r\W aeQamwf\PAq,ue

L}umt@utxe[ll]ﬁe/p&@\am&nebamnu&elj )=0. On le

MWWWW@WM&MW
dofm:P P=0.

mwmmﬁm.
(2) £a nesbniction du preduit scalaine ( ) de leapace wectoniel des

rolyynomes . celui des polyrémes de degyié imfonieun ou 2gol 2.3

w%emﬂwmmdmwm &t comme [es-

/po@\dm&meXzz

=[] 200
ewmmmwmtwm%%yw&mw
%Ie&t/rmbcwtp\mﬁmmﬂe.

(4) Goik P=a+bX +cX2+dX3 m/[@%mde R3[X]. Ton dé@L
W,&mmw@wwwﬂmatmﬁmmM

1
0 = <P,X2>:/ (a+bx+cx2+dx3)x2d1:
—1

.’ES 1134 .%'5 1‘6 !
34 5 .

1
= / (aa:2+bx3+cx4+dx5)dw:[a—|—b—|—c+d6
1

= §a+50.
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£'M&MWWWWMWX2MQ6

{P=a+bX +cX*+dX?eRy[X] | 2a+2c=0}].

mmdeﬁne awewmmﬁimg ZJQMgAtWAB
dm.@&awu@ntd@ameﬁmﬁa&adewm.%m
demﬁwnm,wwmdwﬁs@wunw,dwmmwﬁwﬂb,mwmque
WE@WWWW&WJQ@
MW&WWWWACWQ%M-
mwmmmmm&maﬂewmm
W@@MWW@WE@MA'W
fomnction paine ek dume fencbion impaine esk wne fonction im.-
infegne emtne —1 et 1. & me neste plus que les deucc coleuls
auinsambs .

1
<1,%(3X2—1)>:/_1é(3x2—1)da::§[x3—x]1_1:@

1
CAE )] = [ patort - sayis
-1
= ;/_11(5:1:4 - 3x2)dx% [$5 - 1'3]1_1 = @

tpx@gxymp,e de Q’ewr\aae euclidien (Rg[X],( ,)).
(6) £amhme@4\s@%/némmwmtamt 1 vauk

1= V&) =W:.
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@mxﬁma&twdeml Qa[%am&&ede/r\o@gmmﬁmmt
yia)

Exercice 74 (Fonctions trigonométriques).
On travaille dans ’espace vectoriel ¥ formé des applications continues
f : [-m, 7] = R de I'intervalle [—7, 7] vers R. On le munit du produit scalaire

(f,9) — (f,g)= [ [f(t)g(t)dt.

—T

{(,>: ¢ x% — R

(1) Montrer que la famille
F = {1, cost, cos(2t), cos(3t), ..., sint, sin(2t), sin(3t), ... }.

est orthogonale.

(2) Comment peut-on modifier F pour obtenir une famille orthonormeée ?

CORRECTION.
devoc-ii-devce. Toun cela, om caleule les imhéﬁnaQeu suissambes.

(1,cos(nt)) |= / cos(nt)d [ sin(nt) ] = 0]
(1,sin(nt)) | = / in(nt) dt =[0]

UTT\/I’\QU’\E

’ (cos(nt), sin(mt)) / cos(nt) sin(mt) dt = @
Um/Paine

m&ME@@@mMQ@A’&Qm@tR@@MBW&NWQ@



6. CORRECTIONS DES EXERCICES 335

WW,WWH#WEN*.

eznt + e—mt ezmt + e—zmt

2 2
(ei(n-‘,-m)t +e—i(n+m)nt + ei(n—m)t +e—i(n—m)t)

1
4
= 1 (cos((n+ m)t) + cos((n —m)t)) ,

cos(nt) cos(mt) =

mnt e—mt ezmt _ e—zmt

sin(nt) sin(mt) =

21 21
— i ( i(n+m)t + e—intm)nt _ i(n—m)t _ e—i(n—m)t)
= % (cos((n — m)t) — cos((n+ m)t)) .

Om em deduit

’ (cos(nt), cos(mt)) ‘ = /_7r % (cos((n +m)t) + cos((n — m)t)) dt

= %/ cos((n + m)t)dt + %/ﬂ cos((n —m)t)dt =[0] ,

™

‘ (sin(nt), sin(mt)) ‘ = (cos((n —m)t) — cos((n+m)t))dt

—Tr

/_ cos((n —m)t)dt — %/_ﬂ cos((n +m)t)dt =[0] ,

3 eI

N[

ou fimal, cella mombne que Lo famillle de fonchions F esf on
orthogomale.

vy
e = [t =2,

cos(nt)]? _/ cos(nt)) _/ L (cos(2nt) +
([sin(nt)]|? —/Z(sm(nt) :/ $(1 —cos(2nt))dt = .
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Dome, bn fomille othogonale sbtomue & pantin de Lo famlle
F esk

N&R&gﬁy‘(\aﬂe

Exercice 75 (Base orthonormée de matrices).
I’exercice 71, on travaille dans ’espace euclidien .#5, formé des matrices de
taille 2 x 2, muni du produit scalaire

{<7>:

,/ZQX%Q

(4, B)

—- R
— (A, B) = tr(*AB) .

Trouver une base orthonormée de (., (. )).

CORRECTION. ?me&wmg{%im@d@mam&taﬂe2x2

a=(oe) an=(n 2
allors lewr. produit acalaine waut

/Pah

{m, ﬁ cost, ﬁ cos(2t), ﬁ cos(3t), ...,
27 s T T
vr sint, vr sin(2t), vr sin(3t), ... }
77 i i
£

Avec les notations de

. . ayp as bl b2
<A7 B> = tr (tAB) =tr <<a2 a4> <b3 b4>)
— i <<a1b1 + agbs * >)
* asbe + agby
= ‘ a1b1 + azbs + azbs + asby ‘ .
10 0 1 0 0 0 0
100) 6o) (0) ()

e&tume@aAeodtp\mW\éedeQ’ch&dm(//lg,(,»
£



6. CORRECTIONS DES EXERCICES 337

Exercice 76 (Base orthonormée de polynomes).
On travaille dans I’espace vectoriel Ro[X] des polyndmes de degré inférieur
ou égal & 2. On considére 'application

{@: Ro[X] x Ro[X] — R
(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) .

(1) Montrer que I'application ® est un produit scalaire sur Ro[X].

(2) Déterminer la matrice M := Mat¢c(®) de 'application billinéaire ® dans
la base canonique C := {1, X, Xz}.

(3) Trouver une base orthonormée pour le produit scalaire ®.

CORRECTION.

(1) Unn. oot acaline eat une forme blimgaine angmetrique, definie
o A/\dm\é,l‘fuqu . La A/bvmébue esk demmée an
(Q,P)|=Q(0)P(0) + Q(1)P(1) + Q(2)P(2)
= P(0)Q(0) + P()Q(L) + P)Q) = [4(P,Q)] .
o Q«QAméamg Om@ammm&a&n\éamtédﬁaucﬂe,ﬁaﬁvnéa
mtéddnmtemdéwu&eﬂa/r\an%méf)ue£a%me¢uém&e
(@M P+ 20P, Q)| = (MPL(0) + 22P2(0))Q(0) + (MPi(1) + A Pa(1)) Q(1)

+(MP1(2) + A2 P2(2))Q(2)

= MP(0)Q(0)+ MP(1DQ(1)+ MP(2)Q(2)
)Q(1) + A2 P2(2)Q(2)

Ik

+22P2(0)Q(0) + Ao Py(1
E ‘Al@(Pl, Q) + )\2¢) P2a

/r\.eun touk AL, A2 €R ek /ru@uJ'L touk Pl,PQ,QERQ[X].

/r\oﬁibin}e I@BMMWWPERQ[X],MQ

®(P,P)=P(0)>+ P(1)>+P(2)*>0
déB&mie:g)e{tPGRg MWWWUM

®(P,P)=P(0)*+ P(1)>+P(2)>=0 .
P(0) = P(1) = P(2) = 0. Domc P eak um

gl
/r\o%mommdedeﬁneun%ermm ag,aQaQameci%haum@%a
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P=0

loire.
(2) £a matnice neprésentamt le produit scalaine @ dams lo base
celtke lbase, & namsein
)
9 )
17

(3)@%&%@@@%@%@@&%@%@%@%0,1

comsidenen les polymsmes suivamts, formés de preduits de X,

Tt W Ww
© ot W

Mate ((I)) = (

X—-1ektX—-2:
{(X(X-1),X(X -2),(X -1)(X-2)} .
Omw%e%wﬁanmtquembw/r\o@wmm\t
.<I>(X(X—1),X(X—2)) =0,

P(X(X—-1),(X-1)(X-2)=0,
P(X(X—-2),X-1)(X-2)=0.

UQW%W.&MW?%
@'mﬁawmioo,mmwm@mw@m
&wa,c/mtdompm@myﬂogmmﬁedeRg[X].mAu%&dem-

IIX(Xfl)Hz\/fb(X(Xfl), —1))=Vi=2

1X(X —2) = /@ (x( ~2)=Vi=1

(X = 1)( —QH_\/@ X—1)(X—2)):\/1:2.
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dou fimal, la. famille

{3X(X - 1), X(X -2),5(X - 1)(X —2)}

esk ume base orthomorumée de Ro[X] poun le preduit acolaine @

Exercice 77 (Matrice orthogonale).
Pour tout # € R, on considére la matrice

cos) —sinf 0
Ry := | sinf cosf O
0 0 1

(1) Montrer que, pour tout 6 € R, la matrice Ry est orthogonale, c¢’est-a-
dire Ry € Os.

(2) Que pouvez-vous en conclure des vecteurs colonnes de Ry ?
(3) Décrire géométriquement 'application linéaire
Py - R?’ — R?’
X = RQX .

(4) Redémontrer ainsi que py est une isométrie de R3.

CORRECTION.

(1) On. dffctie Lo colead

cosf sinf O cosf@ —sinf 0

= —sinf cosf 0 sinff cosf O
0 0 1 0 0 1
cosZ 6 + sin? 6 cos@sinf — cosfsinf 0
= —sinfcosf + cos 6 sin 6 sin? 6 + cos2 4 0
0 0 1
1 00
= (0o 1 o) =[1],
0 0 1

(2) Lo proposibion 101 sbipule quiume mabnice eat onthogonale st

Q’e()/(\m;e eudlidien (R3,( ,)).
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(3) £es weckewws colonmes de fa malrice Ry sont les images de la
@WW&RngIMWWMpQ.gmMW
mbmmaﬁmmmwwqu&bwmwafzmm%ede
Qa@aAemmuque/rmﬁamtahmxd'amewwhwﬁOzrid'M\ﬁﬂe
0 :Qemectexm(0,0,l)eal:immamamt/[mnpgethoma%ead@
devoc wseckewns (1,0,0) ek (0,1,0) wdmmmmﬁeﬁnwm

o 0

0 cos 1

sinf | =pg |0

0 0
1
0
0

veckeuns d'ume base, ceci. demontre que l'endomenphisme p est la
retabion dance venticale 0z e,td/amﬁﬂe 0.
(4)J@Mmmd%@waﬁawmmmg quum endomen-
/pr\imnedgﬂ@zrmo/uwmmkd/wnewmbucemtpwgmwﬂewtmm-
mébim.ég’mdoﬁnonP\Wmapgmm%&@imﬁ’MdecetteW-
mmmmmﬂam;cwmmm.
£

Exercice 78 (Projection orthogonale).
On reprend les notations de I'exercice 74. On travaille dans I'espace vecto-
riel C formé des applications continues f : [—m, 7] — R de l'intervalle [—7, 7]
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vers R. On le munit du produit scalaire

™

(f,9) = [ f(t)g(t)dt .

—T

Calculer la projection orthogonale de la fonction f(t) := 2 sur le sous-
espace vectoriel engendré par {1,cost,sint}.

CorrECTION. dbus allons axfurﬂxquen la @mnwﬂg de la /[\nsae,cbem

orthogonale dommee %mw@mﬂ%%Mw%&wmwt
d%@mmmmwmymmwamwmwmwww

Vect({l,cost,sint}).J@mwmdéﬁﬁwdﬁm 4 quecette@o.

2w ' w

&W%@mw%m%@%%mmﬂww@mwmm@
/(\OJ'L

B = {@ ‘{fcost, ?sint} .

V2 V2
projl% (t2) = Q,J J—i— tz,ﬁc St ﬁcost
27 27 s T
+<t2,ﬁsint >ﬁsint
T

= / t2dt + = (/ costdt) cost
+— </ 2 smtdt) sint
™ -

1" 2 3



342 CHAPITRE 4. ESPACES EUCLIDIENS

£@dwmdmwwwmﬂwﬂantmdwmm¢é8mhommxrwmd
dhague o

™

t? costdt = | t* sint| — / 2t sint dt
N e ad ~— S~
u(t) v'(t) u(t) (t) 1 _; u'(t) v(t)
= — 2t sint dt = — | 2t (—cost)
) #() w(t) L)

—Tr
™

+ 2 (—cost) dt = —4rm ,

can o dervnigne mxtégﬁaﬁe J7 costdt =0 esk rlle, vsoin excencice 4.

@eﬂam@mm@w,ma

™

/ t? sint dt = t2 (—cost) - 2t (—cost) dt
N e ~— N G
u(t) v'(t) u(t) () . w(t) ()
= / 2t cost dt = | 2t sint —/ 2 sint dt
N el ~—~ N~
w(t) 2'(t) w(t) 2(t) ] _; w'(t) z(t)
= 0

dw.@a;izewﬂadymmvntéarmﬂefﬂﬂsintdt:0wtmpﬂe,
"o finel, o prjection. orthogonale e o forction. 2 aun le aous
veckoniel F est

6&/[’\1106

projl% (t2) = %772 —4cost

V2]

Exercice 79 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt).
On travaille dans I'espace euclidien (R3, (, )) muni de son produit scalaire

canonique. On considére la famille F := { fi, ﬁ, f;;,} formée des 3 vecteurs
suivants

. 1 . 0 . -1

fl = 2 s f2 = -1 s f3 = 3

-2 2 1
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Appliquer 'algorithme d’orthonormalisation de Gram—Schmidt & ces 3 vec-
teurs pour trouver une base orthonormée de R3.

CORRECTION.

[1]: Pa mevme du weckeun. fi wauk
|7 =vizara=ve=s.
Ommonnna&mﬁxlw«mbwm

:OmmidéﬂeﬂadnmteFlem%emdnée/[anemect@wLﬁl.ga

0 1 1
PN . 1 1 __g
projg, (f2) = <( 21 ) '3 (22>>3 (22) =-3
0 1
— — 2 1
f _prOjJ—1<f): -1 + = 2 = —
2 Fi\J2 ( 5 ) 3 (2> 3

?&’T\O’V‘mﬂw

o~ proj ()| = 5o =1 .
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:OmwmidbwﬁeqmﬂamFgm%ndnémQ@Wmﬁld@.
£e /rmfl@aeté @"Ltpwg,@maﬂ de j?, dessus eak

-1 1 1 -1 2 2

. S 1 1 1 1

pro‘]#2(f3):< 3 '3 2 >3 2 —|—< 3 '3 1 >3 1
1 —2 —2 1

. . —1 1 -2
fs—projr,(f3)=(3 | -1 |=2 ]| .
1 0 1

de mervme

| e ] = vAFTFT =3
Omﬁemmmﬂmwg@tamﬂebn@mneekdemm@m
de la bose srthomnovmee

Exercice wr 80 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt bis).

Soit F = {fi, fé, A f_,;} une base d’un espace euclidien (&, ( ,)). (On

pourra travailler dans £ = R™ muni de son produit scalaire canonique, par
exemple). Soit B := {ui,us,...,u,} la base obtenue aprés application de 1’al-
gorithme d’orthonormalisation de Gram—Schmidst.

Quelle propriété particuliére posséde la matrice de changement de bases
Matr g(id) 7

CORRECTION. §i om gbudie Qaﬁgmﬂ?vm d'oHhoneovmalisation de @/x
am—?cpvmxdk,mrwmm\quewflewmﬁlwto@t@num

dewwmﬁ,wﬁemmﬁg
@to@Wde@MWmﬁ,ﬁ,wﬁem
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veckeun i esk obtenu 4 pantin des brois qnemiens wveckews fi, fo, fs,
ele

.£a mabrice de Lp\a/nﬁmmli de bases Matr g(id) a demc o %@"v‘ﬂ\e

Auwam,te

* P * ](_‘i
* * fé
Matr g(id) = ,
0o .- 0 * fn
i iy - W@

c'eat--dine o, matnice de DRMW de bases Matr g(id) esk buamﬁu

£

Exercice 81 (Matrice symétrique).
On considére la matrice

M =

W W
W =~ W
- W

On appelle ® 'application bilinéaire dont M est la matrice dans la base cano-
nique de R3.
(1) Que vaut ®((z1,z2,23), (y1,y2,¥3)) ?

(2) Montrer, sans calcul et en appliquant le théoréme du rang, que 1 est
valeur propre de M.

(3) Quelle est l'autre valeur propre ?

(4) Démontrer, par 2 méthodes différentes, que la matrice M est diagona-
lisable.

(5) Décrire les deux sous-espaces propres Eq et Ejg.
(6) Trouver une base orthonormée de E;.

ontrer que tout vecteur propre X € E; de valeur propre 1 est ortho-
7) Mont tout vect X € E; de val 1 est orth
gonal a tout vecteur propre Y € Ejg de valeur propre 10.

(8) En conclure qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres de
M. Donner en une.

(9) Donner I'expression de la forme bilinéaire ® dans cette nouvelle base.
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CORRECTION.

(1) £a forvme blliméaine @ want

4 3 3\ /[
®((1, 22, 23), (Y1, y2,93)) | = (x1,22,23) | 3 4 3| |2
3 3 4

Y3
= ‘ 4dx1y1 + 4woys + 4x3y3 + 3x1Yy2 + 3T2y1 + 3T1Y3 + 3w3Y1 + 3T2y3 + 3T3Y2 |

[dim E, | = dimKer(fys —id) = dimR* —rg (M — 1) =3 -1 =[2] .
/I'\J’LO/I'\J’LE

(3)WQWML%WMMAQ@WMWW[\W,
dgﬂamabuceM£aqumeécéim¢eammbléquelmt
MW&WW?.@WE&W&BMWI?,
mmc@mrﬁxiqueﬁmﬂ'ﬂewa&wnwmtwaxlz.

elle est dome diagomalisalle pan le theoneme 109.
Omwwmbmcenéauﬂkatdlz’mdedebwhmw
dem,teb.gma%et,mmmomz}uedimE1:2etafuﬁ10thaﬁeun

/rmo/rme,ceaai/m/rxpjmtuequedimEm:le,tqueRBZElEBElo.UQ
MMWM&WWAEQQWMJ
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OA:1:OmMQeAM-WWE1Wanm-
an ree 1, cesb-a-dine Q’W\Qy[),e des veckeun

)

de R3 Wu@mmt (M — DX =0, cesk-a-dine

INEENS

r+3y+3z2 = 0
3z+3y+3z2 = 0 < zx+y+2=0.
r+3y+3z = 0

£ew«w-e&/|\ace/rvwr\neE1wtdoche/PQamd/éoruahm

X
El{(y) eR? | m+y+z0} .
z

oA:10:Omdécml:Qemm-awr\aae/r\meeEmmsaédﬁa
n}aﬁeun repe 10, cesk-a-dine Q’mmpyp,e des veckeurw

~f

de R3 Wlk@kamt (M —100)X =0, cesk-a-dine

INEENS

—6x+3y+3z = 0
3r—6y+3z = 0 << zx=y==z2.
3r+3y—6z = 0

£ew-wwmommﬁama@mm

x
ElO{X (y) cR3 | xyz} .
z

(6) Om%«k@a&ﬁememlique (1,1,-2) ek (1,-1,0) aenk deurc vecteuns

deElekc}u'LQAMehip\oﬁ@'m

((1,1,-2),(1,-1,0)) =1—1=0 .
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U&wm&@m,mﬂawioo.ﬂﬁmm@m
vamke

{@(1,1,—2), 72(1,—1,0)} .

(7) Jor Billmeanite du produit scalaine, il A@Et de momnbnen cette
WW&%&@W@A/WP}&(XE&El atd’wnepaaAede
Eig. Om comsidénamt les wecteurs (1,1,-2),(1,—1,0) de base de

E; ek e nvecteun (1,1,1) /rmn&wede Eio, on bhewse
((1,1,-2),(1,1,1)) =1+1-2=0 et ((1,-1,0),(1,1,1)) =141-2=0 .

@mwmaﬂlmm&eﬁm&awwaﬁ%;
ditmibwmmi,EleatoﬁtP\ogomﬂdElo
[E1 1 Bu]

(8) Celke propniste découle du Hheoneme 109 de diagomnalisabion des
malrices symébnigues. Omwﬂemmm
E,WmtﬂmmdeElammelmtm%ﬁmaﬂamo.
UQWM&MWMM&ENW

/r\oummwr\p&lm Tour cela, on movmalise le wsecteun (1,1,1)
powt brousen

Y3(1,1,1) .
Jouw,wﬁagwwﬂamm&mmmmaem
Joeuies de lo. matrice M

£

B = {%(LL_QL TQ(L_LO)a ‘3(17171)} :

(9) Seit P la mabrice de passage de cette mouvelle base dams la

eal mﬂ)@%@ma[ze, cest-a-dine P71 =1tP. £a d}.a.g@maﬂumhm de E(L
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0

0

0

Jor la forvmule de chamgement de base des formes bilimzaines
(preposition 93), la mabrice de @ dams la fase B eat

0 0
1 0
0 10

Si om mote par {dy, a5} les weckewns de Lo base B, alons
Ea Q?‘\PA/T\éOJfLe A'eoolr\nifme dams celke Q»aAe de Ea momiene
suisambe

(ovily + By + vils, atly + By + yils) = o + %+ 102

‘PMP =

O O =

0
1
0

[a—

O O =

Mat3(<1>) = (

£

Exercice 82 (Changement de base).
On considére 'application bilinéaire ® : R3 x R? — R dont la matrice dans
la base canonique C de R? est

2
Mate(®)=[-1 0 1
1 1

(1) Calculer ®((1,1,5),(—1,2,1)).
(2) Calculer la signature de ® de deux maniéres différentes.

(3) Vérifier que la famille 7 := {(1,1,1),(-1,1,1),(0,—1,1)} est une base
de R3.

(4) Calculer la matrice Mat z(®) de ® dans la base F.

(5) Calculer la signature de ® d’une autre maniére.

CORRECTION.

(1)£a@e’ume@«0unéaﬁw@e&tdo«wxée/rmﬁaw
O(X,Y) ="X Matc(®)Y .

J@WQ@OMUWAAEQIM,MM
1 -1 2\ /-1
®((1,1,5),(-1,2,1)) = (L,1,5) [ -1 0 1 2 | =[6].
2 1 1 1
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(2)0@@%@%%&%&%@%&&&
proqes shnictement positives et e mombre de vectewns propnes
sbrictement mégatinses de fa. mabnice

xm(X) = (3_X)<‘—_)1( 1—02X‘+‘ 1 —X>

B-X)(X?+X-2)

—(X = 3)(X —1)(X +2).
£amabuceMad/matdmm2wame¢mT\mwwtam\tm-
Fies (1 et 3) et ume walewn o sbnictement mégabive (~2).
£QN9/Y\WC{EQ&%D’“HT\EMITW€ ® esk dome

sgn® = (2,1)] .
Omwmmﬂﬂetﬂé@miﬁae%@um_k@e
n(M)=1, 6(M)=-1, 63(M)=—-6 .

UQ%QMIMW&WMEQWLL—L—G&

sgn® = (2,1)] .
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(3) Om 2chelonme o mabtrice P = Matc, #(id) @cyvméemwgommed@
veckeuns de o Jomille 7 -

(1 ~1 0) (100)

1 1 —-1]~1(1 1 0 .

1 1 1 1 11
@mﬂamabmécﬂagommée@tdenam%&mwmc&&w
Iza@mﬂﬂefmmﬁmaem

(4)£amabucemwdéedﬁa@@mwm@i&méanw<bdmwﬂa@aw}"mt

Lien 93 -

Matz(®)| = ‘PMatc(®)P

1 1 1 1 -1 2 1 -1 0
= -1 1 1 -1 0 1 1 1 -1
0 -1 1 2 1 1 1 1 1
6 2 4
= 2 2 =2
4 -2 -1

( )£a/rmT\omb@miﬂZWd¢queQmeﬁa&mﬂamﬁmm

que Lo weuk. Jei, mous allons ubilisen o seconde mabnice

6 2 4
N =Matg(®)=12 2 -2] ,
4 -2 -1

6 —X 2 4 6 —X 2 0
xv(X) = 2 2 - X -2 = 2 2—X 2X -6
4 -2 —-1-X 4 -2 3—X
6 —X 2 0
= (X -3) 2 2—-X 2
4 -2 -1
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xnv(X) = (X -3)

Qadmmw@ofrwxe/rm)( 3). Omaaoute

6—X 2 0
10 -2-X 0
4 —2 -1

= (X =3)((6 - X)(X +2)+20) = (X —3)(—X*+4X + 32)
(X =3)(X +4)(X —8) .
b mabnice N admet domne 2 valeuns proqnes sbnictement posi-
Fives (3 ek 8) ek ume walewn qoopne abnickement mégabive (—4).
Ommm&mﬂamgmdeﬂawmmgzkm

SO

sgn® = (2,1)] .
8mmg@m,mwmmmmﬁetﬂé@wu5de
Sifhenter poun caleulen Lo signatune de la forvme bilinéaine @,
Wmuta&mmtﬁamabuoechcte@m.é@@mmm-
pance excbraits sonk ici
51(N) =6, 6(N)=8, 63(N)=—96 .
UQ%ado«mlcP\aWdeuﬁmedameawitel,l,l,—ﬁd
Mm&mﬁamﬁm
sgn® = (2,1)] .
Jea)

Exercice 83 (Changement de base).
On considére I'application ¢ : R? — R définie par

q(x,y,z) = z? + 6y2 + 5622 — dxy + 1dxz — 36yz .

(1) Montrer qu’il s’agit d’une forme quadratique.
(2) Donner la forme polaire de q.

(3) Décrire la matrice Mat¢(q) de ¢ dans la base canonique C := {€1, €3, €3}

de R3.

(4) Donner la signature de gq.
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(5) Décrire la matrice Matg(q) de ¢ dans la base
B = {€1,2¢€] + é3,—3€1 +2é5 + €3} .
(6) Retrouver la signature de q.
(7) Existe-il des vecteurs X € R? non nuls tels que ¢(X) =07

CORRECTION.
(1) éga@@ﬁmwméauw 0:R3xR? = R3 d.é{)fm/.e/r\an

QD((IE, Y, Z)v (:E,a ylv Z/)) =
xx' + 6yy’ + 5622 — 2wy’ — 2y’ + TaZ 4+ Tza’ — 18y2 — 18y’

réallise Vapplicabion q dams le sems od
a(z,y,2) = ¢((2,9,2), (2,9,2)) -
Dome Lapplication g est ume forvme quadnatique.
(2) £a forme biliméaine downée & Lo question qnécedente ek qui
néalise la forme quadnatique o le fom gouk d'sbne snymébnique

/ / / / / /

go((@y,z),@,y,z)):go((:v,y,z),(x,y,z)) :
(3) Jon dé[)f\nut\m, fo. mmabnice Mate(q) de fa. @@"vme quadnabkque q

1 =2 7
Mate(q) = Mate(p) = | -2 6  —18
7T —18 56

cédembe

L 1 -2 7
5 =1]=1>0, 52:’_2 6‘:2>0, S3=|-2 6 —18/=-2<0.
7 —18 56

cjbm,ﬂemm&mgdeap\am%&mm&m%m@dmwﬂaml,lﬂ,—Q

m%ﬁal.@mﬁet&éy@miﬁ&%ﬂm,ﬁaw
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AQQQWWM@JC

sgng = (2,1)] .

5) On wa appliquen la forvmule de chamgement de base des ma-

égammdewaﬁedeQaﬂaAeBdmbﬁa@aAeCmt
2
1

1 -3
P = Matcyg(id) =10 2 .
0 0 1

&WWMEQWW@qu

Mats(q)| = ‘P Matc(q) P

()@mﬁemﬂw@d&ﬂa esl imdependamt de lo base

hm&%wm.@mmam
waﬁwmwwoabuotamantxpe&tmulei2ekmuaﬁwn
Wmmntmégm_yomm&muw

sgng = (2,1)] .

()S’me&m

= €1, =261+ €3, Uz:=—3€1+ 265+ €3

dams cette lase

1 0 0 «
g (ot + Bz +yiiz) = (@ B 7) [0 2 0| (8] =a*+28° -
0 0

-1 v
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W@WWWNW,MMWW

(il + 13) = q(—2,2,1) = 0] .

%@'wﬁ'maewdemwmw@m
mulles defiminsamt les fonmes quadnatiques. Casayen de nésoudne

£

Exercice 84 (Réduction).
On considére la forme quadratique suivante de R?

q(l', Y, Z) = 1’2 + y2 + 322 + 4$y + 2xz =+ 2y2’ .

(1) Réduire la forme quadratique ¢ en utilisant la diagonalisation des ma-
trices.

(2) Réduire la forme quadratique ¢ en utilisant la méthode de Gauss.

(3) Trouver la base dans laquelle ¢ a la forme donnée par cette méthode.

CORRECTION.
(1)£ambuoeamaéedlza8@fwwquadnahc}uﬁqdmw&a@a&e
cafrm\iqueCdeR?’eat

1
1
3.

Wr\iéﬂerommeandm@nw,

M = Matc(q) =

—_— N =
)

1-X 2 1 1-X X+1 1
X)) = | 2 1-X 1 |=| 2 -1-X 1
1 1 3-X 1 0 3-X
1-Xx 1 1 1-X 1 1
= (X+1)| 2 -1 1 |=(X+1)3-X 0 2
1 0 3-X 1 0 3-X
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WMW&%WM,MM

3—-X
1 3— X

= —(X+1)(X*—6X+7) .
&WdummWagaﬁ?@zamzsa

Agbmdﬁ\ebm3+\/§ek3—ﬂ.£e/r\®%n&nmmrmﬁtérwue

esk demc
XM(X):—(XH)(X—:;—\@) <X—3+\/§) .

xm(X) = —(X+1)‘ —(X+1)(8-X)*—2)

o AN=-—1 £QWMW&WWE€W

Leur
1
-1
(2
mtmmctwn/[mo»[medemflmh/r\nof(mz—
o A=3+v2 : ba méthode Rabikuelle pervmet de monbren que le

I

mtve&mmmdeuabmw3+ﬂ‘
0AZ3*\/§Z£&W&P\MEMW&WWQ€

BN

MWW@WWS—W
€es weckewws somt enthogomauze can ils appanbienment a des
W-me(dwmdgnWm\tm
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o Hlonervmée suinsamte

V2 1 1

2 2 2

P =Mateg(id) = [ -2 1 1
0 2 2

2 2

e&tyltp\ogofnaﬁe, ceak-a-dine P_lth.(eeoLimv@&L}uequeQam-
M&%@(}WWM&qm%MB@tﬂam

-1 0 0
Matlg(q)(o 3+2 0 )

0 0 3—+2
éga@@mwmqb'mmaﬂﬁammm
dams la base B

q (aiiy + Biiy + yiiz) = —a® + 3+ V2)5* + (3 - V2)7* .
EWLBML, les cosndommées (o, B,7) dum veckeun (z,y,2) eenik dams

UmedeQawmbiioedE/r\aAAaﬁeP,cmbd-dime/r\anth:

« P _g 0 @(ﬂf_y)
(ﬁ) 2 ()(é(wﬂﬂr\/ﬁd) :
v _g 3 (z+y—v22)

N—= NI= N
NI N
SIS

—(x—y)2+3+\/§<x+y+\/§z>2+3_4ﬁ (m+y—\/§z)2 :
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(2) £a réduction. de la fovme quadnabique ¢ pan lo méthode de
@,OUJAAAG’TVT\E

q(z,y,2)| = 2% +y*+ 322 + 4wy + 202 + 2yz

= 2 4dey+20z +y? +32%2+ 22
=(z+2y+2)2—(2y+2)?

= (z4+2y+2)% - (4y® +4yz+ 2%) +9° + 32° + 22

= (x+2y+2)?—3y°+222 2z = (x + 2y + 2)?
—3( v+ %yz ) + 222

= y+lZ 2—122
3 9

= |(z+2y+2)? —3(y+%z)2+%z2

fewns F = {iiy, iz, iis} de base doms laguellle la forvme quadnatique

5 éonik
q(z,y,2) = q (aly + Bty + 7ils) = o” = 367 + 1%,

= z+2y+z

=y+%z
vy o= z.

Moatriciellement, ce sngateme 5'Bonik

= Q

a 12 1\ [z
Bl=101 3]y
¥ 0 0 1 z
Mat r ¢ (id)
%’TLUT\/WMQO.’TTWM&thId a/r\/l\afwtmmbwwue
QCL'TT\Ob’ULQ
1 -2 -1
Matzc(id) ™! = Mate r(id) = [0 1 -3
0 0 1

Mbmmmﬁamm{m,ﬁg,ﬁg}
de la base F.
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Ommmc&mwfza@mmw@wqmmwﬂa
%@'—VW\EAEQWM

q(@,y,2) = (x+ 2y +2)? = 3(y + $2)° + 122

1 —2 -1

o, [ 1], =[-1

0 0 3
o)

Exercice 85 (Méthode de Gauss).
Dans R*, on considére la forme quadratique

q(z,y, z,t) = 22 4 9y + 422 + 6zy + 4xz + 16yz + 4yt + 8zt .
1
2

(1) Donner la forme polaire de q.

(2)

(3) Appliquer la méthode de Gauss a q.
(4)

(

Donner la matrice de g dans la base canonique de R*.

4

5) Peut-on retrouver ce résultat en utilisant le théoréme de Sylvester ?

Quelle est la signature de ¢ 7

CORRECTION.
(1) @omdé)mbﬁa@@dmm@«&mm 0:R*xR3 - R3 dofnmée/r\m
gp((x, y,z,t), (2, 2, t’)) = xx' +9yy’ + 427 + 3zy + 32"y + 222 + 222
+8y2 + 8y 'z + 2yt’ + 2yt + 4zt' + 42t .

q(z,y, 2,t) = o((x,y, 2, 1), (x,y,2,1)) ,
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(3)&&%&&%@Wdﬂa@eﬂmmqm

q(z,y,2,t)| = 2?4 9y% 4+ 42° + 6y + 4wz + 16yz + 4yt + 8zt

= 2?4 6zy+4zz 49y + 422 + 16yz + 4yt + Szt
ST

= (z+43y+22)% — (9y% + 1292 + 42%) + 9% + 42% + 16y2
+4yt + 82t

= (z+43y+22)% +4yz + 4yt + 8zt

= (z+3y+22)> +4( yz +yt +22t)

=(y+2t)(z+t)—2t2

= [(x+3y+22)°+(+z2+3t)2—(y—2z+1)? -8t

(4) £a fervme brouvée & la question qnécedente pervmet de deten-
mombre de tervmes & c&e@%{umlb /Pomhﬂo ek fne,g' ali@[b :

sgng = (2,2) | .

(5) 3t om weut ubilisen le Heoneme 115 de Sylvester, il mous fant

A’Mwﬂu&mgwwmwmmmtbol@mm
Qedeuodéﬂmb'mwmﬁe

1 3
39

Jia)

52:‘ ‘:07

Exercice v 86 (Formes linéaires indépendantes).
Dans R?, on considére la forme quadratique

qz,y,2)=(@—y)P’+y—2°>—(z-2).

(1) Cette forme est-elle celle obtenue par la méthode de Gauss?

(2) Dans le cas contraire, réduire la forme quadratique ¢ avec la méthode
de Gauss.



6. CORRECTIONS DES EXERCICES 361

CORRECTION.

(1) égeabm@yvmaa&méaimll,lg,lg:R3—>quwM\mammm
hz,y,2) =z —vy, l(zr,y,2)=y—2z I3(z,y,2)=2—=z,
mwm&méabmmtimdélmdamh@.gme%&,ﬂ@mm%oﬁ
Qa (L@’TT\Q}‘VT\QAAD’TL &'mea’ ine mbﬂmﬂaﬂe auisambe

li1+1ls+13=0.
@eﬂe%@mmwmm\é@m%mﬂﬁeww
limeairnes lilres.
q(z,y,2) = 2y — 20y + 202 — 2yz .

wmml:eato%mm /raneol:enmeacamweo

a(z,y,2)| = 27 —2zy—2yz+222=2( YP-ay—yz )+21z
N—

=(y—g2—32)2—(a+2)?
= 2(y— itz —32)? — 1(2? + 222 + 2%) + 222

(
= 2(y— v —32)% — 322 + xz — 122

= |2(y— 32— 32)2— Lz —2)?.

£






APPENDICE A

DEMONSTRATIONS

Cet appendice contient les démonstrations plus avancées mais encore abor-
dables des différentes propositions et des différents théorémes de ce livre. Elles
ont été placées ici pour que le contenu de ce cours puisse étre lu comme un
guide d’introduction et d’utilisation des nouvelles notions. Néanmoins, dans un
cursus universitaire & composante mathématique ou par désir de comprendre
I’essence méme des différents résultats, vous pouvez étre amené-es a chercher
& comprendre leurs démonstrations. Comme cet appendice est pensé pour étre
lu lors d’une seconde étape de lecture, il est rédigé dans un style plus concis.

1. Chapitre 2

Théoréme 27. Un sous-ensemble U C V d’un espace vectoriel (V,+,.)
est un sous-espace vectoriel si et seulement si les trois conditions suivantes sont
vérifices

0eU,

Vi, €U, i+7€U,

YVAeRVieU AueU.
Ces deux derniéres conditions sont équivalentes a

VAipueR Vu,ve U, Md+puvdelU|.

DEMONSTRATION. Commencons avec la premiére équivalence.

(=) : Sileslois + et . de V munissent U d’une structure d’espace vectoriel,
cela signifie qu’elles se restreignent & U. Comme un espace vectoriel n’est
pas vide, on considére un vecteur u € U il vérifie alors 4 —4 =0 € U .

(<) : Si ces trois conditions sont vérifiées, alors les lois + et . de V se
restreignent & U. Comme elles vérifient tous les axiomes d’un espace
vectoriel dans V| elles les vérifient a fortior: dans U.

La seconde équivalence est tout aussi automatique.
(=) : On adéja A\.i € Uet u.¥ € Uj; on en conclut ensuite A+ p.7 € U .

(<) : La premiére condition #+7 € U s’obtient en considérant A =y =1.
La seconde condition A\.% € U s’obtient en considérant =0 .
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O

Théoréme 29. Pour toute paire U,V de sous-espaces vectoriels d’un es-
pace vectoriel (W, +,.), les propriétés suivantes sont verifiés.
o L’ensemble U+ 'V est un sous-espace vectoriel de (W, +,.).
o UuVCcU+V.
o Tout sous-espace vectoriel Z de W contenant l'union U UV contient
ausst U+ 'V
vuvcU+VcCZ.

DEMONSTRATION.

¢ On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels donnée au théo-
réme 27. On voit déja que 0+0=0¢€ U+V.Ilest stable pour la
somme des vecteurs : (@01 + 0 )+ (s +02) = (1 +us)+ (G +12) € U+V,
pour U1,y € U et 1,75 € V. Il est aussi stable pour la multiplication
par des scalaires : \.(@+7) = AXd+AT€U+V,pour \e R, a4 €U
et 7€ V.

o Comme U = U + 6, il appartient &8 U+ V. Donc U C U 4+ V et, de la
méme maniére, V C U+ V. On en conclut que UUV C U+ V.

o Soient @ € U et ¥ € V. Comme Z continent I'union U UV, il contient
i et U, et comme il s’agit d’un sous-espace vectoriel, il est stable pour
la somme des vecteurs, donc 4 + U € Z.

O

Théoréme 30. Pour tout sous-ensemble A d’un espace vectoriel ¥V =
(V,+,.), les propriétés suivantes sont vérifiées.
o L’ensemble Vect(A) est un sous-espace vectoriel de V.
o A C Vect(A).

o Tout sous-espace vectoriel Z de ¥ contenant A contient aussi Vect(.A)
A C Vect(A) C Z .

DEMONSTRATION.
¢ On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels donnée au théo-
réme 27. On voit déja que 0 = 0d; € Vect(A), pour @ € A. (Lorsque
A est vide, on rappelle la convention Vect(f)) := {0}.)
Soient deux combinaisons linéaires

G =M@+ + Andin et T=pibi + -+ tmbm

avec Al,..., An, U1, .-+, fbm € Roet di,...,dn,01,...,bm € A. On note
I’ensemble de tous ces vecteurs par
{51,"' ,Ek} = {61,...,6n,b1,...,bm} .

Les deux vecteurs initiaux s’écrivent donc

— — — — !/ —> ! -
U=1v1C+ - +vpc et v=vici+ -+ VC
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avec vi,...,V,Vy,...,v, € R. Cette écriture permet de voir que la
somme de ces deux vecteurs est une combinaison linéaire de vecteurs
de A :

T+ 0= 1 +v)é +- -+ (v +13,)C € Vect(A) .
Soit u € R et soit @ = A\d1 + - - - + A\pdy € Vect(A), on a
ptd = (pA1)di + - - + (uAn)dyn € Vect(A) .

o Pour tout @ € A, on a @ = 1d € Vect(A).

o Soit \dy + -+ + Apdy un vecteur de Vect(A). Comme Z est un sous-
espace vectoriel de ¥/, il est stable par combinaison linéaire, et comme
tous les vecteurs a; sont dans Z, pour 1 < i < n,ona Adi+- -+ dp €
Z.

O

Proposition 31. Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel est libre
si et seulement si tout vecteur de l’espace Vect(A) engendré par A s’écrit de
maniére unique comme combinaison linéaire de vecteurs de A.

DEMONSTRATION.
(=) : On utilise les mémes notations que la démonstration de la proposi-
tion précédente ; soient
i = My + -+ Anin = by + - + fmbm

deux combinaisons linéaires de vecteurs de A donnant le méme vecteur
de 'espace ambiant. Quitte a renommer les vecteurs, ces combinaisons
linéaires s’écrivent

- - - /= /-
U =UViCl + -+ + VgCp = V1C1 + - -+ + Vi.Cf, .

On a donc
U—d=0= (1 — )¢+ + (v — V) ,
qui implique que v; = v}, pour tout 1 < i < k, car {¢1,---, ¢} est une

famille libre.

(<) & Soit A\idy + -+ + A\pdp, = 0 une combinaison linéaire triviale de
vecteurs de A. Elle s’écrit aussi 0 = Aay+--+ @, =0a; +---+0a,
et 'unicité des coefficients donne Ay = --- =\, = 0.

0

Proposition 32. Une famille A de vecteurs d’un espace vectoriel (V,+,.)
est une base si et seulement si tout vecteur u € V s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire d’éléments de A :

@ = \id1 + -+ Ay
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DEMONSTRATION.

(=) : Si la famille A est une base, alors elle est génératrice, c’est-a-dire
que tout vecteur de I’espace vectoriel peut s’écrire comme combinaison
linéaire de vecteurs de A. Comme la famille A est libre, une telle écriture
est unique par la proposition 31 précédente.

(<) : Dans ce cas, on a Vect(A) = V et la famille A est génératrice.
Comme ['écriture de tout vecteur de ’espace ambiant comme combi-
naison linéaire de vecteurs de A est unique, alors la famille A est libre
par la proposition 31 précédente.

O

Théoréme 33. Tout espace vectoriel (V,+,.) non trivial, i.e. V # {0},
admet au moins une base.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer ce théoréme dans le cas de type
fini. Le cas général se traite avec les mémes arguments mais repose au final sur
I’axiome du choix de la théorie des ensembles, au lieu du fait qu’un ensemble
fini d’entiers naturels admet un plus grand élément. On commence donc par
prendre une famille génératrice finie A de cet espace vectoriel. On considére
ensuite I’ensemble L formé de toutes les sous-familles £ de A qui sont libres :

L={LCA, L libre}

On pose C = {|L|, £ € L} 'ensemble des cardinaux des familles £ de L. La
famille A étant finie, I’ensemble C est fini. Comme ’espace vectoriel ambiant
n’est pas trivial V # {6}, la famille A n’est pas vide. Tous ses singletons
{@} sont des familles libres, cela montre que I’ensembles L puis C ne sont pas
vides. Le sous-ensemble C de N n’et pas vide et il est fini; il admet donc un
plus grand élément, noté k. Soit B = {b1,...,by} € L une famille de vecteurs
réalisant ce cardinal. Par définition, cette famille B est libre. Il reste & montrer
qu’elle est génératrice. Pour cela, il suffit de montrer que tout vecteur @ de A
est combinaison linéaire de vecteurs de B. Supposons pas ’absurde que cela
soit faux. On considére alors la famille £ :== B U {a@} de cardinal k + 1 et on
va montrer qu’elle est libre; cela induira une contradiction, car £L C A et le
résultat sera établi. Soit Algl + - -—i—)\kl;k +ud = 0 une combinaison linéaire du
vecteur nul. Si on avait u # 0, alors @ serait combinaison linéaire des vecteurs
de la famille B. Comme ce n’est pas le cas, par supposition, on a 4 = 0. La
combinaison linéaire est donc Algl 4+ -+ )\kgk — 0 et la liberté de la famille
B induit Ay = -+ = A = 0. Ceci montre que la famille £ est libre et conclut
la démonstration. O

Le coeur du théoréme suivant réside ce lemme que nous voulons mettre en
avant.

Lemme 121. Dans un espace vectoriel de type fini, engendré par n vec-
teurs, toute famille libre est de cardinal inférieur ou égal a n.
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DEMONSTRATION. On va montrer la contraposée par recurrence sur n. Soit
A ={ay,...,d,} une famille génératrice et soit B = {by,...,bx} une famille
libre. Montrons que si k > n, alors la famille B est liée.

(n=1) : Sik > 2, alors on écrit 51 = A\dj et 52 = pd; comme combinaisons
linéaires de @;. La famille B étant libre, elle ne contient pas le vecteur
nul, d’ot A 75 0 et v # 0. Au final, on considére la combinaison linéaire
ubl by =0 qui montre que la famille B est liée.

(n :> n+1) : On suppose ici k& > n + 1. On considére la sous-famille
A = {ady,...,d,} et le sous-espace Vect (71) qu’elle engendre. Comme
la famille A est génératrice, tous les vecteurs de la famille B s’écrivent
bl = U; + A\i@nt1, avec U; € Vect(.A) et \; € R, pour 1 <i <k Si
tous les coefficients \; sont nuls, alors la famille B appartient au sous-
espace vectoriel Vect (.71) et on conclut par 'hypothése de récurrence.
Si au moins un coefficient A; n’est pas nul, supposons qu’il s’agisse du
premier \; # 0, alors on considére la famille de vecteurs

G — %51 € Veet (A) |

pour 2 < ¢ < k. Comme k — 1 > n, on peut appliquer I’hypothése de
récurrence : cette famille de vecteurs est liée. Ceci signifie qu’il existe
des coefficients aaq, ..., a, dont au moins un est non nul, tels que

3 L A "
0=ay (bg—;bl)—l-"'-f—ak <bk—)\1b1>

gy + -+ agpA -
- 22 3 MR B+ by + - 4 by -
1

On en conclut que la famille B est liée.

O

Théoréme 34. Toutes les bases d’un espace vectoriel de type fini ont le
méme nombre de vecteurs.

DEMONSTRATION. Comme ’espace vectoriel est de type fini, il admet une
famille génératrice finie. Toutes les bases étant des familles libres, elles sont
donc de cardinal fini, par le lemme 121. Soient maintenant deux bases A =
{a1,...,an} et B={b1,...,bn}. Sion applique encore le lemme 121 & la famille
génératrice A et a la famille libre B, on obtient m < n; et en 'appliquant dans
I’autre sens, on obtient n < m. Ceci donne n = m. O

Théoréme 35 (de la base incompléte). Toute famille libre non-vide A
d’un espace vectoriel peut s’étendre en une base B : A C B.

DEMONSTRATION. Pour les mémes arguments que précédemment, a savoir
la volonté de simplifier la présentation en évitant 'usage de ’axiome du choix,
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nous allons montrer ce résultat dans le cas de type fini. On utilise le méme
type d’arguments que lors de la démonstration du théoréme33 : on considére
I’ensemble de toutes les familles libres qui contiennent A

K ={AcCL, Llibre} .

L’ensemble C := {|L|, £ € K} des cardinaux des familles de K est majorée par
le cardinal d’une famille finie génératrice de 'espace (qui existe par hypothése),
par le lemme 121. L’ensemble K n’est pas vide car il contient A elle-méme.
Donc I'ensemble C n’est pas vide et il est fini; il admet donc un plus grand
élément k. Soit Soit B = {by,...,b,} une famille de vecteurs de K. Elle est
libre et contient A, par définition. Les mémes arguments qu’a la fin de la
démonstration du théoréme 34 montrent qu’elle est génératrice. O

Théoréme 36 (de la base extraite). De toute famille génératrice A d’un
espace vectoriel non-trivial, on peut extraire une base B : B C A.

DEMONSTRATION. Encore une fois, nous allons montrer ce résultat dans le
cas de type fini. On reprend les mémes objets que ceux de la démonstration du
théoréme 33, par exemple 'ensemble L := {L£ C A, L libre}. Comme il existe
une famille génératrice finie, disons de cardinal n, toutes les familles libres de
cet espace vectoriel ont un cardinal inférieur ou égal & n, par le lemme 121
ci-dessus. L’ensemble C des cardinaux des familles £ de L est encore une fois
non vide et fini. On conclut avec exactement les mémes arguments qu’a la fin
de la démonstration du théoréme 33 O

Proposition 37. Soit ¥ un espace vectoriel de type fini.

o Toute famille génératrice A de ¥ a au moins dim ¥ éléments
dim 7 < |A]|.

o Toute famille libre A de ¥ a au plus dim ¥ éléments
|A| < dim 7.

o Tout sous-espace vectoriel W C V vérifie

|dim 7 <dim 7|,

avec égalité dim W = dim ¥ si et seulement si W = V.

DEMONSTRATION.
¢ C’est un corollaire direct du lemme 121 appliqué & une base B de ¥
(famille libre).
¢ C’est un corollaire direct du lemme 121 appliqué & une base B de ¥
(famille génératrice).
¢ Le premier point est un corollaire direct du lemme 121 appliqué a une
base B de ¥ (famille génératrice de ¥') et & une base A de # (famille
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libre de #). Si # = ¥, alors dim # = dim ¥'. L autre sens, les théo-
rémes 35 et 34 montrent que toute base de # est une base de ¥ et
donc que # = V.

O

Proposition 41. Soient U et V deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel #' . La dimension de leur somme vaut

| dim(U + V) = dim U + dim V — dim(UN V) | .

DEMONSTRATION. On commence par considérer une base {bi, ..., by} de
I'intersection UNV. Par le théoréme 35, on la compléte en une base {b17 e bk,
Ui,...,Un} de U et en une base {bl, R A ,Um} de V. Pour conclure,

il suffit de montrer que {51,...,Ek,ﬁl,...,ﬁn,ﬁl,...,Um} est une base de la
somme U 4 V. Cette famille est clairement génératrice : tout @ € U s’écrit

@ = Aby + -+ Npbp + paiy + - -+ + fniln

aveC Aq, ..., N, 1, -+, tbn € R, et tout ¥ € V s’écrit
:Allb1++)\§gbk+ylﬁl++ym77m7
avec Nj,..., A, V1,...,Um € R, donc leur somme s’écrit

T+T = (M AN+ e+ Np) b+ @1+ - -+ pin o + 0151+ 4 Vi T, -
Montrons maintenant qu’elle est libre : soit

Aby 4 - N + gy + -+ o+ pinly + 0151+ -+ VT =
AVEC ALy« v vy Ny 1y -« o s fbps Y1y - - -, Um € R. En écrivant

VT A+ - U = —(Aiby 4 -+ Ny + @y + - paty)
on voit que 1191 + - - - + Uy, appartient & U et, comme V est un sous-espace
vectoriel, il appartlent aussi & V' ; il vit donc dans U N V En utlhsant la base
{bl,.. bk} on peut l'écrire 1101 + -+ + UnUym = albl + -+ ozkbk7 avec
at,...,a € R, On en conclut qu’il est nul7 & savoir 111 + - -+ + Ul = O
sinon au moins un des coefficients «; serait non nul et cela contredirait le fait
que {b1,...,bg,U1,...,Upn} est une famille libre. De cette liberté, on tire aussi
que les coefficients vy = --- = v, = 0 sont nuls. Enfin la liberté de la famille
{b1,...,bg,U1,...,U,} appliqué a

Aby + -+ Mg 4 paiy + - + pntin =0

donne A\{ = -+ = Ay = p1 = -+ = pup, = 0, ce qui achéve la démonstration. [

=1

Proposition 42. Deuz sous-espaces vectoriels U et V sont en somme di-
recte si et seulement si tout vecteur de leur somme U + V s’écrit de maniére
unique U+ U, avec @ € U et v € V.
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DEMONSTRATION.

(=) : L’existence d’une telle écriture est consubstantielle a la définition
de la somme de deux sous-espaces vectoriels. Soient @7 + U7 = Uy + Us
deux telles écritures, avec i1, Uy € U et U1,702 € V. On en tire i — iy =
Uy — U1 € UN V. Comme cette intersection est réduite au vecteur nul,
on obtient 47 = Uy et ¥; = ¥y, soit I'unicité de I’écriture.

(<) : Soit @ € UNV. Comme 0 € UNV, P'unicité de I'écriture de @+ 0 =
0 + d donne a = 0.

O

Proposition 46. Les sous-espaces vectoriels Uy, ..., Uy sont en somme
directe si et seulement si tout vecteur de Uy + --- + Uy s’écrit de maniére
unique sous la forme @y + -+ - + Uy.

DEMONSTRATION. Les arguments sont exactement les mémes de ceux de
la démonstration précédente. Les seules modifications sont les suivantes.

(=) : Soient 4y + -+ + Uy = ¥ + -+ + U deux telles écritures, avec
i, 0; € Uy, pour 1 <7 < k. De (ﬁl — )+ -+ (dx — ) = 0, on tire
u; = U;, pour 1 <1< k.

(<) : Trivial.

2. Chapitre 3

Proposition 51. La composée g o f de deux applications linéaire f et g
est encore une application linéaire.

DEMONSTRATION. Comme f est une application linéaire, elle vérifie f (/\11'4—
) = \f (ﬁ) + nf (17) et, comme ¢ est une application linéaire, elle vérifie
()\ (@) + pf (7)) = Mg o f)(@) + (g o f)(7), ce qui donne au final

(go f)(Mi + pt) = Xgo f)(@) + pulgo f)(7) .

Proposition 53. Soit f: % — ¥V une application linéaire.
o Pour tout sous-espace vectoriel U’ de % , son image par f

f(U)={f@eV]|aeU}

est un sous-espace vectoriel de V.
o Pour tout sous-espace vectoriel V' de ¥, son image réciproque par f

FHV) ={aeU]| fu) e V'}

est un sous-espace vectoriel de U .
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DEMONSTRATION. On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels
donnée au théoréme 27.
¢ On commence par noter que f(ﬁU) =0y € f(U’). On montre ensuite
que f (U’ ) est stable par combinaison linéaire :

ALf () + Ao f(tz) = f( i1+ Aotz ) € f(U')
eu
pour A, Ao € Ret 1y, 12 € U, car f est linéaire et U’ est un sous-espace
vectoriel.
¢ De la méme maniére, Oy € f7H(V'), car f(GU) =0y eV, et fHV)
est stable par combinaison linéaire :

S\t 4 Aotia ) = Ay f(t) +X2 f(ida) € V!,
— —— N —
ef-1 (V’) ev’ ev’

car f est linéaire et V' est un sous-espace vectoriel.
O

Théoréme 54. Soit f: % — V¥ une application linéaire.
o L’application [ est surjective si et seulement si Imf = V. On dit alors
que c’est un épimorphisme et on note f : % — V.
o L’application f est injective si et seulement si Kerf = {6} On dit alors
que c¢’est un monomorphisme et on note f : % — V.
o L’application f est bijective si et seulement si Imf =V et Kerf = {6}

On dit alors que c’est un isomorphisme et on note f : U S

DEMONSTRATION.

¢ Ce point est vrai pour toute application, pas nécessairement linéaire.

o Rappelons qu’étant une application linéaire, f vérifie f(@) =0, clest-
a-dire 0 € Kerf. Si 'application f est injective, alors |f_1({6})| <1
et donc le noyau est réduit au vecteur nul Kerf = {0}. Dans l’autre
sens, si Kerf = {6}, considérons deux vecteurs 4, ¥ € V ayant la méme
image par f, c’est-a-dire f(u) = f(¥). Comme f est une application
linéaire, cela donne f(# — @) = 0 et donc @ — @ € Kerf. Au final, on
obtient 4 = ¥’ et 'application f est injective.

¢ C’est un corollaire immédiat des deux points précédents.

O

Proposition 55. Lorsqu’une application linéaire f : % — V' est bijective,
alors son application réciproque f~1 ¥ — U est linéaire.

DEMONSTRATION. Montrons que la réciproque préserve les combinaisons
linéaires. Soient A;, A2 € R et soient 1,72 € V. Comme 'application f est
linéaire, on a

FO0fHB) + Ao f TH(@2)) = Ma(fo fN@) + Aa(f o f7H)(02) = Mt + Aatla
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d’otu on tire
FH T + Xaty) = M fH (@) 4+ Ao f 1 ()

par définition de ’application réciproque. O

Proposition 56. Soit f : % — ¥ une application linéaire.

o L’application f est un épimorphisme si et seulement si, pour’ toute fa-

mille génératrice A = {dy,...,dn} de %, son image f(A) = {f a),
..,f(c_in)} par [ est une famzlle génératrice de V.

o L’application f est un monomorphisme si et seulement s, pour toute
famille libre A = {Eil,.. an} de U, son image f(A) = {f a),
f(d’n)} par f est une famille libre de V.

o L’application f est un isomorphisme si et seulement st, pour toute base
A={a,....d,} de %, son image f(A) = {f(@1),..., f(@)} par f
est une base de V.

DEMONSTRATION.

o Si f est surjective, tout ¥ € V admet au moins un antécédent ¢ € U :
f(@) = ¥. Comme la famille A engendre ’espace vectoriel %, il existe
des coefficients Aq,..., A\, € R tels que \dy + -+ + \pd, = 4. La
linéarité de 'application f donne au final :

U= f(u) = f(Md1+ -+ A@n) = M\ f(@1) + -+ M f(@n) -
Donc la famille f(.A) engendre 'espace vectoriel 7.
Dans l'autre sens, si la famille f(.A) est génératrice de 'espace vectoriel
¥, alors tout ¥ € V peut s’écrire ¥ = A\ f(@1) + -+ - + A f(a@n) , avec
Al, .5 Ay € R La linéarité de I'application f permet alors d’obtenir
U= f(AMdi+---+A@yn) , ce qui montre que cette derniére est surjective.
o Lorsque f est injective, on a Kerf = {0} par le théoréme 54. Pour toute
combinaison linéaire A1 f(@1) + -+ + A f(@yn) = 0,ona fqdi+---+
Anfp) = 6par linéarité de 'application f, c’est-a-dire A1d1+- - -+Apdy, €
Kerf. L’injectivité de f implique alors A\;@1+- - -+A\,@p = 0 et la liberté
de la famille A implique \y = --- = A, = 0.
Dans l'autre sens, supposons que l'image de toute famille libre par I'ap-
plication f est une famille libre. On calcule le noyau de I'application f :
soit @ € Kerf, c’est-a-dire f(@) = 0. Supposons, par I’absurde, que le
vecteur @ ne soit pas nul, alors le singleton {@} est une famille libre de
I’espace vectoriel %7. Son image { f(@)} par 'application f est donc une
famille libre de I’espace vectoriel ¥. La contradiction vient du fait que
fla) = 0 et qu'une famille libre ne peut pas contenir le vecteur nul.
¢ C’est un corollaire immédiat des deux points précédents.

]

Proposition 64. Soient f : %4 — V et g : V — W deux applications
linéaires et soient A une base de % , B une base de ¥ et C une base de W .
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La matrice représentant la composée go f : % — W dans les bases A et C
est le produit des deux matrices qui représentent g et f respectivement :

Mate 4(g o f) = Matc g(g)Matg a(f)

DEMONSTRATION. Cette démonstration est automatique ; il suffit de savoir
bien poser les choses pour pouvoir appliquer les diverses définitions sans se
tromper. Soient A = {1, ..., Uy} une base de %, B = {#1,...,7,} une base
de ¥ et C = {wy,...,w;} une base de # . Posons

a1 - A1m bii - bip
A=Matga(f)=| + . ¢ |, B=Mateglg)=|: . [,
ani “*°  Gnm b1
c’est-a-dire
n l
f(i;) = Z arjUx et g(vg) = Z b; W; .
k=1 i=1

Avec ces notations, on a

n n n l
(9o f)(;) =g (Z ak,ﬂk) = ar;g(@) = ar; (Z bi,sz)
k=1 k=1 k=1 i=1
l n
= Z < bmkak’j) 1172 .
i=1 \k=1

Le coefficient situé a la i° ligne et & la j° colonne de la matrice Mat¢c 4(g o f)
est égal a la i¢ coordonnée du vecteur (g o f)(u;) dans la base C, c’est-a-dire

n
> bikar;
k=1

d’aprés le calcul précédent. Il s’agit bien du coefficient situé a la i° ligne et a
la j¢ colonne du produit matriciel BA. O

Proposition 65. Soit f: % — ¥ un isomorphisme et soient A une base
de % et B une base de V.

La matrice représentant la réciproque f~1: ¥ — U de f dans les bases B
et A est linverse de la matrice qui représente f :

Mat 4 5(f 1) = (Matg 4(f)) "

DEMONSTRATION. Posons A := Matg 4(f) la matrice de 'application li-
néaire f dans les bases A et B. Comme les applications linéaires «combinai-
son linéaire» et «coordonnées» sont des isomorphismes inverses ['un de 'autre
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cl;l1 = coord 4, la relation définissant I’application linéaire matricielle f4 donne
respectivement

fA:COOI‘dBOfOClA E f:CIBOfAOCOOI‘dA
= f! :cle(fA)_locoordB
= (fA)_1 =coordyo ftoclg .

11 suffit de rappeler que (fA)*1 = fa-1, pour conclure que la matrice A~ est
la matrice représentant I’application linéaire f~! dans les bases B et A, par
unicité de la matrice représentant une application linéaire. O

Proposition 71. Les formules suivantes calculent les déterminants de pe-
tites tailles.
©2Xx2:

a b
c d

¢ 3 x3: Méthode de Sarrus

=ad—be]|.

Q Q. e
S0 o

c
fl=aei+bfg+ cdh —afh — bdi — ceg| .
i

DEMONSTRATION. Dans les deux cas, il s’agit d’une application directe de
la définition.
¢ Par définition, on a

a b
d

=ad — cb=ad — bc,

en développant par rapport a la premiére colonne.
¢ Par définition, on a

a
d h
g

ef_d
)

S o o

c
fl=a
1

=a(ei — fh) — d(bi — ch) + g(bf — ce)
=aei+bfg+ cdh —afh — bdi — ceq ,

en développant par rapport a la premiére colonne.
O

Si on veut aller plus loin dans la compréhension du déterminant et notam-
ment de ses propriétés calculatoires, il est difficile de passer a coté de la (jolie)
formule explicite suivante. On note &,, 'ensemble des bijections de {1,...,n},
que ’on appelle les permutations. Une inversion d’une permutation o € &,, est
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une paire 1 < i < j < n telle que o(j) < o(7) . On note le nombre d’inversions
de 0 € G, par

inv(o) = |{(i,4) € {1, ... i< g, (i) > o(i)}|
et on définit sa signature par
(o) = (—1)"v)

Lemme 122. Le déterminant d’une matrice carrée A € My, est égal a

det A = Z 0(1 -+ Qg(n);n = Z 8(0’)&170(1) -+ Qn g(n)

ce6G, o6y,

DEMONSTRATION. On commence par établir la premiére égalité en mon-
trant que la formule ) s €(0)ag(1),1 - - - Go(n),n Vérifie la définition du déter-
minant, & savoir la développement par rapport & la premiére colonne. Pour
n=1,ona

Z 8(0)@0(1)71 =& (ld{l}) a1l =ay1 = det A .
geG

Pour n > 2, on va montrer qu’elle vérifie la méme formule de développement
par rapport & la premiére colonne. Pour o € &,,, on pose k := o(1), ce qui
donne

Z 6(0—)a0(1),1 < Qo(n)n = Z ag1 Z 6(0)@0(2)72 < Qo(n)n

oceS, k=1 oceGy
o(1l)=k

Pour toute permutation o € &,,, on note & € &,,_1 la permutation induite en
«supprimant» 1 a la source et o(1) au but et en décalant les valeurs restantes,

c’est-a-dire
i Joo(i+1) sio o(i+1)<o(1),
o(i) = { o(i+1)—=1 si o(i+1)>0(1).

Les nombres d’inversions de ces deux permutations sont reliés par la formule
inv(o) =0(1) =1 +inv () .

En effet, la permutation o admet o(1) — 1 inversions de la forme (1,7) qui
disparaissent quand on passe a la permutation &. On peut voir que les autres
inversions de o de la forme (7, j), avec 2 < @ < 7, induisent toute une inversion
de @ et qu’il n’y en a pas d’autres. Ceci implique

k—1

6(0’)0,0(2)’2 <2 Qg(n)n = (71) € (E) aE(l),l .- -aﬁ(n—l),n—l )

ot les @; j, pour 1 < 4,5 < n — 1, représentent les coefficients de la matrice Ay,
obtenue & partir de la matrice A en supprimant la k° ligne et la 1™ colonne.
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Cela montre au final que

n

Z 6(0’)(10(1)71 < Og(n)n = Z(—l)kil detZk ,

geG, k=1

soit la formule de développement du déterminant par rapport & la premiére
colonne.

Pour la seconde égalité, si on pose j = o(i), alors on a i = o~1(j). Cela
donne a,(;); = aj,-1(;) et donc

aa(lm . aa(n)m = al’a_l(l) e anvg_l(n) .

En utilisant le fait que I’application «inverse» o € &, — o~ ! € &,, est une
bijection, on voit que

Z E(U)aa(l),l < Oo(n)n = Z £ (o) A1,0-1(1) - - - An,o—1(n)

eSS, ceGy,
_ -1
= (07 aroq) - Ao
€6y,
=) e(0)a1o0) - o)
oeG,
car le nombre d’inversions de ¢ est égal au nombre d’inversions de o~ 1. (I

Une fois n’est pas coutume, nous allons inverser I'ordre des propositions
telles qu’elles apparaissent dans le corps du texte car la prochaine se montre
directement avec la formule que ’on vienne d’établir.

Proposition 74. Le déterminant d’une matrice est égal au déterminant
de sa matrice transposée

det A = det'A]|.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe de double formule don-
née au lemme 122. O

Proposition 73.
o Intervertir deux colonnes change le signe du déterminant
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o Multiplier une colonne par un nombre X\ donne une matrice dont le
déterminant est égal a X fois le déterminant de départ

/\al,i a1

AXCil- = e = e =N

)\an,i Ani

o Lorsqu’une colonne est somme de deux colonnes, le déterminant est égal
a la somme des deux déterminants des matrices obtenues avec chacune
des deux colonnes

Nci+ | =Gl |+ ||

o Ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes ne
change pas le déterminant

ACH | =G+ MO+ -+ Aic1Ci 1 + A1 Cir + -+ A G-+

DEMONSTRATION.

¢ En utilisant la proposition 74 démontrée ci-dessus, on va montrer le
résultat avec les lignes au lieu des colonnes et on le fait par récurrence
sur la taille n des matrices. Pour n = 2, le résultat est immédiat en
utilisant la formule de la proposition 71. Supposons le résultat vrai
pour n — 1 et montrons le pour n. Soit A une matrice carrée de taille
n x n et soit A’ la matrice obtenue en inversant les deux lignes L; et
L;, pour 1 < i < j <n.On utilise les mémes notations que lors de la
démonstration du lemme 122 : la matrice A, est obtenue a partir de la
matrice A en supprimant la k® ligne et la 1'® colonne. En développant
le déterminant de la matrice A’ par rapport a la premiére colonne, on
trouve

det A’ = apydet Ay + -+ (—1)"'aj; det A; + - -
+ (1) a1 detZ;- 4o (=) Lay, g det Z;L .
Pour k différent de i, j, ’hypothése de recurrence donne

a1 detZ;C = — (ak,l detﬂk) .
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Pour calculer le déterminant de Z; , on permute ce qui reste de la ligne
L; placée a la (j — 1)° ligne avec les j — ¢ — 1 lignes placées au-dessus,
ce qui donne

(—1)i_1aj,1 detz; = (—1)i_1+j_i_1aj71 deth = —(—1)j_1a]”1 deth .
De la méme maniére, on a
(—l)j_laz-,l detz; = —(—l)i_lai,l detZi .

Tout ceci donne
n
det A" = Z —(—=1)*"tdet A, = —det A .
k=1

o Grace a la propriété précédente, il suffit de montrer le résultat pour la
premiére colonne de la matrice. Dans ce cas, on démontre la propriété
en développant le déterminant par rapport & la premiére colonne.

o On procéde comme au point précédent : on se raméne & la premiére
colonne par permutation des colonnes et on développe le déterminant
par rapport 4 cette premiére colonne.

¢ Quitte & permuter les colonnes, il suffit de montrer ce résultat pour la
premiére d’entre elles. Les propriétés précédentes montrent que

Cr4+XCy+ -+ XN Cp|- | = |Cr|- |+ X ||Co|- |+ 4+ X, |Cr]

La premiére propriété de cette proposition montre que si une matrice
A posséde deux colonnes identiques alors en les permutant, on obtient
det A = —det A, ce qui montre que le déterminant det A est nul. On en
conclut que

O

Proposition 75. Pour toute paire A, B de matrice carrée de méme taille,
le déterminant vérifie

|det(AB) = det(BA) = det Adet B|.

DEMONSTRATION. On commence par montrer la formule

det(AB) = det Adet B ;
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le seconde sera alors automatique. On interpréte le produit matriciel AB
comme des combinaisons linéaires des vecteurs colonnes C1, ..., C, de la ma-
trice A :

AB = | Cy|---|C,

= bl,lcl + -+ bn,lcn e bl,ncl + -+ bn,nCn

En utilisant les opérations par colonnes sur le déterminant démontrées a la
proposition 73 et la formule donnée au lemme 122, on obtient

det(AB) - Z det (ba(l),lca(l) ‘ U ‘ba(n),nca(n))

ceS,

= ) Do) bamyndet (Coqy | -+ [ Cogmy)
ceG,

= Y &(0)bo(1)1 - bonyndet (C1| -+ |Cp) = det Adet B .
ceS,

det A

det B

Proposition 79 (Méthode de Cramer). Soit

a11r1 + -+ arpr, = b

Ap 11+ -+ AppTpn = by,
un systeme d’équations linéaires qui s’écrit matriciellement AX = B, avec
aig o aip by x1
A= e , B= ], et X =
an,1 " Qnn by, Tn

ot A est une matrice inversible. Ce systéme admet une unique solution donnée
par

x-*il
Y det A

ol ce déterminant est celui de la matrice obtenue & partir de la matrice A en
remplacant la i-éme colonne par B.

det (Al‘ s |AZ‘_1’B‘AH_1‘ cee |An)




380 APPENDICE A. DEMONSTRATIONS

DEMONSTRATION. Comme a la démonstration précédente, on interpréte
AX = B comme une combinaison linéaire des vecteurs colonnes A1, ..., A, de
la matrice A :

B=a A+ + 2,4,
On utilisant les opérations par colonnes du déterminant démontrées & la pro-
position 73, on effectue le calcul suivant

det (A1| - |Aiq|BlAigal - |An)
=det (A1| v ’Ai_1’$1A1 + -+ iUnAn|Ai+1’ te ’An)
=det (A1| tee |Al,1|$1Al’Az+1‘ s |An) = T det A .

On conclut avec le corollaire 78 qui dit que le déterminant de la matrice inver-
sible A est non nul. O

On commence par démontrer la proposition 83, car c’est une version plus
conceptuelle de la proposition 82 qui en découle directement.

Proposition 83.
o Les sous-espaces propres non-triviaux sont en somme directe

E), @ - ©E), .

o L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si les sous-espaces
propres engendrent tout [’espace vectoriel U :

‘EM@"'@E&:%

DEMONSTRATION.
¢ On va montrer par récurrence sur k > 1 que k sous-espaces propres Ej,,
., B, associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
Pour k = 2, soient 4; € Ey, et 4z € Ey, tels que 4 + iz = 0 . L’image
par I'endomorphisme f de cette égalité donne \jii; + Mgtz = 0 . La
dlfference de cette derniére égalité avec A\q fois la precedente est égale
a Ay — Ap)ta = 0, ce qui implique que @, = 0 puis @ =0 .

Supposons le résultat vrai pour k — 1 et montrons le pour k. Soient
1 € Ey,, ..., U, € Ey, tels que 4y + -+ - + 1}, = 0 . L’image par 'endo-
morphisme f de cette égalité donne A\ @) +- - -+ Agil, = 0 . La différence

de cette derniére égalité avec Ay fois la précédente est égale a

()\2—)\1)62+"-+()\k—)\1)ﬁk:6,

—

ce qui implique que @y = --+ = U = 0, par hypothése de récurrence,
puis #; = 0 au final.
¢ Les sous-espaces propres engendrent tout l’espace vectoriel si et seule-
ment s’il existe une base de vecteurs propres et on conclut par la pro-
position 80.
O
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Proposition 82.

o Soit Specf = {Ai1,..., A} le spectre de f et soient {B;}i=1,. 1 des bases
des sous-espaces propres Ey,. Alors l'union By U --- U By, de ces bases
forme une famille libre.

o L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si By U --- U By,
forme une base de % , c’est-a-dire que son cardinal est égal & la dimen-
sion de U :

“BlU---UBkIZdim%‘.

DEMONSTRATION.
¢ La démonstration précédente établit que les sous-espaces propres de
valeurs propres distinctes sont en somme directe. On conclut avec le
théoréme 47.
¢ C’est une conséquence directe du point précédent et de la proposi-
tion 80.
O

Proposition 84. Le polynome caractéristique a la forme développée sui-
vante

Xf(X) = ()" X" + (=) Mrf X" 4 fdet f |

DEMONSTRATION. Soit A la matrice de f dans une base. Le polynéme
caractéristique de f est égal a

a1 — X a1,2 e a1n
az1  aze— X az,n
xf(X) =xa(X) =
Qan,1 an,2 ot OGnun — X

On utilisant la formule du lemme 122, on voit que les coefficients de X" et de
X"~1 sont donnés par le seul terme provenant de o = idgq,. ny, & savoir
(@11 — X)(agp — X) - (ann — X) .
Le coefficient de X™ est donc égal & (—1)" et le coefficient de X"~ ! est donc
égal a
(_1),”71(0/171 + a2,2 + tee + an7n) — (-1)”71131"14 .
Enfin, le coefficient constant du polynéme caractéristique est donné par sa

valeur en 0, c’est-a-dire x4(0) = det A . O

Théoréme 86 (Critére de diagonalisabilité). Un endomorphisme f (res-
pectivement une matrice A) est diagonalisable si et seulement si son polynome
caractéristique est scindé

Xr(X) = (X = )" (X = ag)
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et st les dimensions de chaque sous-espace propre est égal a la multiplicité
algébrique de la valeur propre comme racine du polynéme caractéristique

dimE)\i =V .

Dans ce cas, la matrice diagonale obtenue est la matrice diagonale avec 11 fois
A, ..., Vg fois Mg sur la diagonale.

DEMONSTRATION.

(=) : Si un endomorphisme f est diagonalisable, alors il existe une base
B dans laquelle la matrice de f est diagonale avec vy fois Ay, ..., v fois
Ak sur sa diagonale. Son polynoéme caractéristique est alors égal a

NAX) = (X = A" (X = A

En répartissant les vecteurs propres de la base en fonction de leurs
valeurs propres, on en a trouvé vy dans Ey,, ..., v dans E,,, ce qui
implique

dimEy, 2 v ,...,dimEy, > v .
La proposition 83 stipule que les sous-espaces propres engendrent alors
tout I'espace vectoriel : Ey, @ --- @ E), = % . Le degré du polynome
caractéristique vaut v| + - - - + v = n, d’olt on tire que

dimEy, =v1,..., dmE,, =y .

(<) : Si le polynome caractéristique est scindé
XF(X) = (X = A)" - (X = M),

alors son degré est égal & vy 4+ --- 4+ v = n. Comme les sous-espaces
propres sont en somme directe par la proposition 83 et comme la di-
mension de chaque sous-espace propre vaut dim Ey, = v;, alors les sous-
espaces propres engendrent alors tout l’espace vectoriel. On conclut
alors avec le second point de la proposition 83.

O

Théoréme 88 (Critére de trigonalisabilité). Un endomorphisme f (res-
pectivement une matrice A) est trigonalisable si et seulement si son polyndome
caractéristique est scindé

Xp(X) = (X = A)" - (X = Ap)™

Dans ce cas, la matrice triangulaire obtenue est une matrice avec v1 fois A,
oo, Uy, fois A\ sur la diagonale.

DEMONSTRATION. Pour une fois, faisons la démonstration pour une ma-
trice A, ce sera plus simple.
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(=) : Siune matrice A est trigonalisable, alors il existe une matrice inver-
sible P € GL, telle que la matrice conjuguée PAP~! est triangulaire
supérieure avec vy fois A1, ..., Vg fois Ag sur sa diagonale. La proposi-
tion 75 et la proposition 72 impliquent alors que le polynéme caracté-
ristique de A est égal a

XA(X) = det(A — XT) = det(PAP™ ' — XT) = (X — A)" -+ (X — \g)™* .

(<) : Montrons la réciproque par récurrence sur la taille n de la matrice
carrée. Pour n = 1, c’est automatique. Supposons le résultat vrai pour
n—1 et montrons le pour n. Si le polynéme caractéristique d’une matrice
A est scindé

YaA(X) = (X = A" (X = M)

alors A1 est valeur propre et donc un existe au moins un vecteur propre
11 € R™ associé. On le compléte en une base B de R™ par le théoréme de
la base incompléte (théoréme 35). La matrice P composée du vecteur
i1 a la premiére colonne et des autres vecteurs de B ensuite vérifie

AL % e %

0

PtAp=| . ,
: A

0

ot A’ est une matrice carrée de taille (n — 1) x (n —1). En développant
par rapport & la premiére colonne le déterminant de A — X1, on trouve

Xa(X) = (A1 = X)xa(X) .
On en déduit que le polynéme caractéristique de la matrice A’
Xar(X) = (X = M) (X =A™
est scindé. Par I’hypothése de récurrence, la matrice A’ est trigonali-
sable, c’est-a-dire qu’il existe une matrice inversible Q € GL,_; telle
que Q7 TA'Q = T soit triangulaire supérieure. On considére la matrice
10 ---0
0

R =
Q

0
Elle est inversible et son inverse est égale a

10 --- 0

0

-1 ._
R:= o
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On obtient donc
A ke

*

(PR)"'A(PR)= R™'P7'APR = -

0

ce qui montre que la matrice A est trigonalisable.

O

Théoréme 90 (de Cayley—Hamilton). Pour toute matrice carrée A (res-
pectivement tout endomorphisme), l’évaluation de son polynéme caractéristique
en A, donne la matrice nulle

xa(A)=0]|.

DEMONSTRATION. On démontre ce résultat pour un endomorphisme f
d’un espace vectoriel % de dimension finie; il s’agit donc de montrer que
X7 (f)(#) = 0, pour tout vecteur & de %. Soit & € % un vecteur non nul.
Comme la dimension de % est finie, il existe un plus petit entier strictement
positif k& > 1 tel que la famille

(7. 1@, @), /@)
soit liée, donc il existe ag,...,ap—1 € R tels que
D) +ap 1 fFUE) + -+ f(@) +agZ =0 .

Par définition, la famille (Z, f(Z), f3(Z),..., fF"1(Z)) est libre et on la com-
pléte en une base B de %, par le théoréme 35. La matrice de 'endomorphisme
f dans la base B est de la forme

0 -+ -+ 0 —ag
1 0 L -
Matp g(f) = (%‘%) ,avec A= g 1
0 —Qk—9
o -+ 0 1 —agp_1

Le lemme 122 montre que x5 = XaXc = XcXA, ce qui implique

X (&) = xo(f) e xa(f)(@) -

Or, en développant le déterminant de A— X I, par rapport & la derniére colonne,
on voit qu’il est égal a

Xa(X) = det(A — XT;,) = (—=1)" (Xk tap X e X 4 ao) :
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Au final, ce dernier calcule implique que
xf (@) = xc(f) o xalf)(@)
= (=)o) (F4@) + o a f7H@) + o+ @ f(@) + aoF) =0

0

3. Chapitre 1

Avec les notions et résultats de 'algébre linéaire, on peut maintenant dé-
montrer facilement les propositions suivantes du chapitre 1 portant sur les
matrices .

Proposition 23. Soit A € M,, une matrice carrée. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes.

o La matrice A est inversible : X e M,, , A X =1, =XA .
o La matrice A est inversible a droite : 3X e M,, , AX =1, .
o La matrice A est inversible a gauche : X e M,, , XA=1, .

DEMONSTRATION. Si une matrice est inversible, elle 'est a gauche et a
droite. Dans l'autre sens, si elle est inversible d’un c6té, alors son déterminant
n’est pas nul car det(AX) = det Adet X = det [,, = 1 , par la proposition 75

O

Proposition 24. Une matrice carrée est inversible si et seulement si la
matrice échelonnée issue du pivot de Gauss n’est composée que de 1 sur sa
diagonale.

DEMONSTRATION. On introduit les matrices élémentaires suivantes. Soient
1<i#j<netsoit A € R.
¢ Lamatrice P;; est obtenue a partir de la matrice identité I,, en déplacant
le 1 situé a la i° ligne de la i° colonne & la j° colonne et en déplacant le
1 situé a la j° ligne de la j° colonne a la ¢° colonne :

1

1. Vous remarquerez que nous ne les avons pas utilisées pour démontrer les propositions
utilisées pour les démontrer ... En clair, on ne se mord pas la queue.
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o La matrice F;(\) est obtenue & partir de la matrice identité I,, en rem-
plagant le 1 situé a la i° ligne et ¢ colonne par A :

1

1

o La matrice E;j(\) est obtenue a partir de la matrice identité I,, en
ajoutant \ & la ¢ ligne et j° colonne :

1
Eij(A) = LA

1

On peut alors interpréter les opérations élémentaires sur les lignes d’une ma-
trice comme des multiplications a gauche par des matrices élémentaires.
o Intervertir les deux lignes L; <+ L; d’une matrice carrée A revient a la
multiplier a gauche par la matrice élémentaire P;;.
o Multiplier une ligne L; — AL; de la matrice A revient & la multiplier a
gauche par la matrice élémentaire F;(\).
¢ Ajouter A fois une ligne a une autre ligne L; — L; + AL; de la matrice
A revient a la multiplier a gauche par la matrice élémentaire E;;(A).
La matrice échelonnée T' obtenue gréace a ’algorithme du pivot de Gauss est
égale &

T =M - MA,

ou les matrices My, ..., M} sont des matrices élémentaires. La matrice T' est
une matrice triangulaire supérieure, donc son déterminant est égal au produit
des 0 et des 1 qui forment sa diagonale par la proposition 72. Il est rapide de
calculer les déterminants des matrices élémentaires :

det Pij =-1 s det E@()\) =) et det EZJ()\) =1.

Comme la multiplication d’une ligne l’est toujours avec un scalaire A # 0
différent de 0, le déterminant du produit Mj - - - M}, est non nul par la propo-
sition 75. Au final, en utilisant le corollaire 78, la matrice A est inversible si et
seulement si son déterminant n’est pas nul, ce qui est équivalent au fait que le
déterminant de 7' n’est pas nul, chose qui arrive uniquement si les coefficients
de la diagonale de T' ne sont que des 1. O



4. CHAPITRE 4 387

Proposition 25. Pour toute matrice inversible A, la matrice carrée, située
& droite de la matrice finale de l’algorithme du pivot de Gauss est la matrice
inverse AL

DEMONSTRATION. On utilise a nouveau 'interprétation introduite a la dé-
monstration précédente des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice
comme des multiplications & gauche par des matrices élémentaires. Dans 1’al-
gorithme du pivot de Gauss, on commence avec la paire de matrices (A | I,,),
puis on effectue la méme suite d’opérations élémentaires sur les lignes de A et
de I,,. Au final, la matrice de gauche est égale &

M- MyA=1,,
ou les matrices My, ... M} sont élémentaires et inversibles, et la matrice de
droite est égale a

My« My, = M- M .

De la premiére égalité, on tire que l'inverse de la matrice A est égale &

AV =My My
qui est la matrice apparaissant a droite a la fin de l'algorithme du pivot de
Gauss. O

4. Chapitre 4
Proposition 99. Soit (&,(, )) un espace euclidien.

© HOMOGENEITE : Pour tout A € R et pour tout T € &, ‘ |IAZ]| = |A] x || 2| ‘

¢ INEGALITE DE CAUCHY—SCHWARZ : Pour tout Z,y € &,
IR ERIEE
¢ INEGALITE TRIANGULAIRE : Pour tout Z,y € &,

117+ 71 < 1121 + 113l

DEMONSTRATION.
¢ On a

IAZ|| == /AZ,AE) = /A2 (&) = |AVI(E E) = A > || 2]
o Soient &,y deux vecteurs de &. Comme la forme bilinéaire (, ) est po-
sitive, on a

AF+FAT+G) = N>+ 20 (@, 7)) + 71> =0, VAER.
Cela implique que le discriminant du polynome
1Z]1* X2 + 2 (7, 5) X + ||
est négatif, c’est-a-dire
4(%,5)* — 41#)° |191* <0 .
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On en déduit
(@,9)* <2 IF1°  puis [(@7)] <12 < |I7] -
o C’est une conséquence directe de 'inégalité de Cauchy—Schwarz :
|7+ 31 = @+ 7.2 +7) = |17I° + 242, 7) + |17
<17+ 21012 171+ 117 = (2 + 191)* -
O

Proposition 105. Soit A C & un sous-espace vectoriel d’un espace vecto-
riel euclidien (&,( ,)).

o La dimension du sous-espace orthogonal A~ est donnée par

|dim A = dim & — dimA ||

DEMONSTRATION. Soit 1, ..., 4} une base de A que I'on compléte en une
base 1, ..., U, de & par le théoréme 35. On considére I'application linéaire
A:& — R”
 — (<'fa ﬁl> P <faﬁn>)

Elle est injective car le produit scalaire ( , ) est non-dégénéré. Comme n est la
dimension de I’espace vectoriel &, les deux espaces vectoriels source et but de A
sont de méme dimension et donc cette application linéaire est un isomorphisme
par le théoréme 62. Considérons le sous-espace vectoriel F' C R™ composé des
vecteurs dont les k& premiéres coordonnées sont nulles. Avec cette définition, on
voit que A+ = A71(F). Comme l'application linéaire A est un isomorphisme,
elle préserve les dimensions des sous-espaces vectoriels et donc

dimAt =dimF =n—k=dim& —dim A .

Proposition 96.
o Une forme bilinéaire définie est non-dégénérée.
o Une forme bilinéaire symétrique positive non-dégénérée est définie.

DEMONSTRATION. Le premier point a été montré dans le corps du texte;
on ne démontre ici que le second. Soit ® : & x & — R une forme bilinéaire
symétrique positive non-dégénérée. Soit & € & tel que ®(Z,¥) = 0. Par I'ab-
surde, supposons que ¥ # 0 nest pas nul ; on considére le sous-espace vectoriel
F = Vect(¥) qu’il engendre.

On prétend que

FaFt=¢.
Pour cela, on va utiliser deux idées déja présentes dans les démonstrations
précédentes. La démonstration de la proposition 105, valide pour toute forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée, montre que

dim F + dim F+ = dim & .
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Il reste donc & montrer que F' N FL+ = {0}. Soit ¥ € F N FL et soit 7 € &.
Comme la forme bilinéaire ® est positive, on a

B( + 12,5+ 17) = B(F, §)1 + 28(F, )t + B(Z,2) > 0

pour tout ¢ € R. Donc le discriminant de ce polynome de degré 2 est négatif,
ce qui implique
o(77,2)° < (3, 4) ®(2,2) =0,
=0
car f € FNF* . on a donc ®(7, Z) = 0, pour tout z € &, ce qui implique 7 = 0
comme la forme bilinéaire & est non-dégénérée.
On conclut en considérant une base @s, . .., @, de F+. De

O(Z,7)=0 et @(¥Fu;)=0, pour tout 2<i<n,

on conclut que ®(Z, 2) = 0, pour tout 2 € &, car {Z,ua,..., Uy} est une base
de &. La non-dégénéresence de la forme bilinéaire ® implique & = 0, d’ou la
contradiction et la fin de la démonstration. (I

Théoréme 109 (Diagonalisation des matrices symétriques). Toute ma-
trice symétrique M € S, est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres de espace euclidien (R™,( ,)). De maniére équivalente, cela
signifie qu’il existe une matrice orthogonale P € O, telle que le produit *PM P
est une matrice diagonale

A0 .0
tpyp=| " A2
S 00
o --- 0 M\

DEMONSTRATION. On a déja montré dans le corps du texte que les sous-
espaces propres associés & des valeurs propres distinctes sont orthogonaux :
Ey L E, pour A # p. Il reste a montrer que la somme des dimensions des
sous-espaces propres est toujours maximal, égal & n, dans le cas des matrices
symétriques. Pour cela, on considére de maniére équivalente I’endomorphisme

fu: R - R”
{ X - MX,

associé & M. On va commencer par établir les deux lemmes suivants.

LEMME A: Pour tout sous-espace F' C R"” stable par ’endomorphisme f;,
son orthogonal F- est encore stable par fis. Sa démonstration découle
du calcul direct suivant :

qumq:wmmYZWWY:WMyz<xﬁmn>:m
N——

eFr
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pour tout X € FtetY € F .

LEMME B: Toute matrice symétrique M, ou son endomorphisme f;s, ad-
met au moins une valeur propre. Pour la seule fois de ce livre, on va
avoir recours & des outils venant d’un autre (magnifique) domaine : la
topologie. On considére la sphére unité de R™ :

S={XeR"| |X| =1} .

La forme quadratique qpr(X) = XM X associée & M est une appli-
cation continue de R™ dans R. Comme la sphére S est compacte, son
image par qp; admet un maximum A > 0 qui est atteint :

3Xo €S, qu(Xo) = A =maxqu(X) .
XeS

Par définition, la forme quadratique
q(X) = A X)) = am(X)
est positive et sa forme polaire est donnée par
o(X,Y) ="X(\I, - M)Y .

Comme (X, Xo) = 0, cette derniére n’est pas définie, donc elle est
dégénérée, par la proposition 96. Ceci signifie qu’il existe un vecteur
X € R” non nul tel que

o(X, Xy) =X\, — M) X\ = (X, (M, — M)X,) =0,

pour tout X € R™. De la non-dégérénescence du produit scalaire cano-
nique, on tire (A, — M)X, = 0, c’est-a-dire M X = AX,. Donc X est
valeur propre de M et de fy;.

A Paide de ces deux résultats, on peut maintenant conclure la démonstra-
tion par récurrence sur la dimension n. Le résultat est trivialement vrai pour
n = 1. Supposons qu’il est vrai jusqu’a n — 1 et montrons qu’il le reste pour
n. Par le lemme B, 'endomorphisme f3; admet une moins une valeur propre
A, c’est-a-dire que la dimension du sous-espace propre E) est plus grande que
1. Par le lemme A, le sous-espace vectoriel (E )\)J‘, orthogonal au sous-espace
propre E), est stable par fjs. Sa dimension est égale &

dim (Ex)t =n—dimE)\ < n ,

par la proposition 105. On peut donc lui appliquer I’hypothése de récurrence,
ce qui conclut la démonstration. O

Proposition 112. La signature d’une forme bilinéaire symétrique est in-
dépendante de la base choisie.

DEMONSTRATION. Cette démonstration est I’occasion de montrer la for-
mule intrinséque suivante de la signature, c’est-a-dire ne dépendant que de
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la forme bilinéaire symétrique ® et non de la base B dans laquelle on peut
Iécrire : la signature (r,s) de @ est égale a

r = max (dim F' | F' sous-espace vectoriel tel que ®|r définie positive)
s = max (dim G | G sous-espace vectoriel tel que ®|g définie négative) ,

o une forme bilinéaire est négative lorsque ®|¢(#,Z) < 0, pour tout ¥ € G.

Soit B = {é},...,€,} une base et de 'espace vectoriel ambiant & soit
Matg(®) la matrice symétrique de la forme bilinéaire ® dans cette base. Par
le théoréme 109, il existe une matrice orthogonale P € O,(R), c’est-a-dire
tp = P~ telle que

A0 ...00
PMatg(®)P = P Matg(@)p = | © 2 |
S 0
0 - 0 M\
avec A1, ... A > 0, Apgt, ooy Args < 0 et Apysgr, ..., Ay = 0. Il s’agit 1a des

valeurs propres de la matrice Matg(®) et la signature de cette matrice est donc
égale & (r, s). On considére la base formée des vecteurs

n
Uj = Zpi,jgi , pour 1 <j<n.
i=1
Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par les r vecteurs 4y, ..., %,. On voit
que la restriction de la forme bilinéaire ® & F est définie positive :

O(z1dly + -+ Ty, Tri + o+ Tply) = M@t 4+ N2 20
On a donc
r < max (dim F' | F' sous-espace vectoriel tel que ®|p définie positive) .

Dans l'autre sens, considérons l’espace vectoriel G engendré par les n — r vec-
teurs wyy1,...,Uy, : par définition, il est de dimension n — r et la restriction
®|c est négative. Soit F' un sous-espace vectoriel tel que la restriction ®|p
soit définie positive. Les deux sous-espaces vectoriels F' et G sont en somme
directe : soit Z € F NG, alors ®(&) est positif (£ € F) et négatif (¥ € G) donc
®(F) = 0 et comme ®|p est définie, alors Z = 0 . La dimension de G impose
alors dim F' < 7, ce qui conclut la démonstration pour 7. Pour s, les arguments
sont similaires. O

Théoréme 120 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit ¢ : & — R une forme
quadratique de signature sgnq = (r, s).
o 1l existe r + s formes linéaires {l; : & — R}1<i<rys linéairement indé-
pendantes telles que

Q(f) = ll(f)Q +-+ lr(f)z - lr—i—l(f)z - lr—i—s(f)Q
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o Si la forme quadratique q s’écrit sous la forme
q(T) =l (5)2 +o lr(f)Q — (5)2 T lr+5(f)2 )

ot les {l; : & — R}li<icrts sont des formes linéaires linéairement in-
dépendantes, alors (r,s) est égal a la signature de la forme quadratique

q.
DEMONSTRATION.

o Il s’agit encore d’un corollaire de la proposition 110 appliquée a la forme
polaire ¢ de la forme quadratique g. Soit B = {1, ..., 4, } une base qui
diagonalise la forme polaire, c¢’est-a-dire

A0 ... 0
0 X .o
MatB(C,D) = . . ? . )
: " 0
0 -+ 0 M\,
avec A, ..., A > 0, A1,y Aeps < 0 et Apyst1,..., A = 0. Pour

1 <7 < n, on considére les formes linéaires [; : & — R définies par
Li(Z) = li(x1ty + -+ + xplly) = V| Ni|xs -
Il est clair qu’elles sont linéairement indépendantes. On a alors
q(Z) = q(zyily + - + Tpily) = Mx? + -+ A2
= ll(f)2 +o lr(f)2 - lr+1(f)2 - lr+8(f)2 :
o On commence par compléter la famille libre {l; : & — R}icicr+s en

une base {l; : & — R}1<i<, de 'espace vectoriel dual Hom(&',R) . On
montre ensuite que ’application linéaire

{ A:&E — R

£ = (L), (D))
est bijective. Soit £ € ker A un vecteur du noyau de A. Comme les
formes linéaires {l;}1<i<n sont génératrices de Hom(&, R), on a f(¥) =
0, pour toute forme linéaire. Par I’absurde, si & n’est pas nul, alors on
le compléte en une base {Z, &, ...,€,} de & et la forme linéaire

flan@ 4+ agéy + -+« + anéy) == aq
vérifie f(Z) = 1, ce qui est contradictoire. Donc & = 0 et A est injective.
Comme tous les espaces vectoriels en présence sont de méme dimension,
& savoir
dim & = dimR" = dim Hom(&,R) =n

I’application A est un isomorphisme par le théoréme 62. On considére
la décomposition de R™ =2 R"” ¢ R* @ R”7"7% ol la copie de R" dans
R™ correspond aux vecteurs dont les n — r derniéres composantes sont
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nulles, ot la copie de R* dans R" correspond aux vecteurs dont les r
premiéres composantes et les n—r— s derniéres composantes sont nulles
et ou la copie de R”™"~% dans R" correspond aux vecteurs dont les r+ s
premiéres composantes sont nulles. L’image de cette décomposition de
R™ par Iisomorphisme inverse A~ donne la décomposition

ol T € P si et seulement si [;(Z) = 0pourr+1< i< n,ouZ e N
si et seulement si [;(F) = 0 pour 1 < ¢ < retpourr+s<i<net
ou Z € K si et seulement si [;(Z) = 0 pour 1 < ¢ < 7+ s. La forme
quadratique g est définie positive sur P et négative sur N @ K : les
mémes arguments qu’a la fin de la démonstration de la proposition 112

montrent que (dim P,dim N) = (r, s) est la signature de ¢ .

O

Théoréme 115 (de Sylvester). Soit M € S,, une matrice symétrique. Si

tous ses mineurs principaur dominants sont non nuls,
o(M)#0, Y1<k<n,
alors on compte le nombre de changements de signes dans la suite
1, 61(M), 02(M), ..., 6,(M)

que ’on note t. Dans ce cas, la signature de la matrice est donnée par

‘sgnM:(n—t,t)‘.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur la dimension n, on va montrer la
forme suivante de réduction des matrices symétriques dans le cas ot tous les

mineurs principaux dominants sont non nuls :

S(M) 0 ... 0
O JQ(M) :
IP e GL, , 'PMP = (M)
: . .. 0
On (M)
O . 0 571,1(M)

En considérant la forme bilinéaire ®(X,Y) = X MY, on aura que sa signature
est égale & celle de la matrice M et on pourra conclure avec la proposition 112.

Pour n = 1, le résultat est trivial. Supposons qu’il soit vrai pour n — 1 et
montrons le pour n. On note F' le sous-espace vectoriel de R™ composé des
vecteurs dont la derniére coordonnée est nulle et on note M € M,,_; la matrice
obtenue & partir de M en supprimant la derniére ligne et la derniére colonne.
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Par hypothése de récurrence, il existe une matrice Q € GL,_1 telle que

01 (M) 0 e 0
oo (M) :
tQHQ — 01(M)
: . " 0
On—1(M)
0 . 0 o7
On note Q1,...,Qn_1 € R*! les vecteurs colonnes de la matrice () qui sont

libres; en ajoutant un dernier coefficient nul & ces vecteurs, on obtient une
base P, ..., P,_1 de F' qui est orthogonale pour .
On prétend que 'orthogonal de F' pour &

FL={XeR"|®(X,Y)=0,VY e R"}

est un supplémentaire de F, c’est-a-dire

FoF+H=R".
Montrons déja que F et F- sont en somme directe. Tout vecteur de F' N F+
s’écrit ©1P; + -+ + xp_1Pn_1, avec z1,...,T,_1 € R, car il est dans F, et il
vérifie

S(x1Py+ -+ xp1Py1,P) =2;®(P;,P,) =0, pour tout 1 <i<n—1,

car il est dans F+. Comme ®(P;, P;) # 0, on a z; = 0, pour tout 1 <i < n—1.

Il reste & montrer que dim F+ = 1. Pour cela, on commence par remarquer
le résultat suivant : pour tout sous-espace vectoriel G C Hom(R", R), le sous-
espace vectoriel

G ={XeR"| f(X)=0,VfeG}CR"
est de dimension
(%) dimG®° =n —dimG .

On considére une base {l; : R" — R}1<;<1 de G que 'on compléte en une base
{li : R" = R}1<;<n de l'espace vectoriel dual Hom(R™,R) . On utilise ensuite
I’isomorphisme
{ A:R" — R"
X = (ll(X)’aln(X)) )

introduit & la démonstration précédente. Le sous-espace vectoriel de R™ com-
posé des vecteurs dont les k premiéres coordonnées sont nulles est isomorphe a
R"* et son image réciproque par l'isomorphisme A est égal & G°. Ce dernier
est donc de dimension égale & n — k. Ensuite, comme le forme bilinéaire ® est
non-dégénérée, 'application linéaire

U:R"” — Hom(R",R)
X = ®(X, )
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est injective. En appliquant 1'égalité (x) & G = ¥(F), et en remarquant que
(U(F))° = F+, on obtient

dim F*+ = dim (¥(F))° =n —dim¥(F) =n—dimF =1 .

Comme F @ F = R" et comme le sous-espace orthogonal F- est de
dimension 1, on considére un vecteur P, € F* non nul qui I'engendre. Au

final, la famille P, ..., P, forme une base de R" orthogonale pour ® ; la matrice
inversible P formée de ces vecteurs en colonnes successives vérifie donc
(M) 0 ... 0
0 . - :
‘PMP =
On—1(M) 0
: On_2 (M)
0 . 0 w

En passant au déterminant, on trouve
det ("PMP) = (det P)*6,(M) = 6p—1(M)w .
Quitte & renormaliser le vecteur P, en ﬁpn, on peut supposer que le déter-
minant de P vaut 1; on a donc
e

Sp—1(M) "’

ce qui conclut la démonstration. (Il

Proposition 97 (Critére de Sylvester). Une forme bilinéaire symétrique
D : &xE — R est définie et positive si et seulement si tous les mineurs extraits
dominants de la matrice associée dans une base B sont strictement positif

‘(5k(Mat3(<I>)) >0, pourtout k=1,... ,n‘ .

DEMONSTRATION. C’est un cas particulier du théoréme de Sylvester (thé-
roéme 115) démontré ci-dessus. ]
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ANNALES

1. Contréle continu 1 (I)

£

Questions de cours.
On considére une famille A = {a3, ..., d,} d'un espace vectoriel V.

(1) Donner la définition de Vect(A), le sous-espace vectoriel de V engendré
par A.

Le W-WWV&‘C(A) de V fynﬁffr\dﬂé/r\anwne@a
d’éQéTnmtodeA:

| Veot(A) i= {Mdi + -+ M €V | M, Ay ERY

(2) Donner sa principale propriété.
@%tmmmwwmueﬂdev,qukmtﬂe/r\&mww
ebace veckoriel contemamt fa %amume de veckewrws A Cpeun Louk

W-WWZ&V,MZMA,MZM
Vect(A)

‘ACZ:>Vect(A)CZ‘ .

£
Exercice 1 (Nombre complexe).
On considére le nombre complexe
V3 +3i
W = — .
1—14

(1) Calculer w sous forme algébrique w = x + iy, c’est-a-dire déterminer la
partie réele x et la partie imaginaire y.
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V3+3i _ (V3+3)(1+i) | (V3-3)+i(vV3+3)
1—14 2 2

2) Mettre w sous forme polaire pet?, ¢’est-a-dire déterminer le module p et
p p P
I’argument 6.

Ommmmm/(\anmabtrwfzemm@iam\/g+3zwgmﬂm
/I‘@Qaine:

f+37,—2\f(‘[+3>—2f( +‘/§z)

V323 2
—2\f<cos§+zs1n )—2\[63 .
@m,mm&tﬂed@m«mnmtauﬂmm@o’m«w&wﬂe
V2 V2 ™
1—1= \/5(22—221> = \@(COS (——) + 7sin <_Z>)
= V2e i1

LT
13 . LT
w:2 3e’3 _ 662(%_‘_%): \/6611775

2

(3) Combien de solutions complexes z € C, I’équation z* = w admet-elle ?

Enoncer le théoréme que vous utilisez.

Liem de dear\e 2 admek deusc A@Pjubwm wm/f\lzwceb
(4) Determlner toutes les solutions z € C, sous la forme de votre choix, de

I'équation 22 = w.

On chenche les sobubions sous fo forvme polaine = =
22 221t \/>€12,
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@eqmdofnme

1
r=64 ek 2t:%+2kﬂ', wvec k€7 .
(eeﬂ',e N L. P N
t:;—;r—i—kﬂ, wvec k€L .

UQM%LkaQMAdeMd@mQ@Uaﬂawwk:O&tkzlw
Wu@mw&m\oaa@dﬂﬂw;

1 Tx TETE:
21 =64e"24 b 2y = 64e' 24

£

Exercice 2 (Espace vectoriel).
On consideére les vecteurs suivants de R :

v = (1,-3,-5), T2:=1(3,4,-2) et v3:=(1,10,8).

(1) Ces vecteurs sont-ils libres ?

Ofn ol que ceb veckeurs m@u%umt Qléga&té U3 = Uy — 207, ce o[ux
eq/ wivauk & la combimaison liméaine memn-briviale suinsambe
’2171—’(72—1—173:0‘ .

(2) Quelle est la dimension de Vect({¥', 2, U3}), le sous-espace vectoriel de
R3 engendré par ¥, U et U3 7
Ommid@wﬂamabmemxr\méed@wm%mﬁl, Ty ek
U3 ek om chenche ume matnice sclelommee WW :

1 -3 -5 1 -3 -5 1 -3 -5
3 4 -2 |~10 13 13 ~1 0 1 1
1 10 8 0 13 13 0 0 O

Ly« Ly—3L1 Ly« 1512
Ls<+ L3— L, L3y < L3 — Lo

ebace wveckoniel Vect ({1, 0, U3}) de R3 m\ﬁmdhé Qo U, U ek
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U5 esk de dimension 2.
‘dimVect({Ul,UQ,Ug}) = 2‘

Montrer que
W= {(z,y,2) €R? | 20 —y + 2 =0} .
est un sous-espace vectoriel de R3.
o£’mm\9>QeWm'eAt/rmvide /rxanmur\ﬂe,ﬂeweotaulwwg
(0,0,0), a/rJr\a)’\bkemJZ a Ww.
(a;,y,z),(a:’,y’,z’)ew&MA,MER,MWM%%@+
pl' v, 2") = Ao+ pa’, Ay + py', Az + p2’) € W. Comme (x,y, 2),
(@, y,2") e W, sm a
20 —y+2=0 ek 22—y +2 =0 .
Dot
2z 4 pa’) — Ay + py') + Az + p2’) =
A2z —y+2)+p2y —y +2)=0 .
ég'mm@EeW@tdmcmw-wdeeR?
Montrer que W = Vect({}, U2, U3}).
Omw&twﬂ%@muwﬁl,ﬁgaﬁgmmw.@mﬁew-
ebace weckoriel Vect ({71, U2, U3}), mxﬁmuiné o ceb veckeurw, eal
WWWORMWWWUMMQQW
dimension. & sont dome sgaucr.

[W = Veet({31, o, 55))|

Donner deux bases différentes de W.
Leurws

’{(17_37 _5)7(()’1’1)}‘ )
Les deunc veckeurws

{171762}
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WWW&A&WZ,&AWWW
base de ce dervnier.

(6) Donner un supplémentaire de W dans R3.
Omn comaidene e AoUb-ebpace veckoniel S = Vect({€1})
o e vectewr & = (1,0,0). des dlements de S somt les veckeuns
deﬂa@omme (2,0,0), aec = € R. Limkersection de S ek de W et

mmwm%maeﬁa@wm(x,o,mwwmw
22 —040=0, cesbi-dine z=0. On a aimsi SAW = {(0,0,0)}.

@equkmmbﬂequegamwdeSMWe&tM:S@W.
<€e Aoubewr\aceuectofueQeatdedmen
dimSe®W =dimS+dimW=1+2=3 .

OmmmwgutorueS@W:RgatqueSmtuqur&émM\e
de W dams R3.

Vo2
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2. Controle continu 1 (IT)
£

Questions de cours.
On considére une famille A = {di, ..., d;,} d'un espace vectoriel V.

(1) Donner la définition de «la famille A est librey.

duw veckeur. mull 0 & Loide des vecteurs de A esk brinsiale, cest-
S-dine

MA@l + -+ Min=0 = M ==X\, =0

(2) Enoncer le théoréme de la base incompléte.

égetp\éef@ﬂnedﬁp,aﬂammmﬁétea@%\Wmeque

WW&MAA'MWWMA'MM
une base B, ACB .

Exercice 1 (Nombre complexe).
On considére le nombre complexe

V6 —iv2

W= —=-=

V2 —iv2

(1) Calculer w sous forme algébrique w = x + iy, c’est-a-dire déterminer la
partie réele = et la partie imaginaire y.

Wmmmmn,moﬁw

V6—iv2  (V6—iv2)(V2+iv2) |[V3+1  V3-1

VI-ive o 4 2 2

(2) Mettre w sous forme polaire pe?, c’est-a-dire déterminer le module p et
I’argument 6.
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Omwmwmdbmﬁemm\/é—zﬂmgyvme
/rwgaim.e:

V6 —iv2 :2&(?—@2)

=2V2 (COS (—%) + 7 sin (—%)) = 2\/§€_i% .

V2 —iV2 :2(‘?—@?)

INE

=2 (cos (=) +isin (7)) = L2

2\[66_\[( ):ﬂei%_

(3) En conclure les valeurs de cos {5 et de sin {5.

On st qu b forme geline comanond 3 Lo e rigon

s
= V2e ﬁzx/ﬁ(cosﬁ—i—zsmm) )

Wmﬂag@mmaﬂ%e&mqummm&% w caloulze

1mbu9wue

% R
COSE (\f—l— 1)| ek smﬁ (\f 1)

(4) Calculer w'2,
€e calewl se flait facilement avec la forme polaine de w
o) = (Vait) " = (va) e
- (2%)12 e = 23712 5 (~1) = —20 = .
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(5) Combien I’équation 22 = w admet-elle de solutions complexes? Quel

théoréme du cours vous permet de répondre a cette question ?
Dlags e thinime de diblomlrt Gouas v s g L poby
néme complece X2 —w admek deus nacimes complemes complées
conimimamt A = 4w mesk s .

(6) Donner les solutions complexes de I’équation z
OmMQ@A@QUMMQ&B@W&WZ—peW Dasns

ce cob, Qequabtoﬁ\z =w s8cnik p2e?? = V21 . ngLLdE/T\tL@AO/T\t
les modulles ek les anguments, om freuve

2:(,0.

=25 ok 29:112+kx27r, kel .

Exercice 2 (Espace vectoriel).
On considere le sous-ensemble

V= {(z,y,2) €R®| 22 + 3y — 2 = 0}
de espace vectoriel R3.
(1) Montrer que V est un sous-espace vectoriel de R3.

m a/P/Pquue fe théoneme du cours o[ux dik o[u'um sous-emnsemble
AIMWWMMM-WWK&M
Qewe&wnmuﬁetb'iﬁmtmﬂﬂewﬁamekwﬁa

o Pes coordsmmées du vecteurn mul (0,0,0) ué*u@kmji Biem. Q’é(}ua

bien 22+ 3y — 2 =0, il wmmnbwnt dome & V.
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o Soiemt (z,y,2) eb (2/,y,7') dewoc Maments de V, c'est-ii-dine

20 4+3y—2=0
2 +3y — 2 =0 .

Em ssmmant ces deuoc ega&te,c on browve
2 +2)+3y+y)—(z+2)=0,

ce qui. signifie que

(x+a',y+y. 2+7) = (z,y,2) +(@,y,) eV].

ogbeﬂamﬁfmemomi@de,/[\omtout)\ERetM(x,y,z)GV,

mm@bur&«amtﬁ’éqwﬂ]m 20 +3y —2=0 an A, omn bneune
2(A7) +3(Ay) — (\2) =0, ce qui Axﬁmx[%/\e que

‘()\a;, Ay, Az) = A(z,y,2) € V‘ .
Ommwn&uthmtmw-WUMdﬁRa
(2) Donner une base de V.
Soit @ = (z,y,2) un veckeun de V. & nédonissamt Q’équb\m
2x—l—3y—z:0wﬁa%mmz:2$+3y,mwﬁitqueﬁblédut
U= (x,y,2x 4+ 3z) = x(1,0,2) +y(0,1,3) .
On em deduit dome que

1{(1,0,2),(0,1,3)} |

[%@hmmume@ax\edeV.

(3) Quelle est la dimension de V7

Comme la base brounsée & E&WWWW
éﬂémanb;ﬂadmnamwduww

-

On considére les vecteurs suivants de V :

01 = (1,0,2), v :=1(3,-3,-3) et v3:=(0,—2,—6).
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(4)

Sans faire aucun calcul, dites si ces vecteurs sont libres ? Justifier bien
votre réponse.

onmwm&m%mwm&m
deVeAk2ato[ueQ’man3ertwrw,inm/r\ewueﬂ\tdofmw
Est-ce que la famille de vecteurs {¥, ¥, U3} est génératrice de V7 Jus-
tifier bien votre réponse.

gendnent dome um sous-espace wectoriel de dimemsion 2. Gf
W&WWWV&&A@WZQ&W
{V1, Ua, U3} m\ﬁyndne fouk V.

Extraire de la famille {7}, ¥, U3} une base de V.
£@dm¢mmwmﬁlatﬁgmwmtww&méam,
ils fervment deme wme famille lilne. &t comme e sous-espace
veckoniel V esf de dimension 2, il em forvment ume base.

oa)
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3. Controle continu 1 (III)
£

Questions de cours.
On considére une famille A = {di, ..., d;,} d'un espace vectoriel V.

(1) Donner la définition de «la famille A est une famille génératrice de
I’espace vectoriel V».

aM&mAWQ’@WWVmw
veckeun. @ de V s'2cnit comme combimaisen liméaine de vecteurns
de A, cest-a-dine
VeV, 3N, A €ER, T=Ma1+ -+ Andin | -

(2) Enoncer le théoréme de la base extraite.

égetp\éof@medelza[)}mmtea%&hmque

@WWWAA'MWW,MM

wbminewne@a&eB,BCA.

£

Exercice 1 (Polynome).
On considére le polyndéme

P=X34+4X2%2-24

(1) Pouvez-vous dire combien de racines complexes admet le polynéme P,
sans faire de calcul 7

Dopres le Heoreme de M@MMW dit aussi Hheonsme
Bmdmnm»taﬂdzﬁ’aﬂaé@'\e cofwvmep,e/f\@&dn@mepmtded.eﬁréZ%
wuecvah/r\&ate

(2) Trouver toutes les racines du polynéme P.
%mwhﬁnwrddewnbwgue?mtmﬂme@/r\e%n@meP.£a

WWMWPM&WM&X—
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P=(X-2)(X?+6X +12) .

Q
MMA:—IQ.QWMWMW,MM
c@ng'uguéaowteo—3i\/§i.cf(ﬂuw,ﬁe/rspﬂammPad/met
freis nacimes disbimckes :
{2,—3+\/§i,—3—\/§i}

3) Factoriser complétement le polynéme P, c’est-ad-dire le mettre sous
p poly
forme scindée.

P = (X —2)(X 43— V3i)(X + 3+ 3i)

(4) Représenter graphiquement ses racines comme des points du plan.

(eomel<3<4,aﬂefw1<\/§<2.0madomﬁan@]\né&emtabbm

*—3+V/3i

*—3 —\/3i

On consideére le nombre complexe

z::—3—|—\/§i.
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4

(5) Calculer le nombre complexe z* sous forme algébrique de deux maniéres

différentes.
Ommmw%flemwdx&eduwmﬁﬁwmvpﬁ%ez

|—3+V3i|=v9+3=V12=2V3 .
@edefumb/éo‘utdo’m

1 Sim
—3+V3i=2V3 —§+ ~ il =2v3e6 .

2 2
—_— =
cos%’ sinsi7r
£emb£&z4mtaﬂom@am&e;mm
5ir \ 4 10im
z4=(2J§)4<ee> =16x9e 3
4im 1
=144e¢3 =144 (—2—?1') = =72 — 72V/3i

£’mm@tﬂodemmteadme@wr\mmu%m¢ﬁa@m-
mule du imsme de Neaston
2= (—3 + \/§i>4 = (=3)" +4 x (=3)*(V3i)+
6 x (—3)2(V/3i)? + 4 x (=3)(v/31)® + (V/3i)*
— 81 — 108v/3i — 162 + 36v/3i + 9

= | =72 — 72V/3i

Exercice 2 (Espace vectoriel).
On considére I'espace vectoriel W formé des applications de R vers R :

W={f:R—>R}.
(1) Est-ce que le sous-ensemble U de W formé des applications suivantes
U={f:R=>R|2f(z)?+1=0, Vz € R}

est un sous-espace vectoriel de W ? (Si oui, démontrez le, sinon justifier
votre réponse.)
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ég'anm@EeUm'@twmw-Wue&yusteWmiQ

me combient pas Lo fonction mulle
o: R —- R
{ z — 0,

qukabtﬁe«ue&whw&@»degwme@w.gme@{%&,

feun foul z € R, om a 20(x)2+1=1#0.

Est-ce que le sous-ensemble V de W formé des applications suivantes
Vi={f:R=R| f(22>+1)=0, Vz € R}

est un sous-espace vectoriel de W ? (Si oui, démontrez le, sinon justifier
votre réponse.)

koniel de W em utilisant le Heoreme du cowws. Tourn cela, il
w@gudgmmwvmmmw&magwa%m
£a%emcﬁmxomAtwnteéﬁnQed0mmgAeQ>MO(2x2+l):0
poun foub z e R; elle esk dome Biem dams V.

Soiemt f ek g deus @mbm de V, cestadine f(222 + 1) =
g(2x2+1)20,/r\&untoutx€R.§o&emtAekudwmmome¢m
réels. Om o

(Af +pg)(22° + 1) = Af(22° + 1) + pg(22 +1) =0 .

@mﬂa@ofmﬁm)\f—kuge&tdamb\/‘

L’application

g: RY = R
T = 22+ 1.

est-elle injective 7 Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?

y € [1,+00[ admek wn seul ambécédent eb que foul y € [—o0,1]
nadmel aucum ambécédenk.
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g(z) =222 +1

aucum ambdcsdemk

al,m@mmgmw.

£a@mmmgmwtdmm/rmwm anewnPﬂedm
teoédmxtommkmt@%mmowm aﬁgﬁal.

Ume applicabion est bijective si elle esf imjective ek aunjec:
W.@m%%&n&yugm’mtwww,eﬁﬂem'mtw

(4) Peut-on modifier I'ensemble d’arrivée pour obtenir une fonction bijec-
tive ?

?mewxd@mﬁam@me@yncbm,mwgnmbwﬁnm\tﬁm
semlle danninsée & som ifmaﬁe, ceskadine & Limbernsalle [1, +o0]
ici,

Rt — [1,400]

x — 22241 .
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Fire )
(5) Décrire plus précisément I'ensemble de fonctions V.

{R—)R

r = 222+1
[1,+oo[,/[anaWu/rméoédmteOmwo¢dmmWanﬂQe
v eat Lemsemllle des apqlicabions de R wens R qui. sammulent
aun Limbervoalle [1,+00], cesb-a-dine

(V={fR>R| f(z) =0, z€[l,+oo[}] .

Voa)
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4. Controle continu 2 (I)
£

Questions de cours.
Soit f : V — V un endomorphisme d’un espace vectoriel V.

(1) Donner la définition de vecteur propre associé a la valeur propre .
U Uedam/[\nof(\nedewﬂaunmfrmAeatmweotwnxm

WQWu%\atha}uabomf ) = A\Z.

Soit g : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et
F de dimension finie.

(2) Enoncer le théoréme du rang appliqué a I’application linéaire g.

égetpméodérmedunm%néaidedmwﬁ’é?}aﬂﬂlémm

‘dim ker(g) + rang(g) = dimE‘ .

V2]

Exercice 1 (Application linéaire).
Dans l'espace vectoriel Ry[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal a
2, on considére I'application suivante

{f : RQ[X] — RQ[X]
P — (X —1)P' +2P.

(1) Montrer que 'application f est linéaire.
Goiemk A, € R amd soient P,Q € Ro[X]. On o alorw
fOP+pQ) = (X = 1)(AP +pQ) +2(AP + uQ)
= (X =1)P' +pQ") + X\2P + p1.2Q
AMX —DP +22P+u(X — 1)Q + p-2Q
=\(P) —uf(Q)
= M(P)+pf(@Q) ,

(2) Ecrire la matrice M = Matg s(f) de I'application linéaire f dans la
base B := {1,X,X2}.

é@'mmged@maeﬁamgwﬂ’mmmmmwm

f()y =2, f(X)=-14+3X, f(X?) =-2X+4X?%.
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Lo mabtnice M = Matgg(f) @t%&fméed@woﬂdmmée&d@
WMW&Q@MBMQ&MB,M

(3) Calculer la trace tr f et le déterminant det f de 'endomorphisme f.

Comme lo bnace eb deternvmimank sonk imdependambs de lo fase

maml:a&tegﬂﬂ /pn@dmtd@eﬂammumﬂadm%@mﬁe

|

(4) Ecrire la matrice de passage P := Matp s (id) de la famille de vecteurs

B = {1,(X -1),(X -1)*}

dans la base B.

égamabiiczde/rWagﬁP:MatB’B/(id) e&t@eﬁnnéed&bmﬂdom
mées des veckewrws de la base B dams la lase B, seik

1=1, X-1)=—-1+X, (X-1)2*=1-2X+X?%;

1 -1 1
=0 1 =2
0 0 1

(5) Calculer I'inverse P~! de la matrice P.

d st
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On eflectue le caleul de [imuerse de la mabrice P de la mamizne
auinsambe

1 -1 1 (1 00 1 -1 0|1 0 -1
00 1 —2/0 1 0 | ~iporgiors [ 0 1 0]0 1 2
00 1|00 1 fizbaizts A0 0 1]0 0 1
1 0 0j1 1 1
~li—Li+Lo 01 0j0 1 2
0 0 1]0 0 1
@eqmdommeww
1 1 1
Pl=101 2
0 0 1
(6) En déduire les coordonnées du polynome Q := 3 — 2X + 7X? dans la
base B'.
£@MW@WM@Q:3—2X+7X2MQQQ@&E
3
B aonk Q= | —2 | . Pes cosrdonmées du sme Q dams
7 7101)/‘3/1’\@’”\8

lo base B' somk obbemues em effectuant le produit suivant
)(3)-(3

Q=3-2X4+7X? =8+12(X - 1)+ 7(X —1)?]| .

Qs =P '[Qs = (

Dome

(7) Que représente la matrice P~1M P ?
La mabnice sbtenue en e%a,bum fe oeduit
P~ 'MP = Matg g(id)Matg 5(f)Matg s (id) = Matg g (f)
narméaemte medeomrxP\Wme F dame lo Dase B
(8) Déterminer la matrice P~'M P de deux maniéres différentes.
o£'MnaﬁedebweotwmdeQaQ>aAeB’/er’emdymm/r\P\mgf
ek
f)=2, FIX-1)=3X-1), f(X-1})=4X-1)".




416 APPENDICE B. ANNALES

Lo mabrice P=IMP = Matp p(f) esk [%o'vméedab coondenmaes
MWMU@&&M&Q&&GM@”WQ&P}OA&B/,M

2
P'MpP=1| 0
0

S W o
- O O

ogmmwn@uﬁtatm%mmmtdmmmtﬂec&a&:

11 1 2 -1 0 1 -1 1
P'MP=| 0 1 2 0 3 -2 0 1 =2
00 1 0 0 4 0 0 1
11 1 2 -3 4
=01 2 0 3 -8
00 1 0 0 4
2.0 0
=110 30
00 4
29

Exercice 2 (Diagonalisabilité).
On considére la matrice M € Mgz suivante

-1 1 0
M = 2 0 =2
0O 0 -2

(1) Calculer le polynome caractéristique y s de la matrice M.

ége/ro&amém\emrmﬁkérwhquedzﬂam\aMMeAtégaﬂd

-1-X 1 0

wX)=| 2 —x -2

0 0 -2—-X
8%WMW&P@W&8¢A&,MW

wX) = —(xtz 17X 1

sy |m XX (X +1)-2)

= —(X+2)(X?+X-2)=|-(X+2)*(X -1

(2) Déterminer le spectre de M, c’est-a-dire I'ensemble des valeurs propres
de M.
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é@e%mdeMeatéﬁaﬂaﬁ'mwm@QedgAmm@dum@Wm
taranki :

‘SpecM:{l,—2 }‘ .

Est-ce que la matrice M est trigonalisable? (Enoncer précisement le
théoréme que vous utilisez.)

Comme e polynsme canacténistique xar de la mabnice M eaf
scimdé, lo mabnice M esf brigomalisallle.

Déterminer le sous-espace propre E_5 associé a la valeur propre —2.
£em-w¢me_2Wdﬂauaﬂammme—2
mtdégmfme_Q:{XeRi" | MX = —2X}. $i om pose

x
X=1|y |, lequation MX = —2X devient
2
—r+y = —2x o
2r — 22 = -2y <= {m+y =0
z = 0.
—2z = -2z

@mﬂewwwE,gmmanuaﬁwnW

—25&%012(1

1
E_o=Vect| —1
0

La matrice M est-elle diagonalisable ? (Enoncer précisement le théoréme
que vous utilisez.)

néme canackénisbique et scimdé eb si les dimemsions des acus-
mrmﬁkéMAha[ue.UaQadmme&E_ge&tl<2;d&anam-

frice M m/est s diagomalisable.
2
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5. Controle continu 2 (IT)
£

Questions de cours.
Soit f : U — V une application linéaire entre deux espaces vectoriels U et
V de dimension finie.

(1) Donner la définition du noyau de f.
égem%mxd'umea/r\/r&mhz?fn&méabmeatgmm@@ed@amtécé-

Kerf:{UEU | f(ﬁ)zﬁ}

(2) Enoncer le théoréme du rang appliqué a I’application linéaire f.
£QWMW,WAQ’WW&Wf,QG-

mm\%&faaeﬁammagmwz

|dim U = dimKerf +rg f| .

£

Exercice 1 (Application linéaire).
Soit f : R3 — R3 I'application linéaire définie par

flx,y,z) = (=1Tz + 3y + 9z, —bdw + Ty + 27z, — 120 + 3y + 7z) .

(1) Ecrire la matrice M = Matg ¢(f) de I'application linéaire f dans la
base canonique

& ={e =(1,0,0), é5:=(0,1,0), €3 :=(0,0,1)} .
f(1,0,0) = (=17, —54,-12), f(0,1,0) = (3,7,3), ek £(0,0,1) = (9,27,7) ,

=17 3 9
M= —-54 7 27
-12 3 7
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(2) Calculer la trace tr f et le déterminant det f de 'endomorphisme f.

Comme la brace et le detervmimant aonk imdépendamts de la base
=]
LLGQO’T\/T\/T\BOAWUM\t&b.
—-17 3 9 B -5 3 9 _ -5 3 0
—54 7 27 |CisCi44Cy | —26 T 27 |C35C5-3C2| =26 7 6
-12 3 7 0o 3 7 0o 3 =2
-5 3 0 _ -5 3 0
=226 7 3 |CosCat3052 | —26 16 3
0o 3 -1 0 0 -1
-5 3
= (-2) _9% 16|~ (—2)(—80+478) =

Le determimamt de Lapplication f esf dome 2gal &
der =]

L’application f est-elle injective (oui ou non) ? surjective (oui ou non) ?
bijective (oui ou non) ? Justifiez bien votre réponse.

mwww&cmmﬁaw@mﬂmwwm@&
gmmm,ﬁ’qmmmfmw,wmw
a&%m

On considére la base suivante de R? :

B = {bl = (1,0,2), by = (0,-3,1), b3 = (1,2, 1>} :
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(4) Calculer les images des vecteurs 51, by et by par application f et en
déduire la matrice N := Matg g(f) de I'application linéaire f dans la
base B.

Fare um caleull dinect, on breune

f(1,0,2) = (1,0,2), f(0,-3,1)=(0,6,—2) = (—2).(0,3,1),
f(1,2,1)=(-2,-13,1) .

De ce calleull, om bine domne F(by) = by ek f(b) = (—2)bs. 8011/0@/1\15
fe wsecteun (—2,-13,1) sun Lo base B; /r\mmgega, on nésout le

A/WEWUM

T+z = =2
—3Jy+2z = -13

2 +y + 2 1,

qukdofr\meﬂaawohdofnméea(x,y,z)z(O,?;,—Q).Omadofncf(gg):
3y — 2b3.

fou %’\n\aﬂ,ﬂamabupeN:Matg’B(f) e&t%o*méedebwehdmwxéeb
des images des wectewws de la base B dams la fase B, soit

(5) Ecrire la matrice de passage P := Matg g(id) de la base B vers la base
£.

égamablmedewaﬁzP:Mat&B(id) e&t@efwr\éed@coondm
mées des vecteuwrws de la base B dams lo base &, soik

(6) Calculer I'inverse P~! de la matrice P.
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Q‘ .
1 0 1|1 0 O N 1 0 1 1 00
0 -3 2|0 1 0 L3—L3—2L1 0o -3 2 0 1 0
2 1 1/0 0 1 0O 1 -—-1/-2 01
N 1 0 1 1 0 0
L3« Lo 0 1 —-1/-2 0 1
0o -3 2 0 1 0
N 1 0 1 1 00
L3s—L3+3Lo 01 —-1,-2 0 1
00 -1|]-6 1 3
N 1 0 1 1 0 0
L3—>—L3 0 1 —1 —2 O 1
0 0 1 6 -1 -3
~ 1 0 0]-5 1 3
famlatls | g 1 ol 4 —1 —2
Limli=ls \ g 0 1] 6 -1 -3
<€e L demme aw
qui
-5 1 3
pl=1| 4 -1 -2
6 -1 -3

(7) Que représente la matrice P~1M P ?

@emadu&dewwbﬂwmmdww

P~'MP = Matg ¢ (id)Matg ¢ ( f)Mate 5(id) = Matg 5(f)

qui neprésente [endonmerphisme f dams o base B.

(8) Vérifier votre réponse de la question précédente par un calcul.
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-5 1 3 -17 3 9 1 0 1
P lmMp = 4 -1 -2 —54 7 27 0 -3 2
6 -1 -3 -12 3 7 2 1 1

1 0 0

- -2 3

0 0 =2

Oma@iManwwuéﬁawmme:Mat&B(f) deﬂaqu@btmx
4).
oa)

Exercice 2 (Diagonalisabilité).
Dans l'espace vectoriel R;[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a
1, on considére ’application linéaire suivante

P=aX+b — (Ba+bX+b—4a.

(1) Quelle propriété le polynome P = —X + 2 vérifie-t-il par rapport a
lapplication f 7 (Calculer son image par f.)

On o f(—X +2)=-3X+6=3(—X +2), cest-ai-dirne
f(P) =3P

@GWP#O,QQWWPMMMWW({&
fdewaﬂamwpne&

(2) Ecrire la matrice M := Matg g(f) de 'application linéaire f dans la
base B = {X,1}.

Comme f(X) =5X —4 ek f(1) = X + 1, oo la mabnice M,
s em colonme des coondommées des veckeurs de la lase B

dams el)ﬂe—ﬁméhne, ek

= ()

(3) Calculer le polynome caractéristique x s de ’endomorphisme f.
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£e /f\o@\dmém c,a)mr,téNAbkqu eal Lmdér\f:fr\dam,t de Qa Q»aAe damas
Wmﬁewﬁwﬂegu,mub&wﬁamM :

~-X 1
wx)]=|° L x |m =X - X)+4=X>—6X +9

—4

=| (X —3)?|.

(4) Déterminer le spectre de f, c’est-a-dire I’ensemble des valeurs propres
de f.

nacimes du polynsme canacténiatique. Jet, le spectre eat dome
Specf = (3]

(5) Quelle est la dimension du sous-espace propre Es associé a la valeur
propre 3.

Es = Ker(f —3id) .
dunamﬁ :
dimR; [X] = dim Ker(f — 3id) + rg (f — 3id) .

égenam%def—SideAlié%oﬂaurwmgdeﬁarmabm

2 1
M -3l = ( 5 _2>

qui esf 1 (la premizne colomme eat e double de la seconde). On
o[ue

|dimE3=2-1=1].

(6) Conclure de la question précédente que I'endomorphisme f est diago-
nalisable ou pas.

néme canackénisbique et scimdé eb si les dimemsions des acus-
Ww(mmmwmw)Még&wQEa
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canackirialie. UuﬁadummndeEgeatl<2 dome emdo-
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6. Controle continu 2 (III)
£

Questions de cours.

(1) Soit f: U — U un endomorphisme. Donner la définition du sous-espace
propre Ey associé a la valeur propre A.
égemm-wmeAWéanmﬁwnwAmt
e A

[Ex={acU | f(@)=i}|.

(2) Soit f : U — V une application linéaire entre deux espaces vectoriels U
et V de méme dimension finie. Quel lien existe-t-il entre les propriétés
d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité de 'application f?

Dams ce cas, toutes ces mobioms semk gquivalentes. &n fait, ume

£

Exercice 1 (Somme directe).
On considére les deux sous-espaces vectoriels suivants de R3 :

U= {(z,9,2) €R® |3z +y+32=0} et

V:{($7y72>€R3‘x_y—Z:OGth'—y—gz:O}

(1) Donner la formule qui calcule la dimension dim(U + V) de la somme de

U avec V.

|dim(U + V) = dim U + dim V — dim(UN V) | .

(2) Ces deux sous-espaces vectoriels sont-ils en somme directe ?
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@mwamwmﬁmmmmmm
{3x+y+320

z—y—2=0
20 —y—32=0

8%Mﬂa@méﬂeeﬁ%deﬂm@mdeméorm,m
bwwue&zzo,d'e&a::0.0fneatdomcnameméauuzAtéfme

y+2=0
y+32=0

En faisamt [a diffenence de ces deusr 2quations, om brouve 2z =0,
dofm:z:O,/r\uiby:O‘

Wuw,mamwwmmwmw
veckeur. mwl

Uunv={0},

aomme dinecke U V.

(3) Quelles sont les dimensions de U et de V7

£em-m/r\acteal:umT\Qameermm-m/rmLethQ’im-
mm&quxﬂwmmm{)j@w@w,ﬁebdméo[uahm

deflimissant V' gtamt indénendamtes. e sousespace V esk dome
ume dnoite. On em comclut gue

[dimU=2 et dimV=1].

(4) Est-ce que tout vecteur @ de R? peut s’écrire comme somme @ = @ + ¥/

d’un vecteur @ de U et d’un vecteur ¥ de V 7 Si oui, cette écriture est-elle
unique ?

Comme lo somme de U et de V est dinecke, sa dimension eak
dm(U@V)=dimU+dmV=2+1=3 .

£QWMU@V:R3MM%AQ€de’WR3,c&

WWWMUM@&R3MKW@WM
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wnio[uewfmmexmfwmew:ﬂ'+z7d’mweotamdeUfid'm
veckeurt de V.
Soient By = {(1,—-3,0),(—1,0,1)} une base de U et By = {(2,1,1)}

une base de V. On considére la base B := By U By de R3 obtenue a
partir de celles de U et de V.

(5) Donner la matrice de passage P de la base B dans la base canonique.

£amabiiwdeWaﬁePebt@oﬂm\éemwQ@Wdabn}ect@um
deQaQraAeB:

1 -1 2
P = Matlgmmlg(id) = -3 0 1
0 1 1

(6) Inverser cette matrice P.

Qafmabuceldmxhte dIm«tedeQadmbucePekm

%MQ%WMWW.

1 -1 2|1 0 O 1 -1 211 0 0
L L+3L +3L

~3 0 1[0 1 0 | Tl | g 1 10 0 1

0 1 1/0 0 1 0O 0O 10|13 1 3
o 1 -1 2[1 0 0

-+ 3 _

L23—>L120—[?:3 0 1 0 TS TOI T7()
0 0 1]% &%

N 1 0 0]+ # +%

Ly—L1+Lo—2Ls 010/ % %

0 0 1 13—0 %0 1%

dou fimal, o brouwoe

1 1 -3 1
P*:TO -3 -1 7
3 1 3

(7) Soit (z,y, 2) les coordonnées d'un vecteur de R dans la base canonique.
Comment interpréter les coefficients de la matrice colonne obtenue par
le calcul suivant :

Pty |?
z
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X (8]
Py |=1| 258
z ¥

les coondommees du wseckeun (z,y,z) de R? dams
Qa mowue%e Q?aAe B, cesk-a-dire
(z,y,2) = (1,-3,0) + B(—1,0,1) +~(2,1,1) .
N’
=) ev

(8) Donner la formule de la projection projg sur V parallélement a U dans
la base canonique.

n efffeckuamt le caloul pécedent, om brouve

x 1 1 -3 1 x 1 T—3y+=z
Pty =5l 3 17 y | =1 | Br-y+Te
3 1 3 3z +y+ 32

mwmmwmﬁamV
panallelement au plam U -

U

10(3x+y+3z)(2,1,1) =

3 1 3 3 1 3
Go+iy+3z, 3o+ Ly+ 32 Fo+ 55y + 52)

projg . R3 —
(z,y,2) +—

£

Exercice 2 (Sous-espace propre).
Dans 'espace vectoriel R3[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a
3, on considére 'application linéaire suivante

{f : ]Rg[X] — Rg[X]
P = (2X —1)P' .

(1) L’application f est-elle injective ?
f)=2X-1)x0=0 .
Ommdéduitqueﬁemmamxkerfdefm'mt/rmnédmtau/r\e-

WM&MWQW@“fﬁMWW.
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(2) Ecrire la matrice Matg 5(f — 2id) de 'application linéaire
f —2id Rg[X] — Rg[X]
P — (2X —1)P' - 2P .
dans la base canonique B = {1,X, XQ,X?’} de R3[X].
Les imoges J‘La(k/r\epbn}ea des vectewrw de lase sonk
f)=-2, f(X)=-1, f(X?)=2X>-2X, eb f(X?)=4X>-3X>.

égamal'fupedﬁf—%ddamﬂa@aAemmofnic}uﬁaAt@omméem

cette lase -
-2 -1 0 0
. 0 0 -2 0
Matgyg(f — 21d) = 0 0 9 _3
0 0 0 4
(3) Calculer le rang de cette matrice.
8fn écp\eQOfr\mam,t Qa makrice P pan z;@{),o'nmeo, omn breunse
-2 0 0 0
0 -2 0 0
0 2 -3 0
0 0 4 0

@mﬂenamgdeoettembﬂaee&t&

(4) En déduire la dimension du sous-espace propre Eg de f associé a la
valeur propre 2.

ker(f — 2id) de [application f —2id

Eo ={P e R3[X] | f(P)=2P}
—{P e Ry[X] | f(P)—2P = (f —2id)(P) = 0} .

Omwdymw&qum[zetp\é@mns@rm%dﬁ’mdmﬂ
/r\pwiAm\ef—Qid:

dim R3[X] = dim ker(f — 2id) + rg(f — 2id),
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| dim B, = dimker(f —2id) =4-3=1] .
£
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7. Examen final (I)
£

Questions de cours.

(1) Donner la définition de forme quadratique.

%m@o’vmequadﬂahquee&twnewrup&mhomq . E > R telle
qu’iﬂmtem@mmmnmé : ExE—)Rwém’%m/rJZ
q(Z) = o(&,7) .

(2) Donner un exemple de forme quadratique.
£'w\&mb.01nq :R2—>Rde8/kmxe/r\anq:ny =224 y? esk ume
forme guadnabigue. (Elle previent, non exemple de la forvme
blimsaine @((z,y)(@',y) = 22’ +yy).
o)

Exercice 1 (Espace euclidien).
On travaille dans l'espace vectoriel R3[X ] des polynémes a coefficients réels
et de degrés inférieurs ou égaux a 3. On considére ’application

(--) + R3[X]xR3[X] — R X
(P, Q) — (P,Q) :—/0 zP(2)Q(x)dx .

(1) Quelle est la dimension de l'espace vectoriel R3[X]? (Justifier votre

réponse.)

£WU€¢O’U€QR3 @tdedumgmm48m£€%ek,ﬂadifmm-
siom d'um eapace vectoriel esf defjimie non le memlne (comatamt)
mmw monmmﬂe Lo famlle
{1, X, X2, X3}, & , em

(2) Montrer qu'un polynéme P vérifie (P, P) = fol rP(x)%dxr = 0 si et
seulement si P est le polynéme nul P = 0.

S P =0 est le To@gm@fms rul, ollorws (P,P) = fol rP(x)%dr = 0.
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/rxopjgmm P o ume wLPTLmJ:é de nacimes, cas W@Q@ umm[umnmt
(3) Montrer que I'application (-,-) est un produit scalaire sur R3[X].
o ?ﬂzjfméffuque Ofn welk immédiakement que

1 1
(P.Q) = /0 rP(2)Q(x)dz = /0 1Q(x)P(z)dz = (Q, P) .

O%WMMMEQWELM

1
[P+ 1P Q)| = /O SOPL(2) + 1Po(2)) Q) da
1
- | QaP@)Q) + paPa) Q@)

1 1

_ ) /0 2Py(2)Q(2)dx + 1 /0 2Py (2)Q(x)dz

= MPLQ) + (P2, Q)|
ba liméanite & dnoite eak ume conséquence dinecte de la limeanite
& gauche et de o snymebrie.
OQW.UQA'%&WW'MWM&PUQL&E(P,P):
folmP(x)de:OALdAwﬂe/mmtmPeal:Qe/po&amM\emuQP:O
Ceci a 8ts monbns 4 la L}WML /rmécédante
o Tsaikive. @Dmh}ut/po@'z’m&me P € R3[X], om o

1
(P, P) :/ zP(x)*dr >0 .
0 >0

(4) Ecrire la matrice M = Matg((-,-)) de la forme bilinéaire (-,-) dans la
base canonique

B:={1, X, X*, X%}
de Rg[X]
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ewe@{%kdemtdaflai-éme&gametdeﬁaj-@mew&mmedeﬁa
mabrice M = Matg((-,-)) esk ‘”’8”9 &

1
i+
muw,mbwueﬂaqmbmmm

(X X7 = /lx”j—ldx =
0

(SN RN T ST
O U= [ Lol
= O Ul =
00| ~J|—= O U=

(5) La base canonique B := {1, X, X%, X 3} de R3[X] est-elle orthonormeée
pour le produit scalaire (-,-) 7

£aQ>aAeBma&kmo*¢P\ogﬁqmﬂe/r\anawwpﬂe (1, X) £ 0,
nimormée, pan exemple (1,1) =5 #1.

On considére le sous-espace vectoriel F engendré par les polyndémes
suivants

F = Vect({1, X}) .

(6) Donner une base orthonormée de F' pour le produit scalaire (-,-).
Om W\QM}U.& Q,aﬂgﬁ*uﬂ}vme 4 srthomnormalisakion de (%nam\g)cpwmdt
BN

PN:1 et PE?RX.
emQadeePleatéﬁaﬂed

1
1P = [ a4,
omn conasidéne Ee T@ijvnéwne de mervme 1
Q1=V2
ot Fy = Vect({P1}) = Veet({Q1}). On caleulle

1
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Ofnadsfncu[uePg—projﬂ:l(Pg):X—% e&tyipxog@maﬂd Fl.ga
mervme vk

1 1
=3 = [(e-9 e = [ @ gt oy e =
égewd/ro&amém\edeceﬂemykﬂ)\@mofvméemtdmm
CEreny

(7) Calculer la projection orthogonale proj(X?2) de X? sur F.
CMWQ&P?QA&@’M{QMQQ}W&E&WW-

cédwnte,ﬁemﬁwﬁdeﬁa/r\neggcﬁmmkp\sg&na&deXQMF
A'ﬂg@mmdp_ﬁammmﬂmt@

projp (X?)| = (X%,Q1)Q1 + (X% Q2)Qs

1
= / 3dx—|—/a: (6 — 4)dz x (6X —4)
0

— 1 6 3

(8) Donner une base orthogonale du sous-espace vectoriel Vect({ 1, X, X 2})
engendré par les polynémes 1, X et X2.

@’a/r\néb o queablem, /rmeced/ édembe, e /[\Q@WW
X? — proji (X2) :X2—gX+%

st orthogonall & B Done [a famille

{V2,6X —4,X*— 6x + &}

est ume base onthogomale de Veet ({1, X, X2}).

£

Exercice 2 (Diagonalisation des matrices).
On considére la matrice M € Mg suivante

-1 4 -2
M= -4 7 =2
-4 4 1
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(1) Calculer le polynéme caractéristique xps de la matrice M.

xu(X) = —(X —1)(X —3)?

(2) Déterminer le spectre de M, c’est-a-dire I'ensemble des valeurs propres.
dﬁ’amam@gedmwmmm.gew&Mmtdom
|Spec(M) = {1,3}] .

(3) Est-ce que la matrice M est trigonalisable? Enoncer précisement le
théoréme que vous utilisez.

QW&WMMMDWXMAEI@WM%
acimde, alons Lo mabnice M eak brigomalisalle.
(4) Déterminer le rang de la matrice M — 31.

égenamﬁdeﬁafmab‘dce

-4 4 =2
M-3I=| -4 4 -2
-4 4 =2

esk [rg(M —31) =1] .

(5) En conclure le dimension du sous-espace propre E3 associé a la valeur
propre 3. Préciser le théoréme que vous appliquez.

£EW-WWWEE3WdQQUGD,QMW3%t
éﬁuﬂaumwdaM—?)I :‘Egzker(M—BI)‘.@DertP\éo’mne
@W,mwﬁoruelzadiﬁnmdumwdeM—3I«}aut

| dimker(M — 31) =3 —xg(M —31) =3 —1=2] .

(6) La matrice M est-elle diagonalisable ? Justifiez votre réponse.
Ww<mmmwe¢wnmﬁ)mkagaﬂ@d
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UuﬁadmnmmmdﬁElmtleian[u@
MW@WW%W@E3M2 g)ofmc

Déterminer le sous-espace propre E; associé a la valeur propre 1.

£BM—WWE1WanU?WW1MQa
MWW&WU}(l),M

1

By = Veet({ui})| .

On pose

Montrer que B’ = {uj,3,u3} est une base de vecteurs propres de R?
et déterminer leurs valeurs propres.

%mcap,u&mnnédmtwnbwque

‘Mu_i:u_'l, Musp = 3us, Mu_é:?)u'f;‘.
@mmmmmwmmﬁb,wwﬂd@m
W&M,demﬂeumwnmzpmlﬁd&

/rmacedamte Qewectwnuleatmuem/r\rw[\nede
IJQ@UMLGUQJU3MA@WWAE

de weckewws propnes m&a&ead@'uaﬁanw disbrimetes
mmwmgamme&m Qa%umumeb"@twne &@mw

W3mw\&c}uequxﬁba8¢dmm&ﬂ@
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(9) Ecrire la matrice de passage P := Matp g (idgs) de la base B’ dans la
base canonique B de R3.

égamabucede/rmmgﬂwat

P=

— =
O =
N = O

(10) Calculer I'inverse P~! de la matrice P.
La mabrice imvense de P wauk

2 -2 1
Pl=| -1 2 -1
-1 1 0

(11) Calculer le produit des matrices P~*M P. Aprés avoir fait le calcul,
justifier pourquoi votre résultat est juste.

égecawdofnme
2 -2 1 -1 4 =2 110
Pivp=| -1 2 -1 —4 7 =2 11 1
-1 1 0 -4 4 1 1 0 2

1 00

=0 30

0 0 3

@en&&@e&wﬂ&%mgmﬁaﬁmmgem
duik de matnices P~IMP nepésente lendomeonphisme R? — R?,
XHMX,MQ@MB’.@@WE&@M@B’MW@WAE
UMWABWWW1,3,¢3,Q€

preduit PTIMP esk égal & lo mabnice diogomale

1 0
P'mMP=1| 0 3
00

w O O

(12) Calculer les puissances M k de la matrice M, pour k > 1.
1 00

@DG{),G/TLI)AZ: 0 3 0 égaqum/r\nécédthewnbwque

00 3
PIMP = A, dou M = PAPL. Ceci WMJAW que lo. wmabrice
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MF mtéﬁaﬂed
23k 924923k 13k

|M* = pAFpt = [ 2238 2433k 13
2-23" —2423% 1

£
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8. Examen final (II)
£

Questions de cours.

(1) Un produit scalaire est une forme bilinéaire ® : & x & — R qui vérifie
trois propriétés. Donner ces trois propriétés (noms et définitions).

WW&W%@W&W@:gXé’—)R
omgfmpimque CO(X,Y) = 0(y, %), VE,jEE,
odé%&mie:@(f,a‘;’)zO:sz,

ojrxsﬁih/\)e:q)(f,f)ZO, VZe&.

(2) Enoncer le théoréme de diagonalisation des matrices symétriques.

2]

Exercice 1 (Forme bilinéaire).
On travaille dans l'espace vectoriel Ro[X| des polyndmes a coefficients réels
et de degrés inférieurs ou égaux a 2. On considére ’application

® : Ro[X]xRo[X] — R
{ (P, Q) = ®(P,Q) =2P(0)Q(2) = 6P(1)Q(0) -
(1) Quelle est la dimension de 'espace vectoriel Ro[X]? (Justifier votre
réponse.)

@Wﬂ\eﬁaw&Bé&&mﬁc{le,XQ}%mmemﬂaAede
Ro[X], ce dermien est de dimemsiom 3.

(2) L’application ® est-elle bilinéaire ? (Dans les deux cas, le démontrer.)
égecaﬁcuﬁmmtmmbmqueQ'wﬁmbom@eat&méabmd

gouche

(NP1 + AP, Q) =2(MP1(0) + Aa(0)Q(2) — 6(AMPi(1) + AaPa(1))Q(0)
= A (2P1(0)Q(2) — 6P1(1)Q(0))+
A2(2P2(0)Q(2) — 6P2(1)Q(0))

=MP(P1,Q) + 2(P, Q).
%mwﬁwﬁmﬁn&wgwnbmﬁa&méamtéddn@«teéga %@’\m\e O esk
done bllimsaine.
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(3) L’application ® est-elle symétrique ? (Dans les deux cas, le démontrer.)
£/a¢vp&mﬁ@u@m’e&twwmz}uem,m8énénaﬁ,ma
(P,Q) =2P(0)Q(2) - 6P(1)Q(0) # @(Q, P) = 2Q(0)P(2) — 6Q(1)P(0) .
@Danmnvr&e,AmemdéJszlekQ:X,maaQ@w

(1, X)=4#—6=>0(X,1) .

(4) Ecrire la matrice M = Matg(®) de la forme bilinéaire ® dans la base

canonique
B=1{1, X, X*}
de RQ[X]
£armab\ice1\/[at3(<1)) M@@*uméed@vaﬂwmwm/rmﬂa%@'\m
biliméaine @ sur les paines de weckeuns de {1, X, x2}; & lo iom

%meekat w&ynme /]\Qatzﬁem%»\wﬁ X‘lle

—4 4 8
M =Matg(®) = —6 0 0
—6 0 0

(5) Quel est le rang de la forme bilinéaire ¢ ?
g e s
(6) Montrer que la famille
B :={l,X-1,(X-1)?}
est une base et donner la matrice de passage P := Matg s/ (id).

égamabmdequAa%erthmwe@%mwnbdmwm

deQa@am&QeB'deQaP,sz:

emce&ewnabmmtdermkﬁmmnaﬁ aﬂemQaBaﬁmEQeB’
est wn base de Ro[X].
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(7) Donner la matrice N := Matp/(®) de la forme bilinéaire ® dans la base

B.
ﬂ)'a/rv@bmtp\éof@meduwww,mAaitqueQamabuwN:
Matgz(tl))eatdo/wnée/r\an

1 00 —4 4 8
N='PMP = -1 10 -6 0 0
1 -2 1 -6 0 0
-4 8 —4
— -2 -2 -2
2 2 2

(8) Décrire la forme quadratique ¢ associée a la forme bilinéaire ®.

@aﬂdé@muh&n,%@@’mquadﬂahqueqmwéedume%@mme

lilimaine @ eak

g @ Ry[X] - R

S O =
O ==
\
L

( ,P)=2pP @P®—6HDH®
2P(0)(P(2) - 3P(1)) .

On considére la forme bilinéaire symétrique

U Ry[X] xRo[X] — R
{ (P, Q) = ©(P,Q) = P(0)Q(2) + P(2)Q(0)
—3P(0)Q(1) — 3P(1)Q(0) .

(9) Montrer que la forme bilinéaire ¥ est la forme polaire de la forme qua-
dratique q.

£a@@fwr\ecfmdnaﬁ%mmodéed\1/mtéﬁapqu :
U (P,P)=P(0)P(2)+ P(2)P(0) —3P(0)P(1) — 3P(1)P(0)
=2P(0)(P(2) = 3P(1)) = q(P) .
Ommk%/&m'%a%'mwr%@hmwmmw%
quadnatique q, il s'agit de la forume biliméaine w; cesk dome biem la
%ry‘wna /f\@gamgmwéed q.

V2]
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Exercice 2 (Diagonalisation des matrices).
On considére la matrice M € Mg suivante

111
M=11 20 .
1 0 2

(1) Calculer le rang de la matrice M — 31.
Lo mabrice M — 31 eak

moﬂm@mtdﬁam@ww@ew,wdwmmm,

0 1 1
0 -1 0],
0 0 -1

WW&WA'WW,%WM—SIMAE
Namﬁ 2.

(2) Est-ce que 3 est une valeur propre de M ? Si oui, quelle est la dimension
du sous-espace propre Es.

£et%@W@WWanmbﬂceM—3lm

3 = dim Ker(M — 3I) +rg(M — 31) ,
ce qui pervmek de comclune que la dimemsion du moryan de M—31
vaut 1. 0l emiste done des veckeuns X mom muls, Lels que MX =
3X, cesb-d-dine des vveckeurw nepes de valeun prepe 3.
Le sous-espace oo Ey = Ker(M — 31) est de dimension 1.

(3) Calculer le polynoéme caractéristique y s de la matrice M.

%w%mm&m%me yur de lo mabrice

Mwwwmm@mmmeﬂuwwL

1-X 1 1
1 2-X 0
1 0 2-X

xm(X) =
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ml’fwm/ue
3-X 1 1 11 1
xmM(X)=|3-X 2-X 0 B-X)1 2—-X 0
3-X 0 2-X 1 0 2-X

%ﬁm&@wmwmwmm%me@mmm

xu(X) =[3=X) (-2 - X)+ (2 - X)(1 - X)) =3 X)X (X - 2)]

(4) Déterminer le spectre de M, ¢’est-a-dire 'ensemble de ses valeurs propres.

eW&M@ké@uﬂdQ’mym@Qed@mdum@gm&me
conackén iAbique,b sk

\specM: {0,2,3}\

(5) Peut-on conclure que la matrice M est diagonalisable en utilisant seule-
ment la forme du polynéme caractéristique ?

(g)a/rw ce cas, les trois Aoub-ebpaced U Ues men-brisiauce Eo,
&&&mﬂ&MmWﬂ&%mwMﬂmwmm
R3 )

On considére la base F suivante

. 0 . 1 . 3
fi:= 1 o= 2], fi= 2
-1 0 -2

(6) A partir de cette base, construire une base orthonormée I de R? (muni
de son produit scalaire canonique). Donner le nom de ’algorithme que
vous utiliser.

WQW&%—QM\%M‘FW
mtplmxofvmeedsRS £am0’1mxedu/r\rmm
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veckeun. eak Hf}H:ﬂ.OmWM

0
ﬁli?(l) .
-1

ik F1 = Vect({u1}) lo dnoike mﬁmdﬂée Ly La /Pnsaerbwn
Q'Itp\csﬁmmﬁe de fo aun Fp esk

0
projﬁ(ﬁ)@@al( 1 ) :

-1

1
——
1

MNR@M&JI.QQWMﬂ;M&Wa&AEW

Le veckeun

?@it Fy = Vect({ﬁl,ﬁg}) Qe /I‘\QO/TL E/TLg,eﬂ\dﬂé /rulh U1 ek U9 . £Q
prwjection onthogomale de fi sun Fy esk

0 1 1
prOjéz(ﬁ)<£,ﬁ1>ﬁl+<ﬁ,@>ﬁ22( 1 )+1(1)( 3 ) '
1 1 1

£e we&wn
2
f3 — projgs, (f3) = ( -1 )
-1

mtyﬂsgmﬂdﬁlekdﬁg.?amm\/é;mﬂewm

NG 2
U3 == — -1
—¢(3)
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Kom g,&maﬁ, Qa%,am\ime‘u:: {ﬁl,ﬁg,ﬁg}‘%y\/m& une base srthomnon-

mée de R3.
(7) La base orthonormée U est-elle une base de diagonalisation de M, c’est-
a-dire une base de vecteurs propres de M 7

%mmﬂwﬁmmw

My = 2u;

M1y = 3ty

Miis =0 = 0us .
éga@aAeUmtdmm@mwﬂaAedemmwdgﬁa

malrice M.
yoa)
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9. Examen final (III)
o)
Questions de cours.

(1) Quelle est la définition de la norme d’un espace euclidien (&, ( , ))?

égammedlumeaf\acewc&dwnmtﬁ’qu\&mhomdé%vme/r\m

{|| | : & > R
7 oo |2 = V&5 .

(2) Donner la formule de changement de base des matrices représentant
les formes bilinéaires. (Expliquer bien ce que représente chacune des
notations que vous utilisez. )

?ﬂ@;gxg%RmWM@mam@Aagm
M@M%@Wm'wm@mwmaeﬂam
TWMQMQQQWAMQ&WW
Matg(®) = *P Mat 4(®)P| ,
mp:MatA,B@d)@tQammdereﬂaﬁmgm
lo base A.

Vs

Exercice 1 (Diagonalisation des matrices).
On considere la matrice suivante

—-10 5 10
A= -4 0 4
-6 4 6

(1) Quelle est le rang de I'endomorphisme

f:R3—>]R3
X = AX

défini par la matrice A?
£em8deQ,mdyﬁWurpumnefe&tégaQMMm8deQamabme
Afmxécﬂ&ommamtoe&emabuoe(q«mc&%mm&b),mbuwmm
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—-10 5 10 0 5 0 5 0 0

-4 0 4] ~1—-4 0 0|~(0 —4 0].

—6 4 6 2 40 4 2 0
£enwn8deﬁlmdavm/rd)\immfe&tdomé809d2.

(2) Cet endomorphisme est-il injectif ?

dimR3 = dimKerf +rg f .

(3) En déduire une valeur propre de la matrice A.
QW&W‘WWEOWdQQWW
0 est £gal au moyau de f, il meak dome pas néduif au wecteun
WO.OmmMWOMWMW&QaWA

(4) Calculer le polynéme caractéristique x 4(X) de la matrice A.

£3/p@@8m&7\emrwoté}u,ahquedﬂﬁawnabme A vk
-10—-X 5 10 -X 5 10
xA(X) =det(A— XI) = —4 -X 4 |=10 =X 4
—6 4 6-—-X -X 4 6-X
1 5 10
=(-X)|0 =X 4
1 4 6-X
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()

La matrice A est-elle trigonalisable ?

Lo cubene de brugomalisalilite offnme quiume mabnice est brige-
malisable s eb seulement si som polymsme conacténisbigue et
scimdé, ce qui et le cas ict. Dome, o mabrice A et buigomalisable.

La matrice A est-elle diagonalisable ?
ZOW o @@»W_ polyname quw_ lo mabrice A
oi ek seulement ai Qewwsewr\ace/rmof[\mE 9
Wé&ﬂauaﬁamwm—2mtded¢mmm2.@mw
fe :mcReme\eQabertwa:t(x,y,z) AER3M&LL%AamJZ (A+
21)X =0, cesb-a-dine
{ —8x + by + 10z

—dz 4+ 2y + 4z

8 — { z=0
—6z + 4y + 8z

0 y=—2z
égemw-WuMEg@tﬁlmdgde
diskimeks ; &A’wdmmmm@&w%tdemm

1. £amabmAmmtdm¢mdxoﬁompwa@Qe

Donner une base de trigonalisation de la matrice A.

Ommcﬁeﬁaﬂefxmwm/[vwﬁldswaﬂwnwo,
m@eot&mmmﬁgdeuaﬁwnw—Zekmbm@me
cas, la mabrice de [emdomorphisme f dams cette base sena de

fa @@mme
Matg s(f) = (0 —2 *) ;
0 0 -2
cest-a-dine b‘u.amﬁuﬂam supérieune.

Uﬁmw@mwﬂem

()

)
o
*

_= O
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e&tdamﬁemwdef@e%mé&s@ubomdeﬂawhmw
M,mhﬂewﬁem

le nseckeun

W'WWMMWMM&@;&W\E@@

mabnice A

Exercice 2 (Produit scalaire).
On travaille dans 'espace vectoriel Ro[X] formé des polyndmes de degré
inférieur ou égal a 2. On considére ’application

(,): Ro[X]xRy[X] — R 1
(P, Q) = (P,Q) = / (z* + 1) P(2)Q(x)dx .

-1

(1) Quelle est la dimension de l’espace vectoriel Ry[X]?

ég'ew(\apewect@hieﬂRg[X]mtdgdimmm& o mm/r\ﬂe o
base camomique {1,X, X%} admet 3 elements.

(2) Montrer que 'application ( , ) est bilinéaire.
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?Mpl,&a@a%wmamh,hmm\@m

1
(P + 2P, Q)] = /_l(gﬁ + 1) (M PL(2) + Ao Pa(2)) Q(z)da

1
_ )\1/1(:1:2+1)P1(x)Q(x)dx
- 1
+ A /1(x2 + 1) P (2)Q(x)dx

= M (PLQ) <P2,Q>\ -

ce&ta

1

1
(P.Q) = / @+ DP(@)Qla)ds | @+ 10w P@)is = @.P) .

-1

ba limeanite & MWW&WQM &t

(3) Montrer que 'application ( , ) est définie.

it PGRQ[X}M/I\O&HW@TT\Et@Q[}UB

(P, P) — /_11 (22 + 1)(P(@)2dz = 0 .

)
>0

Ceci impligue que (22 +1)(P(2))? = 0 powt kouk = € [-1,1].

8tcofmnnew—|—1750/[\ML3}E[ll] ceumn@&queo[uafze

/po@uanm\ePbammuQemteut £E/ps@1ammxe]3admwk
irrx%&/mtedermum@ wbmmﬂgemwmmtmpeat

&Ww@mﬁawmm eak e

(4) Montrer que 'application ( , ) est un produit scalaire. U /[msdmk

WMWMMWW@[ME@W
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bioms précédentes. d me neate plus qu'a mentnen o posibinite -

1
(P,P) = /_1 (22 +1)(P(z))%dz >0 .
>0

£a@yvmmmnp_ e,al:domumx[vwdwkxxmﬂame

(5) Ecrire la matrice Mate(( , )) de la forme bilinéaire { , ) dans la base
canonique

c={1, X, X?}
de RQ[ ]

W@mm.@mw,wwmmmw
rules

/11(x2+1)$d:c:/11(332+1)J:3dx:0 :

Em W,mmmﬂewmtéﬁmﬂ@wm_
/11(x2+1)dx:{1§+$]11:2<;+1>:§,

/_11($2+1)x2dx:/_11(x +2%) dx = [f+§)]1_1:2<

1 1 27 P 1
/ (3024‘1)9546195:/ (S +ade=|=+—| =2
-1 —1 7 54

&Quw,mbwueﬁamabuce
16
0§
0 %

(6) La base canonique C est-elle une famille orthogonale pour le produit
scalaire ( , )7

Qmﬁewmﬂammmdem

MatC(< ) >) = (

S5 O wloo
—
=

16
(1,X?) = =70
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Lo lase comemigue me %@’\m\e deme b ume [)Ta/mLQQe ofltpxogmmﬁe
(7) Orthogonaliser la base canonique C pour obtenir une base orthogonale
pour le produit scalaire ( , ).

Pa morvme du premien pelynime eat 1] = fmmﬂww

norvmaliag est done

5 V3 6

8 92v/2 4
Omad%dwqueQed&m@rneT\ﬂpj\jmémeXdeﬁaP}aaecammuque
Moﬂhﬂsgyna&mxr\rmmlmxr\o%mmmmhémtm
\/EX:\/BX.
16 4
Omwﬂa&eﬂaWnMog&naﬂed&X2mﬁemw
WFWWldXWMWMMW

projy(X?) :<X2,\{l€>\@+< X2 \/> >\/>X

4 4

6 [ 6 16 |2
=— [ (+D)2Pde=— —=|Z]|.
16 J 4 16 15 |5

Ommdédmt%eﬁe/rx@%m&me)( —%e&tyﬁp\@g&mgaumdm
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Exercice 3 (Méthode de Gauss).
On travaille dans 'espace vectoriel Ry[X]| formé des polynomes de degré
inférieur ou égal & 2. On considére la forme bilinéaire

O: Ry[X]xRy[X] — R
PQ  n er =% [ eP@ewi
(1) Calculer le rang de la forme bilinéaire .
On calleule o mabnice neprésentamt: la gmm bilimaine @ dams

c={1, X, X%}

AQRQ[X].%M@Q&,M&%@WQ@M&WW

15
> xdx = 0,
-1

1 1
15 2. _ 15 [«2] _ 15 2 _
2/1xd$—2[3}_1—2 3 =19
Ys
15 _
2/acdac—O,
~1
1 11
15 47, — 15 | z° — 15 2 _
2/1$dx—2[ }_1—2 =3,

1
125/ 2°dr = 0.
-1

05 0
Matc(q)) =15 0 3 ,
0 3 0

(2) Décrire la forme quadratique

q Ry [X] - R
P(X)=a+bX +cX? — g(a+bX +cX?) .

associée a la forme bilinéaire ® en fonction de a, b et c.
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égawaﬂamdeﬁaquadnohqueqmﬂeqw%n@meP:a+bX+cX2

eatdemmée/r\an
0 5 0\ (a
¢(P)|=®(P,P)=(a b c (5 0 3) (b)
03 0/ \c

(3) Quelle est la forme polaire associée a la forme quadratique g7
dewem%ueﬂa@yvmewméan@e&tW,c'e&tdo’mﬁa
@@W /f\ogame de q.

(4) Appliquer la méthode de Gauss pour réduire la forme quadratique g.
£a%@ﬁm\equdnahr}ugqme/r\néam¢e/rmdefﬂvmewmé,m
passe dome dinectement a lo seconde phase de la methode de

10ab + 6bc = 10 (ab + 2bc) =10 (a + 2c) b
= ((a+2ett)’ —(at3e-b)?) .

£a80’vmequmirmhqueqmdécwvr\owdmmm}w>ﬂa@oﬂme

q(a+bX—|—cX2):g(a—l—b—i—%c)z—g(a—b—i—%cf‘ .

(5) En conclure la signature de la forme bilinéaire ®.
Lo signafue de la forvme polaine @ comple les sigmes des tervmes
lo methode de Gauss. dei, o sigmature de la forvme quadnatique
et dome de sa forme qolaine @ est

sgn® = (1,1)] .
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Opn,m : matrice nulle, 59

A~ : inverse d’une matrice, 60

I, : matrice identité, 59

C : nombres complexes, 33

A : discriminant, 49

Hom(% ,?’) : ensemble
d’applications linéaires, 183

Im : image, 16, 185

Ker : noyau, 186

Matp(®) : matrice d’une forme
bilinéaire, 276

Matp(q) : matrice d’'une forme
quadratique, 314

Matg 4(f) : matrice d'une
application linéaire, 194

N : nombres entiers naturels, 31

|Z]| : norme, 288

@ : nombres rationnels, 32

R : nombres réels, 32

R[X] : polynomes, 45

R"™ : ensemble de n-uplets, 115

Ry4[X] : polyndmes de degré
maximum d, 122

Specf : spectre, 216

Vect(A) : sous-espace vectoriel
engendré par A, 126

7Z : entiers relatifs, 31

Z : complexe conjugué, 34

xA(X) : polyndme caractéristique
d’une matrice, 217

X¢(X) : polynéme caractéristique
d’un endormorphisme, 217

cos : cosinus, 24

0k (M) : mineurs principaux
dominants, 285

det A : déterminant d’une matrice,
206

det f : déterminant d’'un
endomorphisme, 209

dim 7 : dimension, 133

—» : épimorphisme, 187

~

— : isomorphisme, 187

(', )y : forme bilinéaire associée a
une matrice, 275

:= : égal par définition, 13

Inf : borne inférieure, 300

Arg : argument, 39

GL,, : matrices inversibles, 60

M, : ensemble de matrices, 52

M,, : ensemble de matrices carrées,
52

S, : matrices symétriques, 58, 282

— : monomorphisme, 187

@ : somme directe, 142

projl% : projection orthogonale, 298

proj¥ : projection, 145

(,) : produit scalaire, 274

rg @ : rang d’une forme bilinéaire,
280

rg f : rang d’une application
linéaire, 191

A : sous-espace orthogonal, 295

E, : sous-espace propre, 215

O, : matrices orthogonales, 294

& : vecteurs de 'espace, 117

Mn,m : espace vectoriel des
matrices, 118
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& : vecteurs du plan, 117
sgn : signature, 310

sin : sinus, 25

tan : tangente, 25

clp : application «combinaison
linéaire», 180

coordg : application «coordonnées
en base By, 135

trA : trace d’'une matrice, 204

trf : trace d’'un endomorphisme,
205

A : transposée, 58

|z| : module, 35

Z L ¢ : vecteurs orthogonaux, 290

f~1 : application réciproque, 21

F71({b}) : ensemble d’antécédents,
16

f71(C) : image réciproque, 16

1 : nombre imaginaire, 33
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épimorphisme, 187

affixe, 37
algorithme
Gram—Schmidt, 301
angle orienté, 24
antécédent, 16
application, 15
identité, 20
linéaire, 179
réciproque, 21
argument, 39
automorphisme, 194

base, 132

base canonique, 133
base orthonormée, 291
bijectivité, 17

borne inférieure, 300
but, 15

Cayley—Hamilton
théoréme, 227
cercle trigonométrique, 25
changement de base
espace vectoriel, 199
matrice, 201
combinaison linéaire, 126
composition, 20
conjugaison, 34
contraposée, 19
coordonnées, 131
cosinus, 24

définie

forme bilinéaire, 284

forme quadratique, 315
dégénérée

forme bilinéaire, 281

forme quadratique, 315
déterminant

endomorphisme, 209

matrice, 206
dimension, 133
discriminant, 49
division euclidienne, 46
droite vectorielle, 121

endomorphisme, 194
diagonalisable, 213
trigonalisable, 221

ensemble, 11
des antécédents, 16
vide, 13

entiers
naturels, 31
relatifs, 31

espace euclidien, 287

espace hermitien, 320

espace vectoriel, 115
engendré, 126

exponentielle complexe, 43

famille génératrice, 127
famille liée, 130

famille libre, 129

famille orthogonale, 290
famille orthonormeée, 291
forme échelonnée, 138
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forme bilinéaire, 273
forme linéaire, 316

forme polaire, 42, 313
forme quadratique, 313
forme trigonométrique, 38

groupe linéaire, 60

homomorphisme, 179
hyperplan, 146

image, 16, 185
image , 16
injectivité, 17
isométrie, 294
isomorphisme, 187

linéairement dépendants, 130
linéairement indépendants, 129
loi, 115

loi d’inertie de Sylvester, 317

méthode de Cramer, 211
méthode de Gauss, 318
méthode de Sarrus, 207
matrice, 52
échelonnée, 62, 138
associée a une application
linéaire, 194

associée & une forme bilinéaire,

276
associée a une forme

quadratique, 314
de passage, 199
diagonalisable, 213
identité, 59, 195
inverse, 60
inversible, 60
nulle, 59
orthogonale, 294
produit, 53
symétrique, 58, 281
transposée, 58
trigonalisable, 221

matrices
¢élémentaires, 385
équivalentes, 137
mineurs principaux dominants, 285
module, 35
monomorphisme, 187
morphisme, 179

nombres
complexes, 33
irrantionnels, 32
réels, 32
rationnels, 32
non-dégénérée
forme bilinéaire, 281
forme quadratique, 315
norme, 288
noyau, 186

opérations élémentaires, 61, 137
opposé, 116, 151

pivot de Gauss, 61
plan vectoriel, 121
polynoéme, 45
degré, 45
polynéme caractéristique, 217
polyndme scindé, 51
positive
forme bilinéaire, 283
forme quadratique, 315
produit cartésien, 114
produit scalaire, 286
canonique de R", 274
projection, 145
orthogonale, 298

racine, 48

multiplicité, 49
raisonnement par I’absurde, 32
rang, 191

forme bilinéaire, 280

forme quadratique, 315
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scalaire, 116
signature
forme bilinéaire symétrique, 310
forme quadratique, 315
matrice symétrique, 310
sinus, 25
somme, 125
somme d’espaces vectoriels, 125
somme directe, 142
source, 15
sous-espace orthogonal, 295
sous-espace propre, 215
sous-espace vectoriel, 120
spectre, 216
supplémentaire, 144
surjectivité, 17

symétrique
forme bilinéaire, 281

tangente, 25

trace
endomorphisme, 205
matrice, 204

type fini, 128

uplets, 115

valeur propre, 214
variable formelle, 45
vecteur, 116
vecteur nul, 116
vecteur propre, 214

vecteurs orthogonaux, 290
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