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Module différentiel gradué

IDEE : encoder algébriquement une décomposition cellulaire

1
4 [TE
A> 3 c’€d(c)

0 dim ¢/=n—1

2

7{0-cellules} «* 7{1-cellules} <2 Z{2-cellules} <% ..

@ orientation = signes = d, 10d, =0

EXEMPLE : Z0 D -- - QZ3 <+ Z01 D --- ©Z23 + Z012 + 0 + ---
dn(ao...an):Z;’:O(*‘I)’ao...é\j...an

Définition (module différentiel gradué ou complexe de chaines)
(Co = {Cn}nen, d = {dn}nen) tel que d* = 0
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Groupes d’homologie

Définition (Groupes d’homologie)
Hn(X,Z) :=kerd,_1/imd,
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Définition (Groupes d’homologie) EESEVEIRSNCNG @A EVA
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Définition (Groupes d’homologie) EESEVEIRSNCNG @A EVA
Hn(X,Z) = kerdp_4/imdj Hi(X,Z) = 72, Ho(X,Z) =0

PROPRIETES : dim Hy = nombre de composantes connexes
dim H; = nombre de trous

@ Notion duale linéaire de groupes de cohomologie

@ Définition “équivalente” : complexe de de Rham, homologie
singuliere

Proposition (Invariance homotopique)
X ~Y = HyX,Z) = Hp(Y,Z), Yn €N

— pas fidele!

— Quantité d’algebre utilisée : ’ algébre linéaire
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Groupe d’homotopie

Définition (Espace de lacets)

Q(X,x) = {p:[0,1] = X |
¢ continue, p(0) = (1) = x}

2t) , our 0<t<3
PRODUIT DE CONCATENATION : ¢ x 1)(t) = o2, - pou 2
P(2t—1) , pour $<
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p(2t) , pour 0<i<} ,
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PRODUIT DE CONCATENATION : ¢ % 9)(t) ==
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— % est associatif ?
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Groupe d’homotopie

Définition (Espace de lacets)

Q(X,x) = {p:[0,1] = X |
¢ continue, p(0) = (1) = x}

w(2t) , pour 0<t<$ ,

<
PRODUIT DE CONCATENATION : ¢ % 9)(t) ==
P(2t—1) , pour F<i<t .

— % est associatif ? O o 7 2 1
non : (¢ * 1) x w#p * (P x w) o \ o\ w
.
0 % % 1
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Groupe d’homotopie

Définition (Espace de lacets)

Q(X,x) = {p:[0,1] = X |
¢ continue, p(0) = (1) = x}

w(2t) , pour 0<t<$ ,
P(2t—1) , pour F<i<t .

PRODUIT DE CONCATENATION : ¢ % 9)(t) == {

— * est associatif ? O o i1 2 1
non : (¢ * 1) x w#p * (P x w) o \ o\ w
mais : (¢ * ) x w~p x (Y * w) ;

0 13 1
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Groupe d’homotopie

Définition (Espace de lacets)

Q(X,x) = {p:[0,1] = X |
¢ continue, p(0) = (1) = x}

p(2t) , pour 0<i<} ,

<
PRODUIT DE CONCATENATION : ¢ % 9)(t) ==
P(2t—1) , pour F<i<t .

— * est associatif ? O o i1 2 1
non : (¢ * 1) x w#p * (P x w) o \ o\ w
mais : (¢ * ) x w~p x (Y * w) ;

0 13 1

Définition (Groupe fondamental)
(X, x) = (X, x)/ ~, %)
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Comparer les invariants
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Groupe d’homotopie

Définition (Espace de lacets)

Q(X,x) = {p:[0,1] = X |
¢ continue, p(0) = (1) = x}

1

PRODUIT DE CONCATENATION : ¢ % 9)(t) = { e(20),  pourosiss

P(2t—1) , pour F<i<

1 1

— % est associatif ? . o * @ !
non : (px¥) xwp x (P xw) e \ v\ w
mais : (¢ * 1) * wrp * (Y * w) 1

0 1 3 1

2 4
Définition (Groupe fondamental) invariant homotopique

(X, x) = (X, x)/ ~, %)
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Groupe d’homotopie

Définition (Espace de lacets)

Q(X,x) = {p:[0,1] = X |
¢ continue, p(0) = (1) = x}

1
PRODUIT DE CONCATENATION : ¢ * t(t) := { e(2t),  pouro<i<y,
P(2t—1) , pour F<i<
1 1
— * est associatif ? i 0o & =z 1
0N © (ip.% 1) % wp » (1 w) o \ v\ w
mais : (¢ * ) x w~p x (Y * w) :
0 1 3 1
2 4
Définition (Groupe fondamental) invariant homotopique
|
(X, X) = (X, x)/ ~,%) — pas fidele !
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Groupe d’homotopie

Définition (Espace de lacets)

Q(X,x) = {p:[0,1] = X |
¢ continue, p(0) = (1) = x}

PRODUIT DE CONCATENATION : ¢ * t(t) := { e(2t),  pouro<i<y,
P(2t—1) , pour F<i<
1 1
— * est associatif ? i 0o & =z 1
NON : (ip % ) % wkp * (3 % w) o \ v\ w
mais : (¢ * ) x w~p x (Y * w) :
0 1 3 1
2 4
Définition (Groupe fondamental) invariant homotopique
(X, X) = (X, x)/ ~,%) — pas fidele !

— Quantité d’algebre utilisée :
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X Hn(X,Z)
f continuel _ lH"(f) morphisme
Y Hn(Y,Z)
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Théorie des catégories

@ BUT 1 : encoder la fonctorialité des invariants

X Hn(X,Z)
f continuel _ lH"(f) morphisme
Y HA(Y,Z)

Définition (Catégorie [Eilenberg—MacLane, 1942])
OBJETS+FLECHES COMPOSABLES : Q:.j
“monoide avec multiples points de base” // \ /

C- &
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Théorie des catégories

@ BUT 1 : encoder la fonctorialité des invariants
X Hn(X,Z)

f continuel _ lH"(f) morphisme
Y Hn(Y,Z)

Définition (Catégorie [Eilenberg—MacLane, 1942])

OBJETS+FLECHES COMPOSABLES : Q<—.3
“monoide avec multiples points de base” // \ /

EXEMPLE : espaces topologiques+applications continues Ce )
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Théorie des catégories

@ BUT 1 : encoder la fonctorialité des invariants
X Ha(X,Z)
f continuel _ lH"(f) morphisme
' Ha(Y,Z)
Définition (Catégorie [Eilenberg—MacLane, 1942])

OBJETS+FLECHES COMPOSABLES : Q<—.3
“monoide avec multiples points de base” // \ /

EXEMPLE : espaces topologiques-+applications continues Ce C)

@ BUT 2 : comparer les invariants
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Théorie des catégories

@ BUT 1 : encoder la fonctorialité des invariants

X Hn(X,7Z)
f continuel _ lH"(f) morphisme
Y Hn(Y,7Z)

Définition (Catégorie [Eilenberg—MacLane, 1942])
OBJETS+FLECHES COMPOSABLES : Q:.j
“monoide avec multiples points de base” // \ /
EXEMPLE : espaces topologiques-+applications continues Ce C)

@ BUT 2 : comparer les invariants b
Théoréeme (Hurewicz) Top/ﬂ\(}r(oupes
71 (X) = m1(X)/[m1(X), m1(X)] = Hi(X, Z) N

Hy
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Théorie des catégories

@ BUT 1 : encoder la fonctorialité des invariants

X Hn(X,7Z)
f continuel _ lH"(f) morphisme
Y Hn(Y,7Z)

Définition (Catégorie [Eilenberg—MacLane, 1942])
OBJETS+FLECHES COMPOSABLES : Q:.j
“monoide avec multiples points de base” // \ /
EXEMPLE : espaces topologiques-+applications continues Ce C)

@ BUT 2 : comparer les invariants b
Théoréeme (Hurewicz) Top/ﬂ\(}r(oupes
71 (X) = m1(X)/[m1(X), m1(X)] = Hi(X, Z) N

Hy

— 2-catégorie : structure supérieure
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Les trois Graces

éminaire des Mathématiques (ENS) A i servent les structures supérieures ?



Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Les trois Graces

ALGEBRES ASSOCIATIVES

WSymétrisaﬁon

ALGEBRES COMMUTATIVES ALGEBRES DE LIE

Y B Y dualité de Koszul \ﬂ/ * \ﬂ/ * \ﬂ/ =0
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Structures algébriques classiques

° ( e (X,Z),U,d) : cochaines singuliéres avec le produit cup

sing

\algébre associative différentielle graduée
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Structures algébriques classiques

° ( e (X,Z),U,d) : cochaines singuliéres avec le produit cup

sing

\algébre associative différentielle graduée \

o ( sing (X Z),0) : cohomologie singuliere avec le produit cup

‘ algébre commutative graduée ‘
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Structures algébriques classiques

° (Cg

Sing(X, 7),U, d) : cochaines singuliéres avec le produit cup

\algébre associative différentielle graduée \

o ( sing (X Z),0) : cohomologie singuliere avec le produit cup

‘ algébre commutative graduée ‘

1R HOMOTOPIE SUPERIEURE : Uy : Ceing(X, Z)%2 — Ceing(X, Z)

doUj +Ujo(d®id) +Ujo(id®d) = U — U2
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Structures algébriques classiques

° ( e (X,Z),U,d) : cochaines singuliéres avec le produit cup

sing

\algébre associative différentielle graduée \

o ( sing (X Z),0) : cohomologie singuliere avec le produit cup

‘ algébre commutative graduée ‘

1R HOMOTOPIE SUPERIEURE : Uy : Ceing(X, Z)%2 — Ceing(X, Z)

doUj +Ujo(d®id) +Ujo(id®d) = U — U2

@ (met1(X),[,]) : groupes d’homotopie avec le crochet de Whitehead
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Structures algébriques classiques

° ( e (X,Z),U,d) : cochaines singuliéres avec le produit cup

sing

\algébre associative différentielle graduée \

o ( sing (X Z),0) : cohomologie singuliere avec le produit cup

‘ algébre commutative graduée ‘

1R HOMOTOPIE SUPERIEURE : Uy : Ceing(X, Z)%2 — Ceing(X, Z)

doUj +Ujo(d®id) +Ujo(id®d) = U — U2

@ (met1(X),[,]) : groupes d’homotopie avec le crochet de Whitehead

‘algébre de Lie graduée ‘
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Structures algébriques classiques

° ( e (X,Z),U,d) : cochaines singuliéres avec le produit cup

sing

\algébre associative différentielle graduée \

o ( sing (X Z),0) : cohomologie singuliere avec le produit cup

‘ algébre commutative graduée ‘

1R HOMOTOPIE SUPERIEURE : Uy : Ceing(X, Z)%2 — Ceing(X, Z)

doUj +Ujo(d®id) +Ujo(id®d) = U — U2

@ (met1(X),[,]) : groupes d’homotopie avec le crochet de Whitehead

‘algébre de Lie graduée ‘

invariants homotopiques
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Structures algébriques classiques

° (Cg

Sing(X, 7),U, d) : cochaines singuliéres avec le produit cup

\algébre associative différentielle graduée \

° (Hg

Sing(X, Z),G) : cohomologie singuliere avec le produit cup

‘ algébre commutative graduée ‘

1R HOMOTOPIE SUPERIEURE : Uy : Ceing(X, Z)%2 — Ceing(X, Z)

doUj +Ujo(d®id) +Ujo(id®d) = U — U2

@ (met1(X),[,]) : groupes d’homotopie avec le crochet de Whitehead

‘algébre de Lie graduée ‘

invariants homotopiques— pas fideles !
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Topologie algébrique au XXéme siécle Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Structures algébriques classiques

° (Cg

Sing(X, 7),U, d) : cochaines singuliéres avec le produit cup

\algébre associative différentielle graduée \

° (Hg

Sing(X, Z),G) : cohomologie singuliere avec le produit cup

‘ algébre commutative graduée ‘

157 HOMOTOPIE SUPERIEURE : Uy : Cgo(X, 7)%2 — Ceing(X, Z)

doUj +Ujo(d®id) +Ujo(id®d) = U — U2

@ (met1(X),[,]) : groupes d’homotopie avec le crochet de Whitehead

‘algébre de Lie graduée ‘

invariants homotopiques— pas fideles !
— Quantité d’algebre utilisée :

algebres associatives, commutatives, de Lie
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie prés
Calcul opéradique

Table of contents

© Algébre+homotopie=structures supérieures

éminaire des Mathématiques (ENS) A i servent les structures supérieures ?



Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : |A:A— A, A?=0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Proposition (Transport de structure)

p:A=H:ipi=idy, ip=idy
— |§:=pAi, 6°=0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Proposition (Transport de structure)
p:A==H:ipi=idy,ip=ids 0"=pA Ip Ai=p A i

=id, =0

— nA] 82 —
= |§=pAi , =0 _o -
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Démonstration.

Proposition (Transport de structure)
p:A==H:ipi=idy,ip=ids 0"=pA Ip Ai=p A i

=id, =0
=0 O

@ EQUIVALENCE D’HOMOTOPIE ALGEBRIQUE : retract par déformation

— |§:=pAi, 6°=0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Démonstration.

Proposition (Transport de structure)
p:A==H:ipi=idy,ip=ids 0"=pA Ip Ai=p A i

=id, =0
=0 Ol
@ EQUIVALENCE D’HOMOTOPIE ALGEBRIQUE : retract par déformation

n( é@

]

— |§:=pAi, 6°=0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Démonstration.

Proposition (Transport de structure)

2_ g . 2 .

=pA ip Ai=p A® |
=ida =0

=0 O]

@ EQUIVALENCE D’HOMOTOPIE ALGEBRIQUE : retract par déformation

WS N Q n(C (A da) = (H, di)

! IdA—Ip:dAh—l- hda

p:A=H:ipi=idy, ip=idy

— |§:=pAi, 6°=0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Démonstration.

Proposition (Transport de structure)

2_ g . 2 .

=pA ip Ai=p A® |
=ida =0

=0 O]

@ EQUIVALENCE D’HOMOTOPIE ALGEBRIQUE : retract par déformation

WS N Q n(C (A da) = (H, di)

! IdA—Ip:dAh—l- hda

p:A=H:ipi=idy, ip=idy

— |§:=pAi, 6°=0

@ STRUCTURE TRANSPORTEE : 0§17 := PAJ
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Algébre+homotopie=structures supérieures

Transport de structure

Multicomplexes
Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Proposition (Transport de structure)

p:
—

A—=H:ipi=

idH ; ip = idA

§ = pAi , 62

=0

Démonstration.

2_ g . 2 .
=pA ip Ai=p A® |

=id, =0
=0

O]

@ EQUIVALENCE D’HOMOTOPIE ALGEBRIQUE : retract par déformation

n(C

= O
—_
-~

1

@ STRUCTURE TRANSPORTEE :
2 o . . 2 P
= (61)°=pA ip Ai#p A®i=0

#ida =0

Séminaire des Mathématiques (ENS)

n(C (A da) = (H, di)
|dA—/p:dAh+ hds # 0

51 = pAI
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Algébre+homotopie=structures supérieures

Transport de structure

Multicomplexes
Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Proposition (Transport de structure)

p:
—

A—=H:ipi=

idH ; ip = idA

§ = pAi , 62

=0

Démonstration.

2_ g . 2 .
=pA ip Ai=p A® |

=id, =0
=0

O]

@ EQUIVALENCE D’HOMOTOPIE ALGEBRIQUE : retract par déformation

n(C

= O
—_
-~

1

@ STRUCTURE TRANSPORTEE :
2 o . . 2 P
= (61)°=pA ip Ai#p A®i=0

#ida =0
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n(C (A da) = (H, di)
|dA—/p:dAh+ hds # 0
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Algébre+homotopie=structures supérieures

Transport de structure

Multicomplexes
Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

@ STRUCTURE ALGEBRIQUE (SIMPLE) : ‘A A=A, A?=0

Proposition (Transport de structure)

p:
—

A—=H:ipi=

idH ; ip = idA

§ = pAi , 62

=0

Démonstration.

2_ g . 2 .
=pA ip Ai=p A® |

=id, =0
=0

O]

@ EQUIVALENCE D’HOMOTOPIE ALGEBRIQUE : retract par déformation

n(C

= O
—_
-~

1

@ STRUCTURE TRANSPORTEE :
— (612 =pA ip Ai~p A2 i=0
(61)°=pA ip p A

~idg =0

Séminaire des Mathématiques (ENS)

n(C (A da) = (H, di)
|dA—/p:dAh+ hds # 0

5 =pAi (51240

A quoi servent les structures supérieures ?




Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi

= |0(d2) = dad2 + dada = (61)?
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi

= |0(d2) = dad2 + dada = (61)?

<+ & est une homotopie pour la relation (§;)? = 0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi

= |0(d2) = dad2 + dada = (61)?

<+ & est une homotopie pour la relation (§;)? = 0

@ QUESTION : relation stricte 6162 + 9261 =07
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi

= |0(d2) = dad2 + dada = (61)?

<+ & est une homotopie pour la relation (§;)? = 0

@ QUESTION : relation stricte 6162 + 9261 = 07 non #£ 0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie prés
Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi

= |0(d2) = dad2 + dada = (61)?

<+ & est une homotopie pour la relation (§;)? = 0

@ QUESTION : relation stricte 6162 + 9261 = 07 non #£ 0

@ IDEE : introduire une opération supérieure supplémentaire
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie prés
Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi

= |0(d2) = dad2 + dada = (61)?

<+ & est une homotopie pour la relation (§;)? = 0

@ QUESTION : relation stricte 6162 + 9261 = 07 non #£ 0

@ IDEE : introduire une opération supérieure supplémentaire
03 := pPAhANAI|
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Multicomplexes

Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres

Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi

=

9(02) = dada + 62da = (61)?

<+ & est une homotopie pour la relation (§;)? = 0

@ QUESTION : relation stricte 6162 + 9261 = 07 non #£ 0

@ IDEE : introduire une opération supérieure supplémentaire

- 8(53) = §102 + 0204

\53 = pAhAhAi\
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie prés
Calcul opéradique

Premiéres opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure | do := pAhAi

= |0(d2) = dad2 + dada = (61)?

<+ & est une homotopie pour la relation (§;)? = 0

@ QUESTION : relation stricte 6162 + 9261 = 07 non #£ 0

@ IDEE : introduire une opération supérieure supplémentaire
\53 = pAhAhAi\

- 8(53) = §102 + 0204

+> 03 est une homotopie pour la relation §1do + 9261 = 0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Structure supérieure : les multicomplexes

En poursuivant, on considére : |8, := p(Ah)"~'Ai{, pourn>1
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Structure supérieure : les multicomplexes

En poursuivant, on considére : |8, := p(Ah)"~'Ai{, pourn>1

Proposition

n—1
0(0n) = OkOnk| , pour n>1.
k=1
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Structure supérieure : les multicomplexes

En poursuivant, on considére : |8, := p(Ah)"~'Ai{, pourn>1

Proposition

n—1
0(0n) = OkOnk| , pour n>1.
k=1

Définition (Multicomplexe)
(H, 00 :== —dy, 91,02, ...) espace vectoriel gradué H muni d’'une
famille de d’opérateurs linéaires de degré |6,| = 2n — 1 vérifiant

n
Z(Skdn_k =0|, pourn>0.
k=0
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Structure supérieure : les multicomplexes

En poursuivant, on considére : |8, := p(Ah)"~'Ai{, pourn>1

Proposition

n—1
0(0n) = OkOnk| , pour n>1.
k=1

Définition (Multicomplexe)
(H, 00 :== —dy, 91,02, ...) espace vectoriel gradué H muni d’'une
famille de d’opérateurs linéaires de degré |6,| = 2n — 1 vérifiant

n
Z(Skdn_k =0|, pourn>0.
k=0

@ COMPLEXE MIXTE/BICOMPLEXE : multicomplexe 6, =0, n > 2.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie prés
Calcul opéradique

Les multicomplexes sont homotopiquement stables

@ Partons d’'un multicomplexe (A, Ag = —da, Ay, Ap,...)
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Les multicomplexes sont homotopiquement stables

@ Partons d’'un multicomplexe (A, Ag = —da, Ay, Ap,...)
@ On considere les opérateurs transportés

oni= > PAkhAh.. hAgi|, pour n>1
Ki+-+kj=n
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Les multicomplexes sont homotopiquement stables

@ Partons d’'un multicomplexe (A, Ag = —da, Ay, Ap,...)
@ On considere les opérateurs transportés

oni= > PAkhAh.. hAgi|, pour n>1
Ki+-+hki=n

Proposition

n—1
9(0n) = > 0kdn_k| dansHom(A, A), pour n> 1
k=1
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Les multicomplexes sont homotopiquement stables

@ Partons d’'un multicomplexe (A, Ag = —da, Ay, Ap,...)
@ On considere les opérateurs transportés

oni= > PAkhAh.. hAgi|, pour n>1
Ki+-+hki=n

Proposition

n—1
9(0n) = > 0kdn_k| dansHom(A, A), pour n> 1
k=1

= encore un multicomplexe :

’ pas besoin de structure supérieure supplémentaire
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A, Do = —da, A1, D,...) <— (H, 60 = —dy, 51,02, ...)

structure originelle structure transportée
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A, Do = —da, A1, D,...) <— (H, 60 = —dy, 51,02, ...)

structure originelle structure transportée

@ i morphisme de complexe de chaines <= | Agi = idg
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A, Do = —da, A1, D,...) <— (H, 60 = —dy, 51,02, ...)

structure originelle structure transportée

@ i morphisme de complexe de chaines <= | Agi = idg

@ QUESTION : est-ce que i commute avec les A et § supérieurs ?
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A, Do = —da, A1, D,...) <— (H, 60 = —dy, 51,02, ...)

structure originelle structure transportée

@ i morphisme de complexe de chaines <= | Agi = idg

@ QUESTION : est-ce que i commute avec les A et § supérieurs ?

i01 = ip Aqi# Aqi engénéral non!
~—~

~p ida
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A, Do = —da, A1, D,...) <— (H, 60 = —dy, 51,02, ...)

structure originelle structure transportée

@ i morphisme de complexe de chaines <= | Agi = idg

@ QUESTION : est-ce que i commute avec les A et § supérieurs ?

i01 = ip Aqi# Aqi engénéral non!
~—~

~p ida

Définition (co-morphisme)

ioo 5 (H, 50 — —dH, 51 5 52, 5o )W(A, Ao = —dA, A1 5 Ag, oo )
collection d’applications linéaires {i,: H — A},>o Vérifiant
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A, Do = —da, A1, D,...) <— (H, 60 = —dy, 51,02, ...)

structure originelle structure transportée

@ i morphisme de complexe de chaines <= | Agi = idg

@ QUESTION : est-ce que i commute avec les A et § supérieurs ?

i01 = ip Aqi# Aqi engénéral non!
~—~

~p ida

Définition (co-morphisme)

ioo 5 (H, 50 — —dH, 51 5 52, 5o )W(A, Ao = —dA, A1 5 Ag, oo )
collection d’applications linéaires {i,: H — A},>o Vérifiant

n n
ZAnfkik = Z ikOn_k|, pour n>0.
k=0 k=0

aire des Mathématiques (ENS) A quoi servent les structures supérieures ?



Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

oco-quasi-isomorphisme

Définition (oco-quasi-isomorphisme)

oo-morphisme i : H < A tel que iy : H = A quasi-isomorphisme
(induit un isomorphisme en homologie)
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

oco-quasi-isomorphisme

Définition (oco-quasi-isomorphisme)

oo-morphisme i : H < A tel que iy : H = A quasi-isomorphisme
(induit un isomorphisme en homologie)

Proposition

Les oco-quasi-isomorphismes sont (homotopiquement) inversibles.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

oco-quasi-isomorphisme

Définition (oco-quasi-isomorphisme)

oo-morphisme i : H < A tel que iy : H = A quasi-isomorphisme
(induit un isomorphisme en homologie)

Proposition

Les oco-quasi-isomorphismes sont (homotopiquement) inversibles.

FAUX pour les quais-isomorphismes de complexes mixtes :
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

oco-quasi-isomorphisme

Définition (oco-quasi-isomorphisme)

oo-morphisme i : H < A tel que iy : H = A quasi-isomorphisme
(induit un isomorphisme en homologie)

Proposition

Les oco-quasi-isomorphismes sont (homotopiquement) inversibles.

FAUX pour les quais-isomorphismes de complexes mixtes :
pas inversibles !
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

oco-quasi-isomorphisme

Définition (oco-quasi-isomorphisme)

oo-morphisme i : H < A tel que iy : H = A quasi-isomorphisme
(induit un isomorphisme en homologie)

Proposition

Les oco-quasi-isomorphismes sont (homotopiquement) inversibles.

FAUX pour les quais-isomorphismes de complexes mixtes :
pas inversibles | — nécessité de passer au niveau supérieur

Séminaire des Mathématiques (ENS) A quoi servent les structures supérieures ?



Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

oco-quasi-isomorphisme

Définition (oco-quasi-isomorphisme)

oo-morphisme i : H < A tel que iy : H = A quasi-isomorphisme
(induit un isomorphisme en homologie)

Proposition
Les oco-quasi-isomorphismes sont (homotopiquement) inversibles.

FAUX pour les quais-isomorphismes de complexes mixtes :
pas inversibles | — nécessité de passer au niveau supérieur

Démonstration.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

oco-quasi-isomorphisme

Définition (oco-quasi-isomorphisme)

oo-morphisme i : H < A tel que iy : H = A quasi-isomorphisme
(induit un isomorphisme en homologie)

Proposition

Les oco-quasi-isomorphismes sont (homotopiquement) inversibles.

FAUX pour les quais-isomorphismes de complexes mixtes :
pas inversibles | — nécessité de passer au niveau supérieur

Démonstration.

(1—=X)"" =1+ X+ X2+ X%+ ... dans K[[X]]. O
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

Théoréme (Théoréme de transport homotopique [Lapin 2001])
Soit un retract par déformation
C (A, da) = (H, di) ida — ip = dah + hda

et une structure de complexe mixte (ou de multicomplexe) sur A, il existe
une structure de multicomplexe sur H telle que i et p s’étendent en des
oo-quasi-isomorphismes et telle que h s’étende en une co-homotopie.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

Théoréme (Théoréme de transport homotopique [Lapin 2001])
Soit un retract par déformation
C (A, da) = (H, di) ida — ip = dah + hda

et une structure de complexe mixte (ou de multicomplexe) sur A, il existe
une structure de multicomplexe sur H telle que i et p s’étendent en des
oo-quasi-isomorphismes et telle que h s’étende en une co-homotopie.

formules explicites & pas de perte d’information algébro-homotopique
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

Théoréme (Théoréme de transport homotopique [Lapin 2001])
Soit un retract par déformation
C (A, da) = (H, di) ida — ip = dah + hda

et une structure de complexe mixte (ou de multicomplexe) sur A, il existe
une structure de multicomplexe sur H telle que i et p s’étendent en des
oo-quasi-isomorphismes et telle que h s’étende en une co-homotopie.

formules explicites & pas de perte d’information algébro-homotopique

@ APPLICATION 1 : suites spectrales
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

Théoréme (Théoréme de transport homotopique [Lapin 2001])
Soit un retract par déformation
C (A, da) = (H, di) ida — ip = dah + hda

et une structure de complexe mixte (ou de multicomplexe) sur A, il existe
une structure de multicomplexe sur H telle que i et p s’étendent en des
oo-quasi-isomorphismes et telle que h s’étende en une co-homotopie.

formules explicites & pas de perte d’information algébro-homotopique

@ APPLICATION 1 : suites spectrales
@ APPLICATION 2 : homologie cyclique
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

Théoréme (Théoréme de transport homotopique [Lapin 2001])
Soit un retract par déformation
C (A, da) = (H, di) ida — ip = dah + hda

et une structure de complexe mixte (ou de multicomplexe) sur A, il existe
une structure de multicomplexe sur H telle que i et p s’étendent en des
oo-quasi-isomorphismes et telle que h s’étende en une co-homotopie.

formules explicites & pas de perte d’information algébro-homotopique

@ APPLICATION 1 : suites spectrales

@ APPLICATION 2 : homologie cyclique (la différentielle de Connes
B= 0,, caractéres de Chern = i)
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

Théoréme (Théoréme de transport homotopique [Lapin 2001])
Soit un retract par déformation
C (A, da) = (H, di) ida — ip = dah + hda

et une structure de complexe mixte (ou de multicomplexe) sur A, il existe
une structure de multicomplexe sur H telle que i et p s’étendent en des
oo-quasi-isomorphismes et telle que h s’étende en une co-homotopie.

formules explicites & pas de perte d’information algébro-homotopique

@ APPLICATION 1 : suites spectrales

@ APPLICATION 2 : homologie cyclique (la différentielle de Connes
B= 0,, caractéres de Chern = i)

@ APPLICATION 3 : version optimale du lemme dd

Séminaire des Mathématiques (ENS) A quoi servent les structures supérieures ?



Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie prés
Calcul opéradique

te des enfers ou boite de Pandore ?

Séminaire des Mathématiques (ENS) servent les structures supérieures ?



Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie prés
Calcul opéradique

Porte des enfers ou boite de Pandore ?

20/34 Séminaire des Mathématiques (ENS) A quoi servent les structures supérieures ?



Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure d'algebre associative

@ AUTRE STRUCTURE ALGEBRIQUE : algébre associative v = Y
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure d'algebre associative

@ AUTRE STRUCTURE ALGEBRIQUE : algébre associative v = Y

Proposition (Transport de structure)

p:A=H:ipi=idy,ip=ids = us := p v i® : associatif
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure d'algebre associative

@ AUTRE STRUCTURE ALGEBRIQUE : algébre associative v = Y

Proposition (Transport de structure)

p:A=H:ipi=idy,ip=ids = us := p v i® : associatif

M2=Y=Y
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure d'algebre associative

@ AUTRE STRUCTURE ALGEBRIQUE : algébre associative v = Y

Proposition (Transport de structure)

P
DEMO:T | = D= =, ’: O
\p/ | ) \p/
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure d'algebre associative

@ AUTRE STRUCTURE ALGEBRIQUE : algébre associative v = Y

(" (A, da) = (H, dy)
ida — ip = dAh-l-hdA#O

isomorphisme — retract par déformation :

:YET

DEMO:\'D/,: = \p/ ]
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure d'algebre associative

@ AUTRE STRUCTURE ALGEBRIQUE : algébre associative v = Y

(" (A, da) = (H, dy)
ida — ip = dAh-l-hdA#O

isomorphisme — retract par déformation :
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Transport de structure d'algebre associative

@ AUTRE STRUCTURE ALGEBRIQUE : algébre associative v = Y

(" (A, da) = (H, dy)
ida — ip = dAh-l-hdA#O

isomorphisme — retract par déformation :

w2 =Y =Y | pasassociatif!
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure  puz : H®® — H
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure  puz : H®® — H

\+/ - \(h P r>/ mesure le défaut
Y \( d’associativité de po
p

p
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure  puz : H®® — H

- h
\( d’associativité de po

a(\f/)= \S/ - ?/ dans Hom(H®3, H)

\+/ - \(hfl Y mesure le défaut
P
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure  puz : H®® — H

\+/ - \(h P r>/ mesure le défaut
Y \( d’associativité de po
p

p

a(\f/)= \S/ - ?/ dans Hom(H®3, H)

+» us est une homotopie pour la relation d’associativité de po
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Opérations supérieures

@ IDEE : introduire une opération supérieure  puz : H®® — H

Y mesure le défaut

N
Y a hf ) \(h d’associativité de ps
p p

a(\f/)= \S/ - ?/ dans Hom(H®3, H)

+» us est une homotopie pour la relation d’associativité de po

g/i
o Opérations supérieures : P \( y
pn: H®" — H, VYn>2 Y et

- —<
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Algebres associatives a homotopie pres

Les opérations {jun}n>2 verifient

(N )3

1=j=<k
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Algebres associatives a homotopie pres

Les opérations {jun}n>2 verifient

(N )3

1=j=<k

(Ha 1 = dHaMZv/'LSa o c )

pn: H®" — H
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Les A.-algebres sont homotopiquement stables

— Partant d’'une A.-algebre (A, da,v2,v3,...) :
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Les A.-algebres sont homotopiquement stables

— Partant d’'une A.-algebre (A, da,v2,v3,...) :

On considére |, = \fﬂ o \V >
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Les A.-algebres sont homotopiquement stables

— Partant d’'une A.-algebre (A, da,v2,v3,...) :

. N " h
On considére | u, = D SN

°—

Proposition
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Les A.-algebres sont homotopiquement stables

— Partant d’'une A.-algebre (A, da,v2,v3,...) :

. N " h
On considére | u, = D SN

°—

Proposition

= encore une A,-algébre :

pas besoin de structure supérieure supplémentaire
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A) dAa Vp,l3,.. ) <I_ (Ha dHa K2, 13, - - )

structure originelle structure transportée
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A) dAa Vp,l3,.. ) <I_ (Ha dHa K2, 13, - - )

structure originelle structure transportée

@ /i morphisme de chaines < | dai = idy

Séminaire des Mathématiques (ENS) A quoi servent les structures supérieures ?



Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A) dAa Vp,l3,.. ) <I_ (Ha dHa K2, 13, - - )

structure originelle structure transportée

@ /i morphisme de chaines < | dai = idy

@ QUESTION : est-ce que i commute avec les v et u supérieurs ?
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

i
(A) dAa Vo, 3, .. ) — (Ha dH’ M2, 13, - - )
structure originelle structure transportée
@ /i morphisme de chaines < | dai = idy

@ QUESTION : est-ce que i commute avec les v et u supérieurs ?
— en général non !
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

i
(A, dA, Vo,l3, .. ) — (H, dH, M2, (143, . . )
structure originelle structure transportée
@ /i morphisme de chaines < | dai = idy

@ QUESTION : est-ce que i commute avec les v et u supérieurs ?
— en général non'!

Définition (A--morphisme)
(H, du, {pn}tn>2)~(A, da, {vn}n>2) : collection {f, : H®" — A} ;>4
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

i
(A, dA, Vo,l3, .. ) — (H, dH, M2, (143, . . )
structure originelle structure transportée
@ /i morphisme de chaines < | dai = idy

@ QUESTION : est-ce que i commute avec les v et u supérieurs ?
— en général non'!

Définition (A--morphisme)
(H, du, {pn}tn>2)~(A, da, {vn}n>2) : collection {f, : H®" — A} ;>4

W
- 2 j
k+I=n+1
l<j=k
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

A..-QUASI-ISOMORPHISME : j : H 5 A t.9. o : H = A quasi-iso.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

A..-QUASI-ISOMORPHISME : j : H <5 A t.9. fp : H = A quasi-iso.

Théoreme (TTH pour les A..-algébres [Kadeshvili 1982])

Soit une A,.-algébre A et un retract par déformation

h(C (A da) == (H, dy) ida — ip = dah + hd

il existe une structure dA -algebre sur H telle que i, p, et h s’étendent
respectivement en A, -quasi-isomorphismes et A.,-homotopie.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

A..-QUASI-ISOMORPHISME : j : H <5 A t.9. fp : H = A quasi-iso.

Théoreme (TTH pour les A..-algébres [Kadeshvili 1982])

Soit une A,.-algébre A et un retract par déformation
C (A, ds) —— (H, dy) ida — ip = dah + hda

il existe une structure dA -algebre sur H telle que i, p, et h s’étendent
respectivement en A, -quasi-isomorphismes et A.,-homotopie.

formules explicites & pas de perte d'information algébro-homotopique
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

A..-QUASI-ISOMORPHISME : j : H <5 A t.9. fp : H = A quasi-iso.

Théoreme (TTH pour les A..-algébres [Kadeshvili 1982])
Soit une A,.-algébre A et un retract par déformation
C (A, ds) —— (H, dy) ida — ip = dah+ hdy

il existe une structure dA -algebre sur H telle que i, p, et h s’étendent
respectivement en A, -quasi-isomorphismes et A.,-homotopie.

formules explicites & pas de perte d'information algébro-homotopique ‘

@ APPLICATION 1 : produits de Massey sur H*(X, K)
— cohomologie galoisienne, courbes elliptiques, etc.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Théoréme de transport homotopique

A..-QUASI-ISOMORPHISME : j : H <5 A t.9. fp : H = A quasi-iso.
Théoreme (TTH pour les A..-algébres [Kadeshvili 1982])
Soit une A,.-algébre A et un retract par déformation
P
h C (A, da) = (H, dw) ida — ip = dah + hdja

il existe une structure d’A..-algébre sur H telle que i, p, et h s’étendent
respectivement en A, -quasi-isomorphismes et A.,-homotopie.

formules explicites & pas de perte d'information algébro-homotopique ‘

@ APPLICATION 1 : produits de Massey sur H*(X, K)
— cohomologie galoisienne, courbes elliptiques, etc.

@ APPLICATION 2 : A, -catégories
— cohomologie de Floer, symétrie miroir, etc.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Calcul opéradique

= Pso: résolution quasi-libre (cofibrante)}

Y
Y z . N
P PTTIT catégorie de P..-algébres =
catégorie d’algébres C Arics A D ol
‘ de type P catégorie dP-algébres

a homotopie pres
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Calcul opéradique

= Pso: résolution quasi-libre (cofibrante)}

Y
Y z . N
P PTTIT catégorie de P..-algébres =
catégorie d’algébres C Arics A D ol
‘ de type P catégorie dP-algébres

a homotopie pres

Ass:T(Y)/(\<( - V) SAL = (T(\(@\(@---) 7d).

quotient quasi—libre
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Calcul opéradique

= Pso: résolution quasi-libre (cofibrante)}

Y
Y z . N
P PTTIT catégorie de P..-algébres =
catégorie d’algébres C Arics A D ol
‘ de type P catégorie dP-algébres

a homotopie pres

Ass=T () /(¢ = V) & A= (T(Wa Ve ).d).
quotient quasi—libre
@ EXEMPLES : Lieoww, Com, LieBis, Frobeniuss, etc.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Calcul opéradique

= Pso: résolution quasi-libre (cofibrante)}

Y
catégorie \éi’algébres c catégorie de P..-algébres =
‘ de type P catégorie d'P-algébres

a homotopie pres

Ass=T (V) /(¢ = V)< Aci= (T (W Wa-),d).
quotient quasi—libre

@ EXEMPLES : Lieoww, Com, LieBis, Frobeniuss, etc.
@ THEOREME :théoréme de transport homotopique
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Calcul opéradique

= Pso: résolution quasi-libre (cofibrante)}

Y
catégorie \éi’algébres c catégorie de P..-algébres =
‘ de type P catégorie d'P-algébres

a homotopie pres

Ass=T () /(¢ = V) & A= (T(Wa Ve ).d).
quotient quasi—libre
@ EXEMPLES : Liess, Coms, LieBix,, Frobenius~, etc.
@ THEOREME :théoréme de transport homotopique
@ APPLICATIONS : diagrammes de Feynman, probabilitiés nc, etc.
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Multicomplexes
Algébre+homotopie=structures supérieures Algébre associative a homotopie pres
Calcul opéradique

Calcul opéradique

= Pso: résolution quasi-libre (cofibrante)}

Y
T, \éi’al bres . catégorie de P..-algébres =
‘ 9 9 catégorie d'P-algébres

de type P & homotopie prés

Ass=T () /(¢ = V) & A= (T(Wa Ve ).d).
quotient quasi—libre
@ EXEMPLES : Lieoww, Com, LieBis, Frobeniuss, etc.
@ THEOREME :théoréme de transport homotopique
@ APPLICATIONS : diagrammes de Feynman, probabilitiés nc, etc.

Théoréme (Mandell [2005])

Le type d’homotopie d’'un espace topologique X est encodé fidelement
par la structure d’E.. -algebre structure de son complexe de cochaines

singuliéres Cg, (X, Z).
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Théorie de Lie classique

@ 3t THEOREME DE LIE : algébre de Lie g =2 groupe de Lie G
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Théorie de Lie classique

@ 3t THEOREME DE LIE : algébre de Lie g =2 groupe de Lie G

Définition (Formule de Baker—Campbell-Hausdorff)
BCH(x, y) = In (exp(x).cxp(y)) € K((x,y)) = Ass(x, y)
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Théorie de Lie classique

@ 3t THEOREME DE LIE : algébre de Lie g =2 groupe de Lie G

Définition (Formule de Baker—Campbell-Hausdorff)
BCH(x, y) = In (exp(x).cxp(y)) € K((x,y)) = Ass(x, y)

® BCH(X,y) = x +y + 5[x, ¥] + 3516 X Y1 + 13ly, [, vl + - -
€ Lie(x,y) C Ass(x,y)
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@ 3t THEOREME DE LIE : algébre de Lie g =2 groupe de Lie G

Définition (Formule de Baker—Campbell-Hausdorff)
BCH(x, y) = In (exp(x).cxp(y)) € K((x,y)) = Ass(x, y)

® BCH(X,y) = x +y + 5[x, ¥] + 3516 X Y1 + 13ly, [, vl + - -
€ Lie(x,y) C Ass(x,y)
@ BCH(BCH(x, y),z) = BCH(x, BCH(y, 2))
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Théorie de Lie classique

@ 3t THEOREME DE LIE : algébre de Lie g =2 groupe de Lie G

Définition (Formule de Baker—Campbell-Hausdorff)
BCH(x, y) = In (exp(x).cxp(y)) € K((x,y)) = Ass(x, y)

® BCH(X,y) = x +y + 5[x, ¥] + 3516 X Y1 + 13ly, [, vl + - -
€ Lie(x,y) C Ass(x,y)

@ BCH(BCH(x, y),z) = BCH(x, BCH(y, 2))

@ BCH(x,0) = x = BCH(O0, x)
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Théorie de la déformation dérivée

Théorie de Lie classique

@ 3t THEOREME DE LIE : algébre de Lie g =2 groupe de Lie G

Définition (Formule de Baker—Campbell-Hausdorff)

BCH(x, y) = In (exp(x).cxp(y)) € K((x,y)) = Ass(x, y)

Théoreme

® BCH(X,y) = X + ¥ + 306, ¥] + 506, b, ¥l + 51y, e yll + -
€ Lie(x,y) C Ass(x,y)

@ BCH(BCH(x, y),z) = BCH(x, BCH(y, 2))

@ BCH(x,0) = x = BCH(O0, x)

Définition (Groupe de Hausdorff)

(g,[,]) algébre de Lie compléte
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Théorie de Lie classique

@ 3t THEOREME DE LIE : algébre de Lie g =2 groupe de Lie G

Définition (Formule de Baker—Campbell-Hausdorff)

BCH(x, y) = In (exp(x).cxp(y)) € K((x,y)) = Ass(x, y)

Théoreme

® BCH(X,y) = X + ¥ + 306, ¥] + 506, b, ¥l + 51y, e yll + -
€ Lie(x,y) C Ass(x,y)

@ BCH(BCH(x, y),z) = BCH(x, BCH(y, 2))

@ BCH(x,0) = x = BCH(O0, x)

Définition (Groupe de Hausdorff)

(g,[,]) algébre de Lie compléte = G := (g, BCH, 0) groupe de Hausdorff
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Théorie de la déformation

— ALGEBRE DE LIE DIFFERENTIELLE GRADUEE : (g, [,],d)
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Théorie de la déformation

— ALGEBRE DE LIE DIFFERENTIELLE GRADUEE : (g, [,],d)

Définition (éléments de Maurer—Cartan)
MC(g) ={a€g_y|da+ %[a,a] =0}
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— ALGEBRE DE LIE DIFFERENTIELLE GRADUEE : (g, [,],d)

Définition (éléments de Maurer—Cartan)
MC(g) ={a€g_y|da+ %[a,a] =0}

Proposition
Le groupe de Hausdorff G de gq agit sur MC(g)
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Théorie de la déformation

— ALGEBRE DE LIE DIFFERENTIELLE GRADUEE : (g, [,],d)
Définition (éléments de Maurer—Cartan)
MC(g) = {a € g_1 | da+ }[o,a] = 0}

Proposition
Le groupe de Hausdorff G de gq agit sur MC(g)

— PHILOSOPHIE : “Tout probléme de déformation sur un corps de
caractéristique 0 peut étre encodé par une algébre de Lie dg.”
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— ALGEBRE DE LIE DIFFERENTIELLE GRADUEE : (g, [,],d)
Définition (éléments de Maurer—Cartan)
MC(g) = {a € g_1 | da+ }[o,a] = 0}

Proposition
Le groupe de Hausdorff G de gq agit sur MC(g)

— PHILOSOPHIE : “Tout probléme de déformation sur un corps de
caractéristique 0 peut étre encodé par une algébre de Lie dg.”

structures de type P sur un “espace” A «— MC(gp )
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— ALGEBRE DE LIE DIFFERENTIELLE GRADUEE : (g, [,],d)
Définition (éléments de Maurer—Cartan)
MC(g) = {a € g_1 | da+ }[o,a] = 0}

Proposition
Le groupe de Hausdorff G de gq agit sur MC(g)

— PHILOSOPHIE : “Tout probléme de déformation sur un corps de
caractéristique 0 peut étre encodé par une algébre de Lie dg.”

structures de type P sur un “espace” A «— MC(gp )
relation d’équivalence +— G
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Théorie de la déformation

— ALGEBRE DE LIE DIFFERENTIELLE GRADUEE : (g, [,],d)
Définition (éléments de Maurer—Cartan)
MC(g) = {a € g_1 | da+ }[o,a] = 0}

Proposition
Le groupe de Hausdorff G de gq agit sur MC(g)

— PHILOSOPHIE : “Tout probléme de déformation sur un corps de
caractéristique 0 peut étre encodé par une algébre de Lie dg.”

structures de type P sur un “espace” A «— MC(gp )
relation d’équivalence +— G

@ (Hoch®*(A, A),[,]gerst) : algébres associatives/isomorphismes
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Théorie de la déformation

— ALGEBRE DE LIE DIFFERENTIELLE GRADUEE : (g, [,],d)
Définition (éléments de Maurer—Cartan)
MC(g) = {a € g_1 | da+ }[o,a] = 0}

Proposition
Le groupe de Hausdorff G de gq agit sur MC(g)

— PHILOSOPHIE : “Tout probléme de déformation sur un corps de
caractéristique 0 peut étre encodé par une algébre de Lie dg.”

structures de type P sur un “espace” A «— MC(gp )
relation d’équivalence +— G

@ (Hoch®*(A, A),[,]gerst) : algébres associatives/isomorphismes
@ (M(A*TM),[,]sn) : structures de Poisson/difféomorphismes
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Quantification par déformation des variétés de Poisson

Théoréme (Kontsevich [1997])

Toute variété de Poisson (M, ) peut-étre quantifiée :
3 produit associatif x sur C*(M)[[h]] t.q. xg = - etx1 = {, }
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Quantification par déformation des variétés de Poisson

Théoréme (Kontsevich [1997])

Toute variété de Poisson (M, ) peut-étre quantifiée :
3 produit associatif x sur C*(M)[[h]] t.q. xg = - etx1 = {, }

@ Le foncteur : algébres de Lie dg (g, [,],d) — MC(g)/G
envoie les quasi-isomorphismes sur les bijections.
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Quantification par déformation des variétés de Poisson

Théoréme (Kontsevich [1997])

Toute variété de Poisson (M, ) peut-étre quantifiée :
3 produit associatif x sur C*(M)[[h]] t.q. xg = - etx1 = {, }

@ Le foncteur : algébres de Lie dg (g, [,],d) — MC(g)/G
envoie les quasi-isomorphismes sur les bijections.

@ Le quasi-isomorphisme de Hochschild—Kostant—Rosenberg
F(A*TM) = Hoch®(C>=(M), C>=(M))
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Quantification par déformation des variétés de Poisson

Théoréme (Kontsevich [1997])

Toute variété de Poisson (M, ) peut-étre quantifiée :
3 produit associatif x sur C*(M)[[h]] t.q. xg = - etx1 = {, }

@ Le foncteur : algébres de Lie dg (g, [,],d) — MC(g)/G
envoie les quasi-isomorphismes sur les bijections.

@ Le quasi-isomorphisme de Hochschild—Kostant—Rosenberg
F(A*TM) = Hoch®(C>=(M), C>=(M))
(ne respecte pas les crochets de Lie)
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Quantification par déformation des variétés de Poisson

Théoréme (Kontsevich [1997])

Toute variété de Poisson (M, ) peut-étre quantifiée :
3 produit associatif x sur C*(M)[[h]] t.q. xg = - etx1 = {, }

@ Le foncteur : algébres de Lie dg (g, [,],d) — MC(g)/G
envoie les quasi-isomorphismes sur les bijections.

@ Le quasi-isomorphisme de Hochschild—Kostant—Rosenberg
F(A*TM) = Hoch®(C>=(M), C>=(M))
(ne respecte pas les crochets de Lie)
s’étend en un Lie,-quasi-isomorphisme.
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Quantification par déformation des variétés de Poisson

Théoréme (Kontsevich [1997])

Toute variété de Poisson (M, ) peut-étre quantifiée :
3 produit associatif x sur C*(M)[[h]] t.q. xg = - etx1 = {, }

@ Le foncteur : algébres de Lie dg (g, [,],d) — MC(g)/G
envoie les quasi-isomorphismes sur les bijections.

@ Le quasi-isomorphisme de Hochschild—Kostant—Rosenberg
F(A*TM) = Hoch®(C>=(M), C>=(M))
(ne respecte pas les crochets de Lie)
s’étend en un Lie,-quasi-isomorphisme.
@ J Lie.-q.i. & 3 zig-zag of q.i. d’algébres de Lie dg
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Théoreme fondamental de la théorie de la déformation

Définition (Foncteur de déformation)
Soit (g, [,],d) une algébre de Lie différentielles graduées :

Defs:  anneaux artiniens — groupoides
R2Kdm — (MC (gem),G)
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Définition (
Soit (g, [,],d) une algébre de Lie différentielles graduées :

Defy: dg anneaux artiniens —  oco- groupoides  s.t. [...]
REKom — (MC.(g®m),G)
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Définition (
Soit (g, [,],d) une algébre de Lie différentielles graduées :

Defy: dg anneaux artiniens —  oco- groupoides  s.t. [...]
REKom — (MC.(g®m),G)

@ oo-groupoide <> espaces topologiques +» complexe de Kan
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Définition (
Soit (g, [,],d) une algébre de Lie différentielles graduées :

Defy: dg anneaux artiniens —  oco- groupoides  s.t. [...]
REKom — (MC.(g®m),G)

@ oo-groupoide <> espaces topologiques +» complexe de Kan
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Théoreme fondamental de la théorie de la déformation
Définition (
Soit (g, [,],d) une algébre de Lie différentielles graduées :

Defy: dg anneaux artiniens —  oco- groupoides  s.t. [...]
REKom — (MC.(g®m),G)

@ oo-groupoide <> espaces topologiques +» complexe de Kan

Théoreme ([Pridham—Lurie 2010])

carK = 0 = équivalence d’co-catégories :

probléemes de modules formels PN algébres de Lie dg
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Inventaire a la Prévert (Paroles)

Une triperie, deux pierres
Trois fleurs, un oiseau
Vingt-deux fossoyeurs, un amour
Le raton laveur, une madame untel
Un citron, un pain
Un grand rayon de soleil

[.]
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Un grand rayon de soleil
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