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Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Yuri Ivanovich MANIN (1937-2023)

“Au XXème siècle, toutes les théories mathématiques ont été fondées sur
la théorie des ensembles. Au XXIème siècle, les théories mathématiques
seront construites à partir de théories homotopiques. ”

Structures classiques
Théorie de l’homotopie−−−−−−−−−−−−−→ Structures supérieures

OBJECTIFS :
Classification des espaces topologiques à homotopie près
Quantification des variétés de Poisson
Théorème fondamental de la théorie de la déformation
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Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Équivalence d’homotopie

→ Classification des espaces topologiques

ÉQUIVALENCE FORTE : à homéomorphisme près NON
ÉQUIVALENCE FAIBLE : à équivalence d’homotopie près

“à déformation continue, sans couper” OUI

MÉTHODE : trouver des invariants algébriques fidèles

1er nombre de Betti := nombre de trous :
invariant
homotopique
→ pas fidèle

→ Quantité d’algèbre utilisée : N
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Module différentiel gradué
IDÉE : encoder algébriquement une décomposition cellulaire

•0

•1

•
2

• 3

dn(c) :=
∑

c′∈∂(c)
dim c′=n−1

± c′

Z{0-cellules} d0←− Z{1-cellules} d1←− Z{2-cellules} d2←− · · ·
orientation =⇒ signes =⇒ dn−1 ◦ dn = 0

EXEMPLE : Z0⊕ · · · ⊕ Z3← Z01⊕ · · · ⊕ Z23← Z012← 0← · · ·
dn(a0 · · · an) =

∑n
i=0(−1)ia0 . . . âi . . . an

Définition (module différentiel gradué ou complexe de chaînes)

(C• = {Cn}n∈N,d = {dn}n∈N) tel que d2 = 0

6 / 34 Séminaire des Mathématiques (ENS) À quoi servent les structures supérieures ?



Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Module différentiel gradué
IDÉE : encoder algébriquement une décomposition cellulaire

•0

•1

•
2

• 3

dn(c) :=
∑

c′∈∂(c)
dim c′=n−1

± c′

Z{0-cellules} d0←− Z{1-cellules} d1←− Z{2-cellules} d2←− · · ·

orientation =⇒ signes =⇒ dn−1 ◦ dn = 0

EXEMPLE : Z0⊕ · · · ⊕ Z3← Z01⊕ · · · ⊕ Z23← Z012← 0← · · ·
dn(a0 · · · an) =

∑n
i=0(−1)ia0 . . . âi . . . an
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Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Groupes d’homologie
Définition (Groupes d’homologie)

Hn(X ,Z) := ker dn−1/ im dn

PROPRIÉTÉS : dim H0 = nombre de composantes connexes
dim H1 = nombre de trous

Notion duale linéaire de groupes de cohomologie
Définition “équivalente” : complexe de de Rham, homologie
singulière

Proposition (Invariance homotopique)

X ∼ Y =⇒ Hn(X ,Z) ∼= Hn(Y ,Z), ∀n ∈ N
→ pas fidèle !

→ Quantité d’algèbre utilisée : algèbre linéaire
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Groupe d’homotopie

Définition (Espace de lacets)

Ω(X , x) :=
{
ϕ : [0,1]→ X |

ϕ continue , ϕ(0) = ϕ(1) = x
}

 

PRODUIT DE CONCATENATION : ϕ ? ψ(t) :=

{
ϕ(2t) , pour 06t6 1

2 ,

ψ(2t−1) , pour 1
26t61 .

→ ? est associatif ?
non : (ϕ ? ψ) ? ω 6=ϕ ? (ψ ? ω)

mais : (ϕ ? ψ) ? ω∼ϕ ? (ψ ? ω)
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Définition (Groupe fondamental)

π1(X , x) := (Ω(X , x)/ ∼, ?̄)

invariant homotopique
→ pas fidèle !
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Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Invariants d’homotopie
Comparer les invariants
Structures algébriques classiques

Théorie des catégories
BUT 1 : encoder la fonctorialité des invariants

X Hn(X ,Z)

Y Hn(Y ,Z)

f continue Hn(f ) morphisme

Définition (Catégorie [Eilenberg–MacLane, 1942])

OBJETS+FLÈCHES COMPOSABLES :
“monoïde avec multiples points de base”

EXEMPLE : espaces topologiques+applications continues

•
��

�� ��

•oo
oo

yy

•%%

FF

•

FF

YY

BUT 2 : comparer les invariants

Théorème (Hurewicz)

π1(X )� π1(X )/[π1(X ), π1(X )] ∼= H1(X ,Z)

=⇒ 2-catégorie : structure supérieure

Top Groupes

π1

H1
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=
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%%
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Structures algébriques classiques
(
C•sing(X ,Z),∪, d

)
: cochaînes singulières avec le produit cup

algèbre associative différentielle graduée

(
H•sing(X ,Z),∪

)
: cohomologie singulière avec le produit cup

algèbre commutative graduée

1ÈRE HOMOTOPIE SUPÉRIEURE : ∪1 : C•sing(X ,Z)⊗2 → C•sing(X ,Z)

d ◦ ∪1 + ∪1 ◦ (d⊗ id) + ∪1 ◦ (id⊗ d) = ∪ − ∪(12)

(
π•+1(X ), [ , ]

)
: groupes d’homotopie avec le crochet de Whitehead

algèbre de Lie graduée

invariants homotopiques→ pas fidèles !

→ Quantité d’algèbre utilisée :

algèbres associatives, commutatives, de Lie
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Calcul opéradique

Transport de structure

STRUCTURE ALGÉBRIQUE (SIMPLE) : ∆ : A→ A , ∆2 = 0

Proposition (Transport de structure)

p : A // H : ioo , pi = idH , ip = idA

=⇒ δ := p∆i , δ2 = 0

Démonstration.
δ2 = p∆ ip︸︷︷︸

=idA

∆i = p ∆2
︸︷︷︸
=0

i

= 0

ÉQUIVALENCE D’HOMOTOPIE ALGÉBRIQUE : retract par déformation

h !!
p //

i
oo

(A,dA)h
&& p //

(H,dH)
i

oo

idA − ip = dAh + hdA

6= 0

STRUCTURE TRANSPORTÉE : δ1 := p∆i (δ1)2 6= 0

→ (δ1)2 = p∆ ip︸︷︷︸∆ip ∆2
︸︷︷︸
=0

i = 0
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Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Multicomplexes
Algèbre associative à homotopie près
Calcul opéradique

Premières opérations supérieures

IDÉE : introduire une opération supérieure δ2 := p∆h∆i

=⇒ ∂
(
δ2
)

:= dAδ2 + δ2dA = (δ1)2

↔ δ2 est une homotopie pour la relation (δ1)2 = 0

QUESTION : relation stricte δ1δ2 + δ2δ1 = 0 ? non 6= 0

IDÉE : introduire une opération supérieure supplémentaire

δ3 := p∆h∆h∆i

=⇒ ∂
(
δ3
)

= δ1δ2 + δ2δ1

↔ δ3 est une homotopie pour la relation δ1δ2 + δ2δ1 = 0
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Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Multicomplexes
Algèbre associative à homotopie près
Calcul opéradique

Structure supérieure : les multicomplexes

En poursuivant, on considère : δn := p(∆h)n−1∆i , pour n ≥ 1

Proposition

∂
(
δn
)

=
n−1∑

k=1

δkδn−k , pour n ≥ 1 .

Définition (Multicomplexe)

(H, δ0 := −dH , δ1, δ2, . . .) espace vectoriel gradué H muni d’une
famille de d’opérateurs linéaires de degré |δn| = 2n − 1 vérifiant

n∑

k=0

δkδn−k = 0 , pour n ≥ 0 .

COMPLEXE MIXTE / BICOMPLEXE : multicomplexe δn = 0, n ≥ 2.
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Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Multicomplexes
Algèbre associative à homotopie près
Calcul opéradique

Les multicomplexes sont homotopiquement stables

Partons d’un multicomplexe (A,∆0 = −dA,∆1,∆2, . . .)

On considère les opérateurs transportés

δn :=
∑

k1+···+kl=n

p∆k1h∆k2h . . . h∆kl i , pour n ≥ 1

Proposition

∂
(
δn
)

=
n−1∑

k=1

δkδn−k dans Hom(A,A), pour n ≥ 1

=⇒ encore un multicomplexe :

pas besoin de structure supérieure supplémentaire
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Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Multicomplexes
Algèbre associative à homotopie près
Calcul opéradique

Morphismes supérieurs

(A,∆0 = −dA,∆1,∆2, . . .)︸ ︷︷ ︸
structure originelle

i←− (H, δ0 = −dH , δ1, δ2, . . .)︸ ︷︷ ︸
structure transportée

i morphisme de complexe de chaînes ⇐⇒ ∆0i = iδ0

QUESTION : est-ce que i commute avec les ∆ et δ supérieurs ?

iδ1 = ip︸︷︷︸
∼h idA

∆1i 6= ∆1i en général non !

Définition (∞-morphisme)

i∞ : (H, δ0 = −dH , δ1, δ2, . . .) (A,∆0 = −dA,∆1,∆2, . . .)
collection d’applications linéaires {in : H → A}n≥0 vérifiant

n∑

k=0

∆n−k ik =
n∑

k=0

ikδn−k , pour n ≥ 0 .
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Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Multicomplexes
Algèbre associative à homotopie près
Calcul opéradique

∞-quasi-isomorphisme

Définition (∞-quasi-isomorphisme)

∞-morphisme i : H ∼
 A tel que i0 : H ∼−→ A quasi-isomorphisme

(induit un isomorphisme en homologie)

Proposition
Les∞-quasi-isomorphismes sont (homotopiquement) inversibles.

FAUX pour les quais-isomorphismes de complexes mixtes :
pas inversibles !→ nécessité de passer au niveau supérieur

Démonstration.

(1− X )−1 = 1 + X + X 2 + X 3 + · · · dans K[[X ]].
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pas inversibles !→ nécessité de passer au niveau supérieur

Démonstration.

(1− X )−1 = 1 + X + X 2 + X 3 + · · · dans K[[X ]].
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Théorème (Théorème de transport homotopique [Lapin 2001])
Soit un retract par déformation

(A,dA)h
%% p //

(H,dH)
i

oo idA − ip = dAh + hdA

et une structure de complexe mixte (ou de multicomplexe) sur A, il existe
une structure de multicomplexe sur H telle que i et p s’étendent en des
∞-quasi-isomorphismes et telle que h s’étende en une∞-homotopie.

formules explicites & pas de perte d’information algébro-homotopique

APPLICATION 1 : suites spectrales
APPLICATION 2 : homologie cyclique (la différentielle de Connes
B= δ2, caractères de Chern = i∞)
APPLICATION 3 : version optimale du lemme dd̄
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AUTRE STRUCTURE ALGÉBRIQUE : algèbre associative ν =

2 BRUNO VALLETTE

This text does not pretend to be exhaustive, nor to serve as a faithful reference to the existing literature. Its
only aim is to give a gentle introduction to the ideas of this field of mathematics. We would like to share
here one point of view on the subject, from “student to student”. It includes many figures and exercises to
help the learning reader in its journey. To ease the reading, we skipped many technical details, which can
be found in the book [LV10].

CONVENTION. In this text, a chain complex (V, d) is usually a graded module V := {Vn}n2Z equipped
with a degree�1 map d (homological convention), which squares to zero. For the simplicity of the presen-
tation, we always work over a field K of characteristic 0, even if some exposed results admit generalizations
beyond that case.

1. WHEN ALGEBRA MEETS HOMOTOPY

In this section, we treat the mother example of higher algebras: A1-algebras. We show how this notion
appears naturally when one tries to transfer the structure of an associative algebra through homotopy data.
We provide an elementary but extensive study of its homotopy properties (Homotopy Transfer Theorem,
A1-morphism, Massey products and homotopy category).

1.1. Homotopy data and algebraic data. Let us first consider the following homotopy data of chain
complexes:

(A, dA)h
%%

p
// (H, dH)

i
oo

IdA � ip = dAh + hdA ,

where i and p are morphisms of chain complexes and where h is a degree +1 map. It is called a homotopy
retract, when the map i is a quasi-isomorphism, i.e. when it realizes an isomorphism in homology. If
moreover pi = IdH , then it is called a deformation retract.

EXERCISE 1. Since we work over a field, show that any quasi-isomorphism i extends to a homotopy
retract. (Such a statement holds over Z when all the Z-modules are free.)
Hint. Use the same kind of decomposition of chain complexes with their homology groups as in Sec-
tion 1.4.

Independently, let us consider the following algebraic data of an associative algebra structure on A:

⌫ : A⌦2 ! A, such that ⌫(⌫(a, b), c) = ⌫(a, ⌫(b, c)), 8a, b, c 2 A .

By simplicity, we choose to depict these composites by the following graphically composition schemes:

where we forget about the input variables since they are generic. Actually, we consider a differential graded
associative algebra structure on (A, dA), dga algebra for short, on A. This means that the differential dA

of A is a derivation for the product ⌫:

(In this section, we do not require that the associative algebra has a unit.)

Proposition (Transport de structure)

p : A // H : ioo , pi = idH , ip = idA =⇒ µ2 := p ν i⊗2 : associatif

µ2 =

pas associatif !

i i

p

i i

p

6=∼h

i i

i

p

=

i i

i

p

6=∼h

i i

p

i i

p
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retract. (Such a statement holds over Z when all the Z-modules are free.)
Hint. Use the same kind of decomposition of chain complexes with their homology groups as in Sec-
tion 1.4.

Independently, let us consider the following algebraic data of an associative algebra structure on A:

⌫ : A⌦2 ! A, such that ⌫(⌫(a, b), c) = ⌫(a, ⌫(b, c)), 8a, b, c 2 A .

By simplicity, we choose to depict these composites by the following graphically composition schemes:

where we forget about the input variables since they are generic. Actually, we consider a differential graded
associative algebra structure on (A, dA), dga algebra for short, on A. This means that the differential dA

of A is a derivation for the product ⌫:

(In this section, we do not require that the associative algebra has a unit.)isomorphisme→ retract par déformation : (A,dA)h
&& p //

(H,dH)
i

oo

idA − ip = dAh + hdA 6= 0

µ2 =
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AUTRE STRUCTURE ALGÉBRIQUE : algèbre associative ν =

2 BRUNO VALLETTE

This text does not pretend to be exhaustive, nor to serve as a faithful reference to the existing literature. Its
only aim is to give a gentle introduction to the ideas of this field of mathematics. We would like to share
here one point of view on the subject, from “student to student”. It includes many figures and exercises to
help the learning reader in its journey. To ease the reading, we skipped many technical details, which can
be found in the book [LV10].

CONVENTION. In this text, a chain complex (V, d) is usually a graded module V := {Vn}n2Z equipped
with a degree�1 map d (homological convention), which squares to zero. For the simplicity of the presen-
tation, we always work over a field K of characteristic 0, even if some exposed results admit generalizations
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In this section, we treat the mother example of higher algebras: A1-algebras. We show how this notion
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We provide an elementary but extensive study of its homotopy properties (Homotopy Transfer Theorem,
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mesure le défaut
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↔ µ3 est une homotopie pour la relation d’associativité de µ2

Opérations supérieures :
µn : H⊗n → H, ∀n > 2
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Algèbres associatives à homotopie près

Proposition

Les opérations {µn}n≥2 vérifient

Définition (A∞-algèbres [Stasheff, 1963])

(H, µ1 = dH , µ2, µ3, . . .)

µn : H⊗n → H

23 / 34 Séminaire des Mathématiques (ENS) À quoi servent les structures supérieures ?



Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Multicomplexes
Algèbre associative à homotopie près
Calcul opéradique

Algèbres associatives à homotopie près

Proposition

Les opérations {µn}n≥2 vérifient

Définition (A∞-algèbres [Stasheff, 1963])

(H, µ1 = dH , µ2, µ3, . . .)

µn : H⊗n → H

23 / 34 Séminaire des Mathématiques (ENS) À quoi servent les structures supérieures ?



Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Multicomplexes
Algèbre associative à homotopie près
Calcul opéradique

Les A∞-algèbres sont homotopiquement stables

→ Partant d’une A∞-algèbre (A,dA, ν2, ν3, . . .) :

On considère µn =

Proposition

=⇒ encore une A∞-algèbre :

pas besoin de structure supérieure supplémentaire
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Morphismes supérieurs

(A,dA, ν2, ν3, . . .)︸ ︷︷ ︸
structure originelle

i←− (H,dH , µ2, µ3, . . .)︸ ︷︷ ︸
structure transportée

i morphisme de chaînes ⇐⇒ dAi = idH

QUESTION : est-ce que i commute avec les ν et µ supérieurs ?
→ en général non !

Définition (A∞-morphisme)

(H,dH , {µn}n≥2) (A, dA, {νn}n≥2) : collection {fn : H⊗n → A}n≥1
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Théorème de transport homotopique

A∞-QUASI-ISOMORPHISME : i : H ∼
 A t.q. i0 : H ∼−→ A quasi-iso.

Théorème (TTH pour les A∞-algèbres [Kadeshvili 1982])
Soit une A∞-algèbre A et un retract par déformation

(A,dA)h
%% p //

(H,dH)
i

oo idA − ip = dAh + hdA

il existe une structure d’A∞-algèbre sur H telle que i, p, et h s’étendent
respectivement en A∞-quasi-isomorphismes et A∞-homotopie.

formules explicites & pas de perte d’information algébro-homotopique

APPLICATION 1 : produits de Massey sur H•(X ,K)
→ cohomologie galoisienne, courbes elliptiques, etc.

APPLICATION 2 : A∞-catégories
→ cohomologie de Floer, symétrie miroir, etc.
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→ cohomologie galoisienne, courbes elliptiques, etc.

APPLICATION 2 : A∞-catégories
→ cohomologie de Floer, symétrie miroir, etc.
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3E THÉORÈME DE LIE : algèbre de Lie g
exp−−→ groupe de Lie G

Définition (Formule de Baker–Campbell-Hausdorff)

BCH(x , y) := ln (exp(x).exp(y)) ∈ K〈〈x , y〉〉 ∼= Âss(x , y)

Théorème

BCH(x , y) = x + y + 1
2 [x , y ] + 1

12 [x , [x , y ]] + 1
12 [y , [x , y ]] + · · ·

∈ L̂ie(x , y) ⊂ Âss(x , y)

BCH(BCH(x , y), z) = BCH(x ,BCH(y , z))

BCH(x ,0) = x = BCH(0, x)

Définition (Groupe de Hausdorff)
(g, [ , ]) algèbre de Lie complète⇒ G := (g,BCH,0) groupe de Hausdorff
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BCH(BCH(x , y), z) = BCH(x ,BCH(y , z))

BCH(x ,0) = x = BCH(0, x)

Définition (Groupe de Hausdorff)
(g, [ , ]) algèbre de Lie complète⇒ G := (g,BCH,0) groupe de Hausdorff

29 / 34 Séminaire des Mathématiques (ENS) À quoi servent les structures supérieures ?



Topologie algébrique au XXème siècle
Algèbre+homotopie=structures supérieures

Théorie de la déformation dérivée

Théorie de la déformation dérivée
Quantification des variétés de Poisson
Théorème fondamental de la théorie de la déformation

Théorie de Lie classique

3E THÉORÈME DE LIE : algèbre de Lie g
exp−−→ groupe de Lie G

Définition (Formule de Baker–Campbell-Hausdorff)

BCH(x , y) := ln (exp(x).exp(y)) ∈ K〈〈x , y〉〉 ∼= Âss(x , y)
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Théorie de la déformation

→ ALGÈBRE DE LIE DIFFÉRENTIELLE GRADUÉE : (g, [ , ], d)

Définition (éléments de Maurer–Cartan)

MC(g) :=
{
α ∈ g−1 | dα + 1

2 [α, α] = 0
}

Proposition

Le groupe de Hausdorff G de g0 agit sur MC(g)

→ PHILOSOPHIE : “Tout problème de déformation sur un corps de
caractéristique 0 peut être encodé par une algèbre de Lie dg.”

structures de type P sur un “espace” A ←→ MC(gP,A)
relation d’équivalence ←→ G

(Hoch•(A,A), [ , ]Gerst ) : algèbres associatives / isomorphismes
(Γ(Λ•TM), [ , ]SN) : structures de Poisson / difféomorphismes
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structures de type P sur un “espace” A ←→ MC(gP,A)
relation d’équivalence ←→ G

(Hoch•(A,A), [ , ]Gerst ) : algèbres associatives / isomorphismes
(Γ(Λ•TM), [ , ]SN) : structures de Poisson / difféomorphismes
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Quantification par déformation des variétés de Poisson

Théorème (Kontsevich [1997])

Toute variété de Poisson (M, π) peut-être quantifiée :
∃ produit associatif ∗ sur C∞(M)[[~]] t.q. ∗0 = · et ∗1 = { , }

Démonstration.
Le foncteur : algèbres de Lie dg (g, [ , ], d) 7→ MC(g)/G
envoie les quasi-isomorphismes sur les bijections.
Le quasi-isomorphisme de Hochschild–Kostant–Rosenberg

Γ(Λ•TM)
∼−→ Hoch•(C∞(M),C∞(M))

(ne respecte pas les crochets de Lie)
s’étend en un Lie∞-quasi-isomorphisme.
∃ Lie∞-q.i.⇔ ∃ zig-zag of q.i. d’algèbres de Lie dg
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Théorème fondamental de la théorie de la déformation

Définition (Foncteur de déformation)

Soit (g, [ , ], d) une algèbre de Lie différentielles graduées :
Defg :

dg

anneaux artiniens →

∞-

groupoïdes

s.t. [...]

R ∼= K⊕m 7→ (MC

•

(g⊗m),G)

∞-groupoïde↔ espaces topologiques↔ complexe de Kan
 

Théorème ([Pridham–Lurie 2010])
carK = 0 =⇒ équivalence d’∞-catégories :

problèmes de modules formels
∼=←→ algèbres de Lie dg
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Inventaire à la Prévert (Paroles)

Une triperie, deux pierres
Trois fleurs, un oiseau

Vingt-deux fossoyeurs, un amour
Le raton laveur, une madame untel

Un citron, un pain
Un grand rayon de soleil

[...]

THE DIAGONAL OF THE ASSOCIAHEDRA 15

Under the cellular chain functor, we recover the classical di�erential graded non-symmetric operad
A1 encoding homotopy associative algebras [20], see also [12, Chapter 9]. To understand the induced
diagonal on the di�erential graded level, we need the following magical formula describing its cellular
structure.

4. T�� ������� �������

Theorem 2 (Magical formula). For any Loday realization of the associahedra, the approximation of the
diagonal satis�es

Im4n =
[

topFbotG
dimF+dimG=n�2

F ⇥ G .

⇥ ⇥

⇥

⇥

⇥ ⇥

F����� 7. The polytopal subdivision � (F4) of K4.

The pairs of faces appearing on the right-hand side of the magical formula are called matching pairs.
In other words, the tight coherent subdivision Fn = {(F,G) | top F  bot G, dim F + dim G = n � 2},
made up of matching pairs, gives a polytopal subdivision of the associahedra under �. Applying
the cellular chain functor, we recover the di�erential graded diagonal given in [17, 13]. Notice that
neither the pointwise version nor the cellular version of the diagonal map 4n can be coassociative
by [13, Theorem 13].

4.1. First step: Im4n ⇢ S
F ⇥G. We prove this property more generally for any product P B K!1

⇥
· · ·⇥K!k

of Loday realizations of the associahedra. Recall that P ⇢ RN , where N B n1 + · · ·+ nk � k,
and d B dim P = n1+ · · ·+nk�2k. The set V(P) of vertices of P coincides with PBTn1

⇥ · · ·⇥PBTnk .
By Proposition 2, any vector ~v = (v1, v2, . . . , vN ) satisfying

v1 > · · · > vn1�1 , vn1
> · · · > vn1+n2�2 , . . . , vn1+· · ·+nk�1�k+2 > · · · > vN

makes (P,~v) into a positively oriented polytope with 1-skeleton isomorphic to the product of Tamari
lattices.

Brown’s moduli spaces of curves and the gravity operad 2833

Figure 4: The combinatorial structure of Mı
0;5

The stratum corresponding to the corolla is the open stratum M0;S . For d D fcg 2

Diss1.S; ı/ a dissection consisting of only one chord, we get a divisor

Mı.fcg/ä Mı0
0;E0

⇥ Mı1
0;E1

inside Mı
0;S . These divisors are the irreducible components of @Mı

0;S .

Example 3.4 (1) We have Mı
0;3 D f⇤g.

(2) If we write M0;4 D P
1.C/nf1; 0; 1g and SM0;4 D P

1.C/, then we have Mı
0;4 D

P
1.C/ n f1g. The divisor at infinity @Mı

0;4 D f0; 1g has two irreducible components,
all isomorphic to a product Mı

0;3 ⇥ Mı
0;3 , indexed by the two dissection of a 4–gon

with one chord.

(3) Figure 4 shows the combinatorial structure of Mı
0;5 inside SM0;5 . The curves

in dashed lines are the complement SM0;5 n Mı
0;5 . The five curves in straight lines

are the five irreducible components of the divisor at infinity @Mı
0;5 , indexed by the

five dissection of a 5–gon with one chord. They bound a pentagon (shaded). The five
different intersection points of these components are indexed by the five dissections of
a 5–gon with two chords.

Remark 3.5 The stratification of Mı
0;n has the same combinatorial structure as the

natural stratification of an associahedron Kn of dimension n � 3. More precisely,
there is a natural smooth embedding of Kn inside Mı

0;n which is compatible with
these stratifications (the shaded pentagon in Figure 4). This is the same as Devadoss’s
realization of the associahedron [9, Definition 3.2.1]. In that sense, Brown’s moduli
spaces Mı

0;n are algebro-geometric analogs of associahedra.

The dihedral decomposition morphisms

ÅdW Grav.S; ı/! Grav.d/

Geometry & Topology, Volume 21 (2017)
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makes (P,~v) into a positively oriented polytope with 1-skeleton isomorphic to the product of Tamari
lattices.
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Figure 4: The combinatorial structure of Mı
0;5

The stratum corresponding to the corolla is the open stratum M0;S . For d D fcg 2

Diss1.S; ı/ a dissection consisting of only one chord, we get a divisor

Mı.fcg/ä Mı0
0;E0

⇥ Mı1
0;E1

inside Mı
0;S . These divisors are the irreducible components of @Mı

0;S .

Example 3.4 (1) We have Mı
0;3 D f⇤g.

(2) If we write M0;4 D P
1.C/nf1; 0; 1g and SM0;4 D P

1.C/, then we have Mı
0;4 D

P
1.C/ n f1g. The divisor at infinity @Mı

0;4 D f0; 1g has two irreducible components,
all isomorphic to a product Mı

0;3 ⇥ Mı
0;3 , indexed by the two dissection of a 4–gon

with one chord.

(3) Figure 4 shows the combinatorial structure of Mı
0;5 inside SM0;5 . The curves

in dashed lines are the complement SM0;5 n Mı
0;5 . The five curves in straight lines

are the five irreducible components of the divisor at infinity @Mı
0;5 , indexed by the

five dissection of a 5–gon with one chord. They bound a pentagon (shaded). The five
different intersection points of these components are indexed by the five dissections of
a 5–gon with two chords.

Remark 3.5 The stratification of Mı
0;n has the same combinatorial structure as the

natural stratification of an associahedron Kn of dimension n � 3. More precisely,
there is a natural smooth embedding of Kn inside Mı

0;n which is compatible with
these stratifications (the shaded pentagon in Figure 4). This is the same as Devadoss’s
realization of the associahedron [9, Definition 3.2.1]. In that sense, Brown’s moduli
spaces Mı

0;n are algebro-geometric analogs of associahedra.

The dihedral decomposition morphisms

ÅdW Grav.S; ı/! Grav.d/
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Inventaire à la Prévert (Paroles)

Une triperie, deux pierres
Trois fleurs, un oiseau

Vingt-deux fossoyeurs, un amour
Le raton laveur, une madame untel

Un citron, un pain
Un grand rayon de soleil

[...]

THE DIAGONAL OF THE ASSOCIAHEDRA 15
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4. T�� ������� �������
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F����� 7. The polytopal subdivision � (F4) of K4.
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