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Exercice 1 (Espaces de configurations). Pour n > 1, l’espace de con�gurations de n-points d’un espace
topologique X est le sous-espace

Confn(X) B �(x1, . . . , xn) ∈ Xn ; xi , x j pour i , j
	

de Xn.

(1) Décrire le type d’homotopie des espaces de configurations de points Confn(R) de R, pour n > 1.

Le sous-espace Confn(R) de Rn est le sous-espace ne contenant pas les hyperplans d’équations xi = x j ,
pour 1 < i < j < n. Il est donc l’union disjointe des sous-espaces

Confn(R)σ B �(x1, . . . , xn) ∈ Xn ; xσ(1) < · · · < xσ(n)
	

pour toute permutation σ ∈ Sn :

Confn(R) =
⊔
σ∈Sn

Confn(R)σ .

Comme chaque des sous-espaces Confn(R)σ ∼ ∗ est contractile, on obtient que l’espace de confi-
gurations de points Confn(R) de R est homotopiquement équivalent à l’espace discret d’ensemble
sous-jacent Sn .

(2) Montrer que l’application continue

pi : Confn
�
Rd

�
→ Confn−1

�
Rd

�

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xi−1, xi+1, xn) ,
qui oublie le ie point, est une fibration, pour n, d > 1 et décrire sa fibre.

On montre que c’est un espace fibré, c’est-à-dire localement trivialisable. Sans perte de généralité, on
traite le cas i = n. La fibre de pn en (x1, . . . , xn−1) ∈ Confn−1

�
Rd

�
est F B Rd\{x1, . . . , xn−1} . Comme

les points x1, . . . , xn−1 sont distincts, il existe ε > 0 tel que les boules ouvertes B(xi, ε) ∩ B(x j, ε) = ∅
ne n’intersectent pas, pour i , j. On considère alors l’ouvert

U B B(x1, ε) × · · · × B(xn−1, ε)
de Confn−1

�
Rd

�
qui vérifie

p−1
n (U) = {(y1, . . . , yn) ∈

(
Rd

)n
; ||yi − xi || < ε , yn , yi ∀i = 1, . . . , n − 1

}
.

L’homéomorphisme Ψ : p−1
n (U) → U × F suivant trivialise localement cet espace fibré au-dessus de

l’ouvert U :

Ψ(y1, . . . , yn) B
{ �

y1, . . . , yn
�

lorsque yn <
⋃n−1

i=1 B̄(xi, ε)�
y1, . . . , yn−1, θ(yi, yn)� lorsque yn ∈ B̄(xi, ε) ,

où θ : B(xi, ε) × B̄(xi, ε)→ B̄(xi, ε) est une application continue telle que

θ(z,−)|∂B̄(xi,ε) = id∂B̄(xi,ε) et θ(z, z) = xi , ∀z ∈ B(xi, ε) .

1



(3) Montrer que, pour tout n > 1, les espaces de configurations Confn
�
R2

�
sont connexes par arcs et

que leurs groupes d’homotopie supérieurs πk
�
Confn

�
R2

��
� {0} sont triviaux, pour k > 2.

Pour toute paire (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) de points de R2, on peut trouver des chemins γi : [0, 1]→
R2, pour 1 6 i 6 n, tels que γi(0) = xi, γi(1) = yi et γi(t) , γj(t), pour t ∈ [0, 1] et i , j. (On le
montrer facilement par récurrence sur i). Cela montre que l’espace de configurations Confn

�
R2

�
est

connexe par arcs.
On montre le second point par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, on a Conf1

�
R2

�
= R2 qui est

contractile. Pour le passage de n − 1 à n, on utilise la longue suite exacte de groupes d’homotopie
associée à la fibration de la question précédente (car sa base est connexe par arcs), ce qui donne pour
k > 2 :

πk
�
R2\{x1, . . . , xn−1}�

� {0} → πk
�
Confn

�
R2

��
↪→ πk

�
Confn−1

�
R2

��
� {0}

car la fibre R2\{x1, . . . , xn−1} ∼ ∨
n−1 S1 est homotopiquement équivalente à un bouquet de n − 1

cercles dont les groupes d’homotopie supérieurs sont triviaux, pour k > 2.

(4) Montrer que l’espace de configurations de points Conf2

�
Rd

�
∼ Sd−1 est homotopiquement équi-

valent à la sphère de dimension d − 1, pour tout d > 1.

L’application
Conf2(R) → Sd−1 ×R>0 ×R

d

(x1, x2) 7→
(

x2−x1
||x2−x1 || , ||x2 − x1 ||, x1+x22

)
,

est un homéomorphisme et les deux espaces R>0 et Rd sont contraciles.

(5) Montrer que la fibration pi : Confn
�
Rd

�
� Confn−1

�
Rd

�
admet une section, c’est-à-dire une appli-

cation continue s : Confn−1

�
Rd

�
→ Confn

�
Rd

�
telle que pi ◦ s = idConfn−1(Rd) .

Comme à la question 2, on nous traitons que le cas i = n. On considère l’application s définie par

s(x1, . . . , xn−1) B *
,

x1, . . . , xn−1, *
,
1 +

n−1∑
i=1

||xi ||+
-

e1
+
-
,

où e1 est le vecteur unité (1, 0, . . . , 0). En comparant les normes, on voit que ce dernier élément vit bien
dans l’espace de configurations de n points de Rd. La relation pi ◦ s = idConfn−1(Rd) est immédiate.

(6) Montrer qu’il existe un isomorphisme (bijection dans le cas k = 0)

πk
(
Confn

(
Rd

))
�

n−1∏
j=1

πk
*.
,

∨
j

Sd−1+/
-
,

pour d > 3, n > 1 et k > 0.

Le cas n = 1 est clair car Conf1

�
Rd

�
= Rd et le cas k = 0 aussi car les espaces de configuration

Confn
�
Rd

�
sont connexes par arcs. On montre le résultat par récurrence sur n. Comme à la question

(3), on utilise la longue suite exacte de groupes d’homotopie associée à la fibration de la question (2),
dont la base est connexe par arcs. (Pour k = 1, on peut utiliser le fait que le groupe fondamental
d’un bouquet de sphères de dimension Sd−1 est trivial car d − 1 > 2 ; ceci montre que les espaces
de configurations Confn

�
Rd

�
sont simplement connexes.) Pour k > 1, on considère la section de la

question précédente qui induit une section πk
�
Confn−1

�
Rd

��
→ πk

�
Confn

�
Rd

��
de groupes abéliens.

———— � ————

Exercice 2 (∞-catégorie). Dans une ∞-catégorie X, on appelle objets ses 0-simplexes x ∈ X0 et morphismes
ses 1-simplexes f ∈ X1 . Un morphisme f ∈ X1 a pour source x B d1( f ) et but y B d0( f ) ; on le note alors
f : x → y . Pour tout objet x ∈ X0, on appelle morphisme identité de x le 1-simplexe idx B s0(x) : x → x
image de x par l’application de dégénérescence s0 : X0 → X1 .
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Deux morphismes f , g : x → y sont homotopes à gauche, noté f ∼G g, s’il existe un 2-simplexe σ ∈ X2 tel que

∂σ = (g, f , idx)

x

σ

x y

g

f

idx

et ils sont homotopes à droite, noté f ∼D g, s’il existe un 2-simplexe τ ∈ X2 tel que

∂τ = (idy, g, f )

y

τ

x y

idy

g

f
.

Dans la suite, on admettra que ces deux relations sont équivalentes.

(1) Montrer que la relation d’homotopie à gauche sur les morphismes de x vers y est une relation
d’équivalence, pour toute paire d’objets x, y ∈ X0.

La réflexivité f ∼G f est donnée par le 2-simplexe s0( f ) car ∂s0( f ) = ( f , f , idx). Soit σ ∈ X2

une homotopie gauche de f : x → y vers g : x → y. On considère le Λ3
2-cornet de X défini par�

σ, s0(g),−, s2
0(x)

�
. Comme X est une ∞-catégorie, on peut le remplir avec un 3-simplexe Θ ∈ X3 qui

vérifie ∂d2(Θ) = ( f , g, idx), d’où la symétrie. Pour la transitivité, on commence avec σ, τ ∈ X2 tels
que ∂σ = (g, f , idx) et ∂τ = (h, g, idx). On considère alors le Λ3

1-cornet de X défini par
�
τ,−, σ, s2

0(x)
�
.

Comme X est une ∞-catégorie, on peut le remplir avec un 3-simplexe Θ ∈ X3 qui vérifie ∂d1(Θ) =
(h, f , idx), d’où f ∼G h.

On note ι : ∆0 t ∆0 → ∆1 le morphisme d’ensembles simpliciaux défini par le coproduit ι B ι0 t ι1 des
deux morphismes ιi : ∆0 → ∆1 définis par 0 ∈ ∆0

0 7→ i ∈ ∆1
0, pour i = 0, 1. On note YX = Hom(X,Y) =

Hom∆Ens(X × ∆•,Y) l’espace des morphismes de X vers Y. Pour toute paire d’objets x, y ∈ X0, on définit
l’espace des morphismes de x vers y comme l’ensemble simplicial X(x, y) obtenu par le produit fibré (pullback)

X(x, y) X∆
1

∆0 X∆
0t∆0

,

y
(ι×id∆• )∗

(x,y)

où le morphisme (x, y) d’ensembles simpliciaux correspond envoie le 0-simplexe de ∆0 sur le 0-simplexe
∆0t∆0 → X dont l’image de la copie de gauche ∆0

0 est envoyée sur x et la copie de droite de ∆0
0 est envoyée

sur y.

(2) Donner une description des 0-simplexes de X(x, y) en terme de morphismes de la ∞-catégorie X.

Comme les (co)limites des ensembles simpliciaux sont données par les (co)limites ensemblistes degré
par degré, on a

X(x, y)0 Hom∆Ens(∆1,X)

{0} Hom∆Ens(∆0 t ∆0,X) .

y
ι∗

(x,y)

Ceci donne

X(x, y)0 � �
ϕ : ∆1 → X ; ϕ0(0) = x, ϕ0(1) = y

	
� { f ∈ X1 ; d1( f ) = x, d0( f ) = y} ,

c’est-à-dire que les 0-simplexes de X(x, y) sont en bijection avec les morphismes de la ∞-catégorie X
de x vers y.

(3) Donner une description des 1-simplexes de X(x, y).
On utilise le même argument pour obtenir
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X(x, y)1 Hom∆Ens(∆1 × ∆1,X)

{00} Hom∆Ens
��
∆0 t ∆0

�
× ∆1,X

�
.

y
(ι×id∆1 )∗

Ceci donne

X(x, y)1 � �
ϕ : ∆1 × ∆1 → X ; ϕ0(0, i) = x, ϕ0(1, i) = y , i = 0, 1

	
.

On admettra que X(x, y) est un complexe de Kan, pour toute paire d’objets x, y ∈ X0.

(4) Décrire la relation d’homotopie ∼ des 0-simplexes de l’espace X(x, y) des morphismes de x vers y.

Deux morphismes f , g : x → y de la ∞-catégorie X sont homotopes f ∼ g s’il existe un morphisme
ϕ : ∆1 × ∆1 → X tel que ϕ0(0, i) = x et ϕ0(1, i) = y, pour i = 0, 1, et

f = ∆1 � ∆1 × ∆0 id×δ1
−−−−−→ ∆

1 × ∆1 ϕ
−→ X & g = ∆1 � ∆1 × ∆0 id×δ0

−−−−−→ ∆
1 × ∆1 ϕ

−→ X .

x y

x y

g

ϕ

f

(5) Montrer que la relation d’homotopie ∼ est équivalente à la relation d’homotopie gauche ∼G .

La décomposition prismatique de ∆1 × ∆1 comme recollement de deux copies de ∆1 donne que f ∼ g

si et seulement si il existe h : x → y tel que f ∼D h et h ∼G g.

x y

x y

g

f

h
idx idx

On conclut avec l’équivalence entre l’homotopie gauche et l’homotopie droite de la question (2).

On définit la catégorie homotopique Ho(X) d’une ∞-catégorie X de la manière suivante. Ses objets sont les
objets X0 de X et ses morphismes sont les classes d’équivalence [ f ] de morphismes f : x → y pour la
relation d’homotopie mentionnée aux questions précédentes. On définit la composition [g] ◦ [ f ] : x → z en
remplissant le Λ2

1-cornet (g,−, f ) de X par un 2-simplexe ω ∈ X2 et en posant

[g] ◦ [ f ] B [d1(ω)] .
(6) Montrer que cette composition est bien définie et associative.

Montrons d’abord que la définition ne dépend pas du choix du remplissage du Λ2
1-cornet (g,−, f ) :

soit ω′ ∈ X2 un autre tel 2-simplexe. On considère le Λ3
1-cornet (s1(g),−, ω′, ω) que l’on remplit par

un 3-simplexe Θ ∈ X3 vérifiant ∂d1(Θ) = �
idy, d1(ω′), d1(ω)�, c’est-à-dire d1(ω) ∼D d1(ω′) et donc

d1(ω) ∼G d1(ω′).
Soient g : y → z et soient f , f ′ : x → y homotopes à gauche par l’homotopie σ ∈ X2, i.e. ∂σ =
( f ′, f , idx). On remplit le Λ2

1-cornet (g,−, f ) par ω ∈ X2 et le Λ2
1-cornet (g,−, f ′) par ω′ ∈ X2. Pour

conclure, on considère le Λ3
2-cornet (ω′, ω,−, σ) que l’on remplit par un 3-simplexe Θ ∈ X3 vérifiant

∂d2(Θ) = (d1(ω′), d1(ω), idx). Ceci implique bien que d1(ω) ∼G d1(ω′). On précède de la même manière
avec le choix de représentant de la classe [g].
Soient trois morphismes f : x → y, g : y → z et h : y → z. On remplit le Λ2

1-cornet (g,−, f ) de X par
le 2-simplexe ω ∈ X2 et on remplit le Λ2

1-cornet (h,−, g) de X par le 2-simplexe ζ ∈ X2, d’où

[g] ◦ [ f ] = [d1(ω)] & [h] ◦ [g] = [d1(ζ)] .
Enfin, on remplit le Λ2

1-cornet (h,−, d1(ω)) de X par le 2-simplexe η ∈ X2 de sorte que

[h] ◦ ([g] ◦ [ f ]) = d1(η) .
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Pour démontrer l’associativité de la composition, on considère le Λ3
2-cornet (ζ, η,−, ω) que l’on remplit

par un 3-simplexe Θ ∈ X3 vérifiant ∂d2(Θ) = (d1(ζ), d1(η), f )), ce qui montre

[h] ◦ ([g] ◦ [ f ]) = ([h] ◦ [g]) ◦ [ f ] .

Les morphismes «identités» de la catégorie homotopique sont les classe d’équivalence [idx] = [s0(x)] des
identités de la ∞-cartégorie X. On supposera dans la suite que ces données forment bien une catégorie.
La catégorie fondamentale d’une ∞-catégorie X est la catégorie fondamental τ1(X) de son ensemble simplicial
sous-jacent.

(7) Montrer qu’il existe un isomorphisme naturel τ1(X) � Ho(X) entre la catégorie fondamentale et la
catégorie homotopique des ∞-catégories.

Il existe un unique foncteur FX : τ1(X) → Ho(X) qui soit l’identité sur les objets et qui envoie un
morphisme f : x → y sur sa classe [ f ] : ce morphisme est bien défini grâce à la question précédente. Sa
définition montre qu’il est naturel par rapport aux morphismes X → Y d’ensembles simpliciaux. Il reste à
montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme, c’est-à-dire qu’il induit des bijections au niveaux des ensembles
de morphismes respectifs. Par définition, il est plein. Comme X est une ∞-catégorie, en itérant par le
remplissage des Λ2

1-cornets, on voit rapidement que tout morphisme de la catégorie fondamentale τ1(X)
admet un représentant simple de la forme f : x → y, avec f ∈ X1. Soient maintenant deux morphismes
f , g : x → y tels que FX( f ) = FX(g). Cela implique f ∼G g et donc qu’il existe un 2-simplexe σ ∈ X2

tel que ∂σ = (g, f , idx). On obtient donc que f = g ◦ idx = g dans la catégorie fondamentale τ1(X).
Un foncteur entre deux ∞-catégories X et Y est un morphisme d’ensembles simpliciaux F : X → Y. On
admettra que l’espace des foncteurs YX est une ∞-catégorie. Une transformation naturelle α : F → G entre deux
foncteurs F,G : X → Y est un morphisme de F vers G dans l’espace des foncteurs YX .

(8) Montrer qu’il existe un isomorphisme naturel d’ensembles simpliciaux

NFun(C,D) � NDNC ,

où C,D sont deux catégories et où Fun(C,D) est la catégorie des foncteurs de C vers D.

Pour tout n ∈ N, on a des bijections naturelles

NFun(C,D)n � HomCat(Cat[n], Fun(C,D))
� HomCat(Cat[n] × C,D)
� Hom∆Ens(N(Cat[n] × C),ND) car N est plein et fidèle

� Hom∆Ens(NCat[n] × NC,ND) car N préserve les produits (adjoint à droite)

� Hom∆Ens(∆n × NC,ND) car NCat[n] � ∆n

�
(
NDNC

)
n
.
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