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Exercice 1 (Fibre et espace de lacets).
(1) Soit (X, xp) un espace topologique pointé. Montrer que 'application
Path(X) = {¢: I = X | p(0) = xo} = X, ¢+ ¢(1)
est une fibration avec Path(X) contractible.

(2) Soit F — E — B une fibration ou (B, by) est un espace topologique pointé connexe par arcs, ol
F := p~L(bp) est la fibre et ol E est contractible. Montrer qu’il existe une équivalence d’homotopie
faible F — QB .

INDICATION : On admettra la fonctorialité de la longue suite exacte associée a une fibration.

(3) Montrer que QP*C est homotopiquement équivalent a S*.

INDICATION : On pourra utiliser le théoréme de Moore qui affirme que I’espace de lacets d’'un CW-
complexe est homotopiquement équivalent a un CW-complexe.

(4) Calculer les groupes d’homotopie de P*C.
Voa)

Exercice 2 (Résolution fibrante).
A tout ensemble partiellement ordonné (P, <), on associe le complexe simplicial

A(P, <) = (P, {0 <+ < A})
composé des chaines 1g < - -+ < Ay d’éléments de P, pour tout k > 0.

(1) Pour tout n > 0, on considére 'ensemble totalement ordonné [n] := ({0,...,n}, <) . A quoi corres-
pond le complexe simplicial A([n]) ?

A tout complexe simplicial (V, ¥), on associe un ensemble simplicial bary(V, X) dont les k-simplexes
bary(V, X)k = {FO c---C Fk}
sont les chaines de faces F; € X et dont les applications faces et dégénérescences sont données par

di(Fp € -CFR)=F < CF_1CF1C---CF) et
si(FoC- CF)=(FyC--CERECFC--CF).

Pour tout n > 0, on considére I'image de [n] par la composée de ces deux constructions :
sd A" = bary(A([n])) .

(2) Décrire I’ensemble simplicial sd A", pour n > 0, et représenter graphiquement sa réalisation géomé-
trique |sd A?| avec sa structure cellulaire.



(3) Montrer que les applications 6;: [n — 1] — [n] et 0: [n + 1] — [n], définies par
. Jj pour j<i, . Jj pour j <i,
61' = . . . t i = . . .
v {J+1 pour j =1, et oil)) {]—1 pour j>i,
induisent une structure d’ensemble simplicial cosimplicial sur les ensembles simpliciaux sd A", pour
n > 0, par la formule

6i(Fo €+ C Fx)=(6;(Fp) €+ C6:(Fr)) et Ti(Fo €+ C Fg)=(0i(Fp) €+ Coi(Fr)) -

(4) On note cet ensemble simplicial cosimplicial par sd A®*: A — sSet . Montrer que ce foncteur s’étend
en un endofoncteur sd: sSet — sSet via le plongement de Yoneda et qu’il admet un adjoint a droite
Ex: sSet — sSet donné par Ex X := Homgsei(sd A®, X).

(5) Décrire ensemble simplicial sd (A?/dA?) et représenter graphiquement sa réalisation géométrique
|sd (A%2/8A?)| avec sa structure cellulaire. Est-ce que sd(A?/dA?) fournit une triangulation de la
sphére?

(6) Représenter graphiquement les réalisations géométriques [sd* (A?)| et [sd? (A%/A2)| avec leurs struc-
tures cellulaires. Est-ce que sd? (A%2/dA?) fournit une triangulation de la sphére ?

(7) Décrire les n-simplexes de Ex X en termes des n-simplexes de X.
INDICATION : On pourra écrire ’ensemble simplicial sd A" comme un coégalisateur de la forme

?
UAH ;> M]G_SL A" — sdA”,
ou S[,| = S;41 est 'ensemble des bijections de [n] .
(8) Pour tout n > 0, on considére le morphisme &,: sd A" — A" d’ensembles simpliciaux défini par
en(Fo €+ C Fr) = (maxFy < --- < max F) .
Montrer que c’est une équivalence d’homotopie simpliciale.

On note &, : sd A®* — A® le morphisme induit d’ensembles simpliciaux cosimpliciaux. En tirant en arriére
par ce dernier, on obtient une transformation naturelle de foncteurs 7: idsse — Ex :

nx = (gs)" : X = Homgser(A®,X) — Homgser(sd A%, X) = ExX .

(9) Montrer que, pour tout ensemble simplicial X et pour tout morphisme 1: A} — ExX, il existe un
morphisme A" — Ex? X d’ensembles simpliciaux rendant le diagramme suivant commutatif

Al —2— ExX
\l: l’]Ex}ﬁ

P\ > Ex?x.

INDICATION : On pourra admettre qu’il existe un morphisme d’ensembles simpliciaux sd A" —
Exsd A7 factorisant le morphisme nsqa» de la maniére suivante
k k

Nsa AZ
sd AZ —— > Exsd AZ’

sd A"
(10) On pose

NEx X Mex2 x

Ex""%:zcolim( Xy Exx I Ey2y BEE, ) .
Montrer que Ex™ X est un complexe de Kan, pour tout ensemble simplicial X.
(11) [BONUS] Montrer I'indication de la question (9).

(12) [BONUS] Montrer que le morphisme canonique 6: ¥ — Ex® ¥ est une équivalence faible d’homo-
topie, pour tout ensemble simplicial X, c’est-a-dire 7,(|60|): m,(|X|, x) = m,(JEx™ ¥|,|f|(x)) sont des
isomorphismes, pour n > 1 et x € |X|, et une bijection pour n = 0.
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