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Etudes à l’École Normale Supérieure de Paris
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Périodes K-théorie et Homologie cyclique

Naissance le 12 janvier 1946 en Bretagne.
1963-1965 : Classes préparatoires au lycée
Louis-le-Grand.
Reçu à l’École Normale Supérieure de Paris en 1965.

∫
−→

Examinateur : Jean-Louis Koszul.
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Etudes à l’École Normale Supérieure de Paris
Thèse à Strasbourg
Périodes K-théorie et Homologie cyclique

1965-1969 : Étude de mathématiques à l’ENS de la rue
d’Ulm.
1965 < mai 1968 < 1969

Barricade sur la rue d’Ulm.
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Etudes à l’École Normale Supérieure de Paris
Thèse à Strasbourg
Périodes K-théorie et Homologie cyclique

1969 : Arrivée à l’IRMA de Strasbourg.
Thèse avec Max Karoubi.
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Etudes à l’École Normale Supérieure de Paris
Thèse à Strasbourg
Périodes K-théorie et Homologie cyclique

Thèse d’État en 1975 à l’Université Louis Pasteur.
Années 1970 : Période “K-théorie”.

Conférence à Seattle (1972)
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Etudes à l’École Normale Supérieure de Paris
Thèse à Strasbourg
Périodes K-théorie et Homologie cyclique

Années 1980 : Période rose.
“homologie cyclique et topologie algébrique”.
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“Since 1991 I got involved in the operad theory, namely
after an enlightening lecture by Misha Kapranov in
Strasbourg. During these two decades I came across
many questions and problems.”
in "Some problems in operad theory", Proc. Int. Conf., in Nankai Series in Pure, Applied Mathematics and

Theoretical Physics, Vol. 9 (World Scientific, Singapore, 2012), 139–146.

Notion d’algèbre diassociative : étude des phénomènes de
périodicité en K-théorie algébrique.

Notion d’algèbre de Leibniz :
établir des analogues non-commutatifs des théorèmes de
l’homologie cyclique.
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L’Algèbre = “étude des opérations”.

Exemple : la somme et le produit des nombres
{

2 + 5 = 7
3 ∗ 4 = 12

Associativité :

{
(2 + 5) + 8 = 2 + (5 + 8)

(3 ∗ 4) ∗ 7 = 3 ∗ (4 ∗ 7)

Commutativité :

{
2 + 5 = 5 + 2
3 ∗ 4 = 4 ∗ 3

Distributivité :
{

(2 + 5) ∗ 3 = (2 ∗ 3) + (5 ∗ 3)
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Le produit des matrices
[

2 −1
4 7

]
∗
[

0 5
1 −2

]
=

[
−1 12
7 6

]

associatif
(M ∗ N) ∗O = M ∗ (N ∗O)

mais pas commutatif M ∗ N 6= N ∗M.

(Matrices, ∗) : algèbre associative.
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Le produit vectoriel des vecteurs de l’espace

est anti-commutatif : ~u ∧ ~v = −~v ∧ ~u
et vérifie la relation de Jacobi :

((~u ∧ ~v) ∧ ~w) = (~u ∧ (~v ∧ ~w)) + ((~u ∧ ~w) ∧ ~v) .

(Vecteurs de l’espace,∧) : algèbre de Lie.
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Définition (Jean-Louis Loday)
Une digèbre associative est un espace vectoriel A muni de
deux opérations bilinéaires

`,a : A⊗ A→ A

vérifiant les relations




(x a y) a z = x a (y a z) = x a (y ` z)

(x ` y) a z = x ` (y a z)

(x a y) ` z = (x ` y) ` z = x ` (y ` z) .

Exemple : (A, ∗, f ) algèbre associative munie d’une
application linéaire f : A→ A induit une digèbre associative

x a y := f (x) ∗ y et x ` y := x ∗ f (y) .
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Définition (Jean-Louis Loday)
Une algèbre de Leibniz est un espace vectoriel A muni d’une
opération bilinéaire

[ , ] : A⊗ A→ A

vérifiant (seulement) la relation de Jacobi

[[x , y ], z] = [x , [y , z]] + [[x , z], y ] .

Analogue non-commutatif des algèbres de Lie.
Exemple : (A, ∗,D) algèbre associative munie d’une
dérivation D(a ∗ b) = D(a) ∗ b + a ∗ D(b) de carré nul
D ◦ D = 0 induit une algèbre de Leibniz

[x , y ] := xD(y)− D(y)x .
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Relations entre ces notions

Dias

##
As

<<

""

Leib

Lie

;;

Un problème issu des applications recherchées par
Jean-Louis : décrire l’algèbre libre de type P,

V

ϕ

""

// P(V )

∃!Φ : morphisme de P-algèbres
��

A

où P = Dias ou Leib. (bien “connu” pour P = As et Lie).
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Problème : décrire les itérations d’opérations d’un certain
type.

2 ∗ (((2 + 5) ∗ 3) + ((5 ∗ 6) + 3) ∗ 7)

=︸︷︷︸
associativité , commutativité, distributivité

(2 ∗ 2 ∗ 3) + (2 ∗ 3 ∗ 5) + (2 ∗ 5 ∗ 6 ∗ 7) + (2 ∗ 3 ∗ 7)

Astuce : utiliser une représentation graphique qui
fonctionne pour toutes les algèbres d’un certain type.

7

+

2 5

1
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Relation d’associativité : 7

+

2 5

+

+
=

+

+

1

Relation de Jacobi :

1 2

3
=

1 3

2
+

1

2 3

1
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Toujours difficile de déterminer lorsque deux composées
d’opérations sont identiques (problème du mot).

Exemple : dans toute algèbre de Lie

?
=

8.4 Reduction by Filtration 277

Fig. 8.8 The diamond for the operad Lie

8.4 Reduction by Filtration

In this section, we extend to operads the “reduction by filtration” method for alge-
bras as described in Sect. 4.2. The only real new points lie in the use of the notion of
shuffle operad and in suitable orders for the free (shuffle) operad. The proofs follow
the same pattern as in Chap. 4 for associative algebras, so we skip most of them.

8.4.1 Suitable Order on Shuffle Trees

We consider the set of shuffle trees with vertices labeled by {1, . . . ,m}, where m can
be infinite. We denote it simply by T . Notice that it labels a basis of the shuffle
operad T (E), on a reduced arity-graded module such that dimEn = m, for any
n ≥ 1. We choose a bijection between this set and the set of nonnegative integers N,
with its total order. (We require the identity tree | being sent to 0.) It endows the set
of labeled shuffle trees with a total order denoted by T p . We consider the partial
shuffle products

◦i,ω : T p ×T q → T χ(σ ;p,q).

Idée : considérer toutes les composées d’opérations d’un
certain type, aux relations près

P :=



 a

a

1
`

5
a

4 2

3

1





: cela forme une opérade.

L’héritage mathématique de Jean-Louis Loday Période “Opérades” (1991-2012)



De la Bretagne aux opérades
Période “Opérades”

Héritage scientifique

Type d’algèbres
Opérades
Associaèdre

Mathématiquement, P forme une monade

P(−) : Vect → Vect .

Terminologie [Peter May, 1970] : Les opérations sont
codées par une monade = “opérade”.

Solution : la description de l’opérade P est équivalente à la
description de la P-algèbre libre P(V ).
Exemple : P = Dias,Leib.

Remarque : pour coder la symétrie des opérations, les
opérades contiennent des représentations du groupe
symétrique.
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Notion d’opérade inventée en topologie algébrique en
1970.

Opérade des petits disques

Introduction en Algèbre dans les années 1990 :

Exemple : démonstration de déformation des variétés de
Poisson (Kontsevich [1997], Médaille Fields [1998]).
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1994 : Dualité de Koszul des opérades
[Ginzburg–Kapranov].

Opérade (quadratique) P !←→ autre opérade P !

Dend

##

Dias

##
Zinb

::

$$

As

<<

""

Leib

Com

;;

Lie

;;

oo ! //
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Algèbres dendriformes : Dend = Dias!.

→ algèbre de Hopf d’arbres utilisées en physique
théorique (rénormalisation) et en combinatoire algébrique.
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Algèbres Zinbiel : Zinbiel = Leibniz!

(x .y).z = x .(y .z) + x .(z.y)

→ algèbres à puissances divisées (topologie algébrique)
et algèbres de battage.
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Théorème (Loday-Quillen-Tsygan)

Soit A une algèbre associative sur un corps de caractéristique
nulle.

HC•−1(A) ∼= Prim HLie
• (gl(A))

Théorème (Loday, Cuvier)
Soit A une algèbre associative sur un corps de caractéristique
nulle.

HH•−1(A) ∼= PrimZinb HLeib
• (gl(A))

Démonstration :
3 Structure de (co)gèbre de Zinbiel sur HLeib

• (gl(A)).
3 Généralisation du théorème de Cartier–Milnor–Moore.
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Dimension 0 :

Dimension 1 :

Dimension 2 :
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Dimension 3 :

Théorème (Jim Stasheff 1966)
Il existe un polytope de dimension n dont les sommets
correspondent aux arbres binaires planaires à n + 2 feuilles
(parenthésages d’un produit à n + 2 variables).

Problème : trouver les coordonnées à partir des arbres
pour pouvoir le dessiner.
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Pour chaque arbre t , on indice les sommets en faisant
tomber une bille entre les feuilles :

2

1

1 2

3

3 4

1

On considère les suites de nombres

M(t) := (a1b1, . . . ,anbn) ∈ Rn

ai := nombre de feuilles à gauche du sommet numéro i ,
bi := nombre de feuilles à droite du sommet numéro i .
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Exemple :

M




2

1

1 2

3

3 4

1


 = (1 ∗ 1,2 ∗ 2,1 ∗ 1) = (1,4,1) .

Lemme (Jean-Louis Loday)

a1b1 + · · ·+ anbn =
n(n + 1)

2

Donc tous les points M(t) sont dans un même hyperplan.

Théorème (Jean-Louis Loday)

L’enveloppe convexe des points M(t) est l’associaèdre.
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Dimension 3 :
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Merci pour votre attention !
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Problème de la “diagonale” de l’associaèdre.

16 Jean-Louis Loday

Proof. It is immediate to check that this composite of dgns operad morphisms
sends µ2 to µ2 ⊗ µ2, since µ2 corresponds to the 0-cell of K0. !

Proposition 3.7 If A is an associative algebra and B an A∞ algebra, then
the A∞-structure on A ⊗ B is given by

µn(a1 ⊗ b1, . . . , an ⊗ bn) = a1 · · · an ⊗ µn(b1, . . . , bn).

Proof. In the formula for ∆ we have µn = 0 for all n ≥ 3, that is, any tree
with a k-valent vertex for k ≥ 3 is 0 on the left side. Hence the only term
which is left is comb ⊗ corolla, whence the assertion. !

3.8 The first formulas

Let us give the explicit form of ∆(µn) for n = 2, 3, 4:

∆( !!
""

) = !!
"" ⊗ !!

""
,

∆
( !!!!

""""
)

=
!! !!!!

"""" ⊗
!!!!

"""" +
!!!!

"""" ⊗
""!!!!

"""" ,

∆
( #####

$$$$$

%%%%
&&&&

)
=

## ###
#####

$$$$$ ⊗
#####

$$$$$

%%%%
&&&&

+
#####

$$$$$

%%%%
&&&&

⊗
$$$$$ #####

$$$$$

+
## #####

$$$$$ ⊗
$$#####

$$$$$ −
###

#####

$$$$$ ⊗
$$$ #####

$$$$$ −
###

#####

$$$$$ ⊗
$$## #####

$$$$$ −
$$## #####

$$$$$ ⊗
$$$ #####

$$$$$ .

In this last formula the first three summands comes from the triangle
(123, 141, 321), the next two summands come from the triangle (123, 213, 321)
and the last summand comes from the last triangle (213, 312, 321). It is ex-
actly the same formula as the one obtained by Saneblidze and Umble (cf. [12]
example 1, [10] exercise 12). Topologically the diagonal of the pentagon is
approximated as a union of products of cells as follows:

!!
!!

!!
!!

!!

""
""

""
""

""
""

""
""

""
"

!!
!!

!!
!!

!!

!!
!!

!
""

""
"

""
""

"

!!
!!

!

""
""

""
""

""

!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!
!

""
""

""
""

""

⇒ A∞-algèbre ⊗ A∞-algèbre : A∞-algèbre.
Formule magique :

∆(cn) =
∑

t1≤t2,
|t1|+|t2|=|cn|

t1 ⊗ t2
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Trois noms : Jean-Louis , JLL et G.W. Zinbiel.

Extraits de la biographie de Guillaume William Zinbiel :

“En musique il préférait Mozart, surtout les premières
oeuvres, quand celui-ci signait encore Trazom. ”

“En linguistique, il précisa le lieu dans les Vosges du point
triple de la myrtille, là où se rejoignent les isoglosses
séparant "myrtille", "brimbelle" et "heidelbeere".
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“Il prétendait que l’Alsace n’est pas une variété orientable, car
l’intérieur se trouve à l’extérieur.”

“Il laissa à ses héritiers ses cahiers de notes (ceux-ci étant en
fait d’une valeur inestimable). Mais, effrayés à la fois par les
dessins ambigus (dont des triangles de toutes sortes), et les
formules abracadabrantes (qui le firent prendre pour un
alchimiste, voire un suppot du diable) ils enfermèrent ses écrits
dans un coffret.”
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“Les mathématiques m’ont apporté beaucoup de choses dans
la vie, et croiser le chemin de Dan Quillen a été un très grand
enrichissement et un réel bonheur.” JLL
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“Les mathématiques m’ont apporté beaucoup de choses dans
la vie, et croiser le chemin de Jean-Louis Loday a été un très
grand enrichissement et un réel bonheur.”
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