SUR UNE CONJECTURE DE KATO ET KUZUMAKI
CONCERNANT LES HYPERSURFACES DE FANO

OLIVIER WITTENBERG

RESUME. Nous montrons que le corps Qp et les corps de nombres totalement
imaginaires vérifient la propriété C’l1 conjecturée par Kato et Kuzumaki
en 1986. Autrement dit, si k est 'un de ces corps et f € k[zo,...,xn] est
un polynéme homogeéne de degré d < n, tout élément de k s’écrit comme
produit de normes depuis des extensions finies de k dans lesquelles f admet
un zéro non trivial. Nous établissons aussi la conjecture d’Ax sur les corps
pseudo-algébriquement clos parfaits pour les corps dont le groupe de Galois
absolu est un pro-p-groupe.

1. INTRODUCTION

La conjecture dont il est question dans le titre fut proposée en 1986 par Kato et
Kuzumaki [KK86] et porte sur les liens entre dimension cohomologique des corps,
K-théorie algébrique et hypersurfaces projectives de petit degré.

Voici son énoncé. Pour tout corps k et tout entier ¢ > 0, notons K (k) le
g-eme groupe de K-théorie de Milnor de k. Si X est un k-schéma de type fini,
notons N,(X/k) le sous-groupe de K, (k) engendré par les images des applications
norme Ny, i+ K, (k(2)) — K (k) lorsque z parcourt I'ensemble des points fermés
de X (voir [Kat80, § 1.7] pour la construction des applications norme). Rappelons
quelques exemples classiques. Le groupe N,(X/k) est le sous-groupe de K(k) = Z
engendré par I'indice de X sur k. Si X est une variété de Severi-Brauer, le groupe
N, (X/k) C K,(k) = k* est 'image de la norme réduite Nrd : A* — k*, ou A désigne
I’algebre centrale simple correspondant a X. Si X est une quadrique projective,
le groupe N;(X/k) contient k*2 et le quotient coincide avec I'image de la norme
spinorielle associée & une forme quadratique définissant X (conséquence du principe
de norme de Knebusch, cf. [Kne71], [Kne56, Satz A]). D’apres un théoréeme de
Merkurjev et Suslin, un corps parfait k£ est de dimension cohomologique < 2 si et
seulement si la norme réduite de toute algebre centrale simple sur toute extension
finie de k est surjective (cf. [Ser94, Chapitre 11, § 4.5]).

Soit ¢ > 0 un entier. Suivant [KK86], on dit que le corps k vérifie la propriété C
si pour toute extension finie k’/k, tout entier n > 1 et toute hypersurface X C P,
de degré d avec d' < n, Dégalité K (k') = N (X/K') a lieu. En ces termes, la
conjecture avancée dans [KK86] est la suivante : quels que soient les entiers i, q > 0
et le corps k, la propriété C vaut pour k si et seulement si k est de dimension < i+gq.
La notion de dimension employée ici coincide avec la dimension cohomologique si k
est parfait ; sans hypothese sur k, la dimension majore la dimension cohomologique
(voir [KK86] pour la définition générale).
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Des exemples de corps de caractéristique 0 et de dimension cohomologique ¢ ne
vérifiant pas la propriété C? furent donnés par Merkurjev [Mer91] pour i = 2 puis
par Colliot-Théléne et Madore [CTMO04] pour i = 1. Ainsi la conjecture de [KK86]
est-elle trop optimiste en toute généralité. Cependant, les contre-exemples connus
reposent tous sur le procédé de construction de grands corps par récurrence
transfinie développé par Merkurjev et Suslin (cf. [MS82, § 11.4]). La conjecture
de Kato et Kuzumaki pour les corps apparaissant naturellement en géométrie
algébrique et en arithmétique reste donc un probleme ouvert.

L’un des corps les plus simples pour lesquels la conjecture n’est pas résolue est
le corps Q,, des nombres p-adiques, qui est de dimension cohomologique 2 mais
n’est pas Cy au sens d’Artin et Lang (cf. [Ter66)). 11 vérifie la propriété C3 d’apres
Bass et Tate (cf. [Mil71, Corollary A.15]). C’est une question ouverte de savoir
si Q,, satisfait la propriété CY. L’'un des buts du présent article, atteint au § 5,
est de démontrer que Q,, vérifie la propriété Ci. Autrement dit, pour tout corps
p-adique k, tout entier n > 1 et toute hypersurface X C P} de degré d < n,
tout élément de k* s’écrit comme produit de normes depuis des extensions finies
variables k' /k telles que X (k') # @. Cette propriété concerne les hypersurfaces de
Fano. Nous montrons aussi que les corps de nombres totalement imaginaires sont
des corps C et que les corps locaux supérieurs de dimension cohomologique d et de
caractéristique résiduelle p vérifient la propriété C’f_l « hors de p » (c’est-a-dire que
pour toute hypersurface X C P} de degré < n, le quotient K;_;(k)/Ny_,(X/k)
est annulé par une puissance de p).

Tous ces énoncés, ainsi que la propriété C9 pour les corps p-adiques, avaient été
établis par Kato et Kuzumaki dans [KK86] sous la restriction que les hypersurfaces
considérées sont de degré premier (et, dans le cas des corps de nombres totalement
imaginaires, sous la restriction supplémentaire qu’elles sont lisses). Les arguments
de [KK86] reposent sur des considérations élémentaires remarquables concernant les
polyndémes homogenes et les extensions finies de corps locaux, et sur le théoréeme de
Chevalley—Warning. La méthode employée ici est différente. Notre point de départ
est la définition d’une variante de la propriété C{ étendue a tous les schémas propres
sur le corps considéré :

Définition. Soit ¢ > 0 un entier. Un corps k vérifie la propriété C{ forte si pour
toute extension finie k'/k, tout k’-schéma propre X et tout faisceau cohérent F
sur X, la caractéristique d’Euler-Poincaré x(X,E) = > (—1)"dim, H' (X, E)
annule le groupe abélien K (k')/N,(X/K').

Cette définition en termes de caractéristiques d’Euler—Poincaré est directement
inspirée de [ELW], o1 il est établi que le corps C((t)) vérifie la propriété C¥ forte et
que I'extension non ramifiée maximale d’un corps p-adique vérifie la propriété CY
forte hors de p.

Comme le quotient K (k")/N,(X/k') est annulé par le degré sur &’ de tout point
fermé de X (cf. [GS06, Remark 7.3.1]), la condition apparaissant dans la définition
de la propriété C{ forte est triviale pour les faisceaux cohérents E supportés en
dimension 0. Prenant & 'opposé pour E le faisceau structural &, on constate que
la propriété Cf forte entraine la propriété C} puisque les hypersurfaces X C P
de degré d < n vérifient x(X, &) = 1. Gréce a la souplesse laissée a la fois dans
le choix de E et dans celui de X, la propriété C{ forte se préte bien mieux aux
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dévissages que la propriété C7. C’est la flexibilité qui en résulte qui nous permettra
de généraliser les résultats de [KK86] portant sur C7.

Le plan du texte est le suivant. Au § 2, nous axiomatisons le principe de dévissage
sous-jacent & la démonstration de [ELW, Theorem 3.1]. Une premiére application
en est donnée au § 3 : nous y démontrons la conjecture d’Ax sur les corps pseudo-
algébriquement clos parfaits dans le cas ou le groupe de Galois absolu du corps
considéré est un pro-p-groupe (la conjecture était précédemment connue pour les
corps de caractéristique 0, pour les corps contenant un corps algébriquement clos et
pour les corps de groupe de Galois absolu abélien). Nous démontrons aussi au § 3
que les corps finis vérifient la propriété CY forte; cet énoncé servira par la suite de
substitut pour le théoréme de Chevalley—Warning. Le § 4 est consacré & un théoréme
de transition pour la propriété C{ forte. De ce théoréme et de la propriété CY forte
pour les corps finis, il résulte que le corps Q,, vérifie la propriété C1 forte hors de p.
Le § 5 contient les raffinements géométriques nécessaires a la démonstration de la
propriété C+ en p pour Q,- Au § 6 nous établissons, a I'aide des résultats des § 4
et 5 et d’un théoréme de Kato et Saito, la propriété C pour les corps de nombres
totalement imaginaires. Enfin, le § 7 contient quelques compléments, remarques et
questions ouvertes, y compris notamment une solution au probleme [KK86, § 5,
Problem 1], dans le cas ¢ = 1, pour les corps hilbertiens.

Remerciements. Une partie des idées qui interviennent dans la preuve de la
conjecture C] pour les corps p-adiques ont pour origine larticle [ELW], écrit
en commun avec Hélene Esnault et Marc Levine et qui concernait 'indice des
variétés sur le corps des fractions d’un anneau de valuation discrete hensélien a
corps résiduel algébriquement clos. Je leur suis reconnaissant pour les échanges
que nous avons eus lors de cette collaboration. Je remercie d’autre part Hélene
Esnault de ses encouragements amicaux et de nos discussions sur la conjecture C§
pour les corps p-adiques, Philippe Gille de ses réponses a mes questions sur
les groupes de normes d’espaces homogenes de groupes linéaires, Olivier Benoist
d’utiles discussions concernant le § 7.2, Dan Abramovich de ses explications sur le
lemme 7.5 et les rapporteurs de leur lecture trés attentive.

Conventions. Si X est un schéma de type fini sur un corps k, 'indice de X sur k
est le pged des degrés des points fermés de X. La notation K (k) désigne le g-éme
groupe de K-théorie de Milnor (cf. [Mil70], [GS06, Chapter 7]) et N (X/k) C K (k)
le g-eme groupe de mormes de X sur k, c’est-a-dire le plus petit sous-groupe
de K, (k) contenant Ny, (K, (k(z))) pour tout point fermé = de X. Rappelons
que Ky(k) = Z et K;(k) = k*. Si X n’est pas vide, l'indice de X sur k est l'ordre
du quotient K (k)/Ny(X/k).

2. PRINCIPE DE DEVISSAGE

La proposition 2.1 ci-dessous replace dans un cadre général les arguments de
dévissage employés dans [ELW]. Nous nous en servirons & de nombreuses reprises
dans les § 3 a4 7.

Proposition 2.1. Soit k un corps. Soit P une propriété des k-schémas propres.
Supposons donné, pour chaque k-schéma propre X, un entier ny € Z. Supposons
les trois conditions suivantes satisfaites :

(1) Pour tout morphisme de k-schémas propres Y — X, Uentier ny divise ny .
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(2) Pour tout k-schéma propre X vérifiant P, Uentier ny divise x(X, Ox).
(8) Pour tout k-schéma propre et intégre X, il existe un k-schéma propre Y

vérifiant P et un k-morphisme f :' Y — X tel que les entiers X(Yn,ﬁyn)
et nx soient premiers entre euz, ou Y, désigne la fibre générique de f.

Alors pour tout k-schéma propre X et tout faisceau cohérent E sur X, Uentier ny
divise x(X, E).

Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimension du schéma X apparais-
sant dans la conclusion de la proposition. La conclusion étant satisfaite pour X vide,
on peut la supposer satisfaite par tout k-schéma propre de dimension < dim(X).
Par ailleurs, comme le groupe de Grothendieck G(X) des faisceaux cohérents sur X
est engendré par les classes des faisceaux 0, lorsque Z parcourt 'ensemble des sous-
schémas fermés integres de X (cf. [BS58, § 8, Lemme 17], [Ber71, Proposition 1.1]),
il suffit de montrer que ny divise x(Z, &) pour tout tel Z. Quitte & remplacer X
par Z, on peut, grice & la propriété (1) appliquée a I'inclusion de Z dans X, supposer
que X est intégre et que E = 0. Soit alors f : Y — X donné par la propriété (3).
Tout faisceau cohérent sur un schéma noethérien réduit étant génériquement libre,
il existe un ouvert dense U C X tel que la restriction de RYf, 0y a U soit libre pour
tout ¢ > 0. Notons i : C'— X l'inclusion du sous-schéma fermé réduit C' = X \ U.
D’apreés la suite exacte de localisation pour le groupe G,(X), il existe un faisceau
cohérent virtuel F' sur C tel que

(2.1) SR, 0y] = x(Y,, Oy, ) (O] + 1. F),

920
ou les crochets désignent les classes dans G(X) (cf. [BS58, § 8, Proposition 7]).
Il s’ensuit que

(22) X(Ya ﬁY) :X(YnaﬁYn)X(Xv ﬁX)"’X(CaF)

(loc. cit., § 5d). L’entier ny divise x(Y, Oy ) d’aprés (2), lentier n divise x(C, F)
par hypothése de récurrence; enfin, 'entier ny divise ny et no d’apres (1).
Comme nx et x(Y,, Oy, ) sont premiers entre eux, on conclut ainsi de (2.2) que ny
divise x(X, O). O

Remarques 2.2. (i) Dans toutes les situations ol nous appliquerons la proposi-
tion 2.1, le morphisme f : Y — X de la propriété (3) sera génériquement fini et
dominant. Pour un tel morphisme, on a x(Y,, Oy, ) = deg(f).

(i) Si lon sait seulement que les propriétés (1) a (3) sont satisfaites pour les
schémas X de dimension < d, ou d est un entier fixé, la preuve ci-dessus assure
tout de méme la validité de la conclusion de la proposition 2.1 pour les k-schémas
propres X de dimension < d.

Ezxemple 2.3. Soit R un anneau de valuation discrete hensélien excellent, de corps
des fractions K, de corps résiduel algébriquement clos. Soit ¢ un nombre premier
inversible dans R. Si X est un K-schéma propre, notons n y la plus grande puissance
de ¢ divisant I'indice de X sur K si X est non vide, ou 0 sinon, et disons que X
possede la propriété P s’il existe un R-schéma régulier, propre et plat de fibre
générique isomorphe & X . La propriété (1) est évidente, la propriété (3) est satisfaite
d’aprés un théoreme de Gabber et de Jong [I1108, Theorem 1.4] et la propriété (2)
est [ELW, Theorem 2.1]. La proposition 2.1 permet donc de retrouver [ELW,
Theorem 3.1].
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3. UNE APPLICATION A LA CONJECTURE D’AX

Rappelons qu’un corps k est pseudo-algébriquement clos si tout k-schéma de
type fini géométriquement intégre posséde un point rationnel (cf. [Ax68], [FJ08]).
D’apres une conjecture d’Ax, tout corps pseudo-algébriquement clos parfait devrait
étre Cy au sens de [Lan52]. Cette conjecture est démontrée pour les corps de
caractéristique 0 (Kolldr [Kol07]), pour les corps contenant un corps algébriquement
clos (Denef-Jarden—Lewis [DJL83]) et pour les corps dont le groupe de Galois absolu
est abélien (Ax [Ax68, Theorem D]). Nous allons voir qu’une simple application du
principe de dévissage du § 2 permet d’établir la conjecture d’Ax pour les corps dont
le groupe de Galois absolu est un pro-p-groupe (non nécessairement abélien).

Théoréme 3.1. Soit p un nombre premier. Soit k un corps dont le groupe de Galois
absolu soit un pro-p-groupe. Si X C P} est une hypersurface de degré d < n, il existe
un fermé W C X géométriquement irréductible sur k.

Corollaire 3.2. Soit p un nombre premier. Tout corps pseudo-algébriquement clos
parfait dont le groupe de Galois absolu est un pro-p-groupe est un corps Cj.

Nous allons déduire le théoreme 3.1 de la proposition suivante. Si k est un corps
et W un k-schéma inteégre, notons ky, la fermeture algébrique de k dans k(WW).
Si X est un k-schéma de type fini, notons iy le pged des degrés [kyy : k] lorsque W
parcourt I’ensemble des sous-schémas fermés integres de X.

Proposition 3.3. Pour tout corps k, tout schéma X propre sur k et tout faisceau
cohérent E sur X, Uentier iy divise x(X, E).

Démonstration. Fixons le corps k. Si X est un k-schéma propre, posons ny = iy
et notons P la propriété, pour X, d’étre irréductible et normal. La propriété (1)
de la proposition 2.1 est évidente. La propriété (3) l'est aussi : prendre pour f le
morphisme de normalisation. Considérons la propriété (2). Soit X un k-schéma
propre, irréductible et normal. Comme le k-schéma X est normal, il possede
naturellement une structure de ky-schéma. La formule

(3.1) dimy, (V) = [ky : k] dim,,, (V)

valable pour tout ky-espace vectoriel V' de dimension finie, entraine que [ky : k]
divise x(X,Oy). Par conséquent iy divise bien x(X, ). La proposition 2.1
permet de conclure. ([l

Démonstration du théoréme 3.1. Soit k un corps. Soit X C P} une hypersurface
de degré d < n. Une telle hypersurface vérifie x(X, Oy ) = 1. Il existe donc, d’apres
la proposition 3.3, un fermé irréductible W C X tel que le degré de ’extension
finie kv, /k soit premier & p. Si le groupe de Galois absolu de k est un pro-p-groupe,
Pextension ky;,/k est alors purement inséparable; de fagon équivalente, le fermé W
est géométriquement irréductible sur k (cf. [Gro65, Proposition 4.5.9]). O

Corollaire 3.4. Soit k un corps pseudo-algébriquement clos parfait. Toute hyper-
surface X C P} de degré d < n est d’indice 1.

Démonstration. Soit p un nombre premier. Notons k une cléture algébrique de k.
D’aprés le corollaire 3.2 appliqué au sous-corps de k fixe par un p-groupe de Sylow
de Gal(k/k), Phypersurface X acquiert un point rationnel aprés une extension des
scalaires de degré premier & p. Par conséquent, 'indice de X est premier a p. [
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Une autre conséquence de la proposition 3.3 est la validité de ’énoncé [ELW,
Theorem 3.1] non seulement pour le corps C((¢)) mais aussi pour les corps finis.

Corollaire 3.5. Soit k un corps fini. Pour tout k-schéma propre X et tout faisceau
cohérent E sur X, Uindice de X sur k divise x(X, E).

Démonstration. Lorsque k est un corps fini, I'entier iy coincide avec I'indice de X
sur k. En effet, tout sous-schéma fermé integre W de X contient un ouvert dense
géométriquement irréductible sur ky,. Un tel ouvert est d’indice 1 sur le corps
fini ky, d’apres Lang—Weil-Nisnevic¢ (cf. [LW54], [Nis54]) ; I'indice de X sur k divise
donc [ky, : k]. O

Nous nous servirons du corollaire 3.5 aux § 4 a 6.

4. THEOREME DE TRANSITION POUR LA PROPRIETE C] FORTE

Définition 4.1. Soit ¢ > 0 un entier. Soit ¢ un nombre premier. Un corps k vérifie la
propriété Cf forte (resp. la propriété C{ forte en ¢, 1a propriété C{ forte hors de ¢) si
pour toute extension finie &'/ k, tout k’-schéma propre X et tout faisceau cohérent F
sur X, la caractéristique d’Euler—Poincaré x(X,E) = Y (—1)'dim, H' (X, E)
annule le groupe abélien K (k')/N, (X/k') (resp. annule son sous-groupe de torsion
(-primaire, son sous-groupe de torsion premiére & £).

Kato et Kuzumaki [KK86, Theorem 1] ont démontré que si R est un anneau de
valuation discréte hensélien excellent dont le corps résiduel k vérifie la propriété Cg
pour un entier ¢ > 1 et si d est un nombre premier inversible dans R, alors la
propriété Cf_l(d) pour k implique la propriété C{(d) pour le corps des fractions
de R, ott C?7'(d) et C¥(d) désignent les propriétés C?~' et C? restreintes aux
hypersurfaces de degré d. C’est une question ouverte de savoir si le méme énoncé
reste vrai sans 'hypothese que d est premier. Nous montrons dans ce paragraphe que
la situation est plus favorable pour la propriété C7 forte hors de la caractéristique
de k : elle vérifie un théoreme de transition sans restriction sur les schémas
considérés.

Théoréme 4.2. Soit R un anneau de valuation discréte hensélien excellent de corps
des fractions K, de corps résiduel k. Soit £ un nombre premier inversible dans R.
Soit ¢ > 1 un entier. Si k vérifie la propriété C’f*l forte en € et la propriété C§
en £, alors K vérifie la propriété Ci forte en (.

Remarques 4.3. (i) Par définition, le corps k vérifie la propriété C§ en ¢ si et
seulement si pour toute extension finie k'/k et toute extension finie k”/E', la
{-torsion du groupe K (k")/Ny /s (K, (k")) est nulle. Selon la conjecture de Bloch—
Kato, établie par Rost et Voevodsky, cette propriété est satisfaite, pour ¢ inversible
dans k, si et seulement si cd,(k) < ¢ (cf. [KK86, Lemma 7]).

(ii) Indépendamment de ce résultat, Kato [Kat80, § 3.3] avait démontré que
si k vérifie la propriété CJ en £, alors K vérifie la propriété CZ™' en £. Ainsi, les
hypotheses du théoreme 4.2 se transmettent de k a K : si k vérifie les propriétés C’f*l
forte en £ et CZ en £, alors K vérifie les propriétés Cf forte en £ et CI™ en 4.

Démonstration du théoreme 4.2. Les hypotheses du théoréme portant sur R et
sur k restant satisfaites si 'on remplace K par une extension finie K’ et R par
sa fermeture intégrale dans K’ (cf. [Ser68, Chapitre I, § 4, Proposition 9], [Gro65,
Scholie 7.8.3 (vi)], [Gro67, Proposition 18.5.9 (ii)]), il suffit de démontrer que pour
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tout K-schéma propre X et tout faisceau cohérent E sur X, le sous-groupe de
torsion /(-primaire de K (K)/N,(X/K) est annulé par x(X, E).

Pour tout K-schéma propre X, notons ny la plus grande puissance de ¢
divisant I'exposant du groupe K (K)/N,(X/K) si X est non vide ou 0 si X
est vide, et convenons que X possede la propriété P s’il existe un R-schéma
irréductible, régulier, propre et plat de fibre générique isomorphe a X. Il suffit, pour
établir le théoréeme, de vérifier les hypotheses (1), (2), (3) de la proposition 2.1.
La propriété (1) est évidente. Comme dans lexemple 2.3, la propriété (3) est
satisfaite grace au théoréme de Gabber et de Jong [I1108, Theorem 1.4], applicable
parce que ¢ est inversible dans R. Reste la propriété (2). Pour la vérifier, fixons
un R-schéma 2 irréductible, régulier, propre et plat, posons X = 2 ®p K et
montrons que ny divise x(X, Ox).

Rappelons que I'on dispose d'une application résidu 0 : K, (K) — K, (k).
Celle-ci est surjective et son noyau est le sous-groupe U, (K) C K, (K) engendré
par les symboles {uy,...,u,} ou les u; sont des éléments de R* (cf. [GS06,
Proposition 7.1.7]). L’application 0 induit une suite exacte de groupes abéliens
d’exposant fini

Wy o U, (K) K(K) o Ky ()
| UKINN,(XTK) — NXTK) 0N, (X/K))

Notons Y = 2 ®p k la fibre spéciale de 2. La multiplicité de Y est le plus
grand entier m tel que Y soit divisible par m en tant que diviseur sur 2 .

Lemme 4.4. La multiplicité de Y annule le sous-groupe de torsion £-primaire du
groupe abélien U, (K)/(U,(K)N N, (X/K)).

Démonstration. Notons m lidéal maximal de R. Rappelons que le sous-groupe
U,(K) C K, (K) engendré par les symboles {xy,...,z,} ot 2;,...,z, € K* sont
tels que ¥; € 1+ m est contenu dans U, (K) et que I'on dispose d'un isomorphisme
canonique U, (K)/U}(K) = K, (k) (loc. cit.). De plus, si K'/K est une extension
finie, la norme Ny : K (K') = K (K) envoie U,(K’) dans U,(K) et U;(K’)
dans U, (K) et Dapplication induite U,(K')/U}(K') — U,(K)/U;(K) s’identifie
a eNp + K(k') — K (k), ot k" désigne le corps résiduel de K’ et e l'indice
de ramification de K’/K (cf. [Kat80, § 3.3]). Comme k vérifie par hypothese la
propriété G en ¢, la torsion (-primaire du groupe K, (k)/e Ny /(K (k') est annulée
par e. D’autre part, comme ¢ est inversible dans R, le groupe 1 + m, et donc le
groupe Uql(K ), est divisible par ¢. Vu la suite exacte

(42) Uql(K) E— Uq(K)/NK’/K(Uq(K/)) E— Kq(k)/eNk’/k(Kq(k/)) —0,

dont les deux termes de droite sont d’exposant fini, il s’ensuit que les exposants
des groupes U, (K)/Ng: (U, (K")) et K (k)/eNy (K, (k")) ont méme valuation
(-adique. En conclusion, le groupe (U, (K)/NK,/K(Uq(K’))) ®yz Z, est annulé
par e pour toute extension finie K’'/K d’indice de ramification e. Si maintenant
K' = K(x) pour un point fermé = de X, alors Ny, (U, (K")) C U, (K)NN,(X/K).
Ainsi le groupe (U, (K)/(U,(K) N N,(X/K))) ® Z, est-il annulé par le pged des
indices de ramification des extensions finies K (x)/K lorsque x parcourt I’ensemble
des points fermés de X. Il suffit donc, pour conclure, de montrer que ce pged divise
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la multiplicité de Y a une puissance de p pres, ou p désigne la caractéristique de k.
Mais cela résulte de [BLR90, § 9.1, Corollary 9 et Lemma 4]. O

Etudions & présent le groupe apparaissant & droite dans (4.1).
Lemme 4.5. On a O(N,(X/K))= N, ;(Y/k).

Le lemme 4.5 vaut sans hypothese sur k. Pour le démontrer, nous aurons besoin
du lemme géométrique suivant.

Lemme 4.6. Soit 2" un schéma régulier, plat et de type fini au-dessus d’un anneau
de wvaluation discréte hensélien excellent R de corps des fractions K, de corps
résiduel k. Notons X = 2 @p K et Y = 2 Qg k. Si k est infini, alors pour tout
point ferméy € Y, il existe un point fermé x € X tel que lextension finie K(x)/K
ait pour extension résiduelle k(y)/k.

Démonstration. Soit y € Y un point fermé. Notons f : 2] — 2 le schéma obtenu
en faisant éclater le point y. Comme 2~ est régulier, la fibre de f en y est un espace
projectif. Comme de plus k est infini, elle contient un point y; ayant méme corps
résiduel que y et n’appartenant a aucune autre composante irréductible de 2] Q@ k.
Quitte a remplacer 2~ par 27 et y par y;, on peut donc supposer le schéma Y, 4
régulier en y.

Soit alors t € Oy, tel que le diviseur YV,.q C 2 ait pour équation ¢ =0
au voisinage de y. Comme ¢ n’est pas un diviseur de zéro dans 0, , et comme

Oy.,/(t) = Oy, , est un anneau régulier, "élément ¢ fait partie d'un systeme
régulier de parametres (, f, ..., f,) de 04, (cf. [Gro64, Corollaire 17.1.8 et Pro-
position 17.1.7]). L’anneau R' = Oy, /(f1,- .-, f,) est local, noethérien, régulier,

de dimension 1 : ¢’est un anneau de valuation discréte. Notons 7 une uniformisante
de R. Comme il existe m > 1 tel que t™ € 704 ,, I'image de 7 dans R’ est
non nulle, de sorte que R’ est plat sur R. D’autre part, comme R est hensélien,
comme R’ est une R-algebre locale essentiellement de type fini et comme R’ ®p k
est de dimension finie sur k, la R-algébre R’ est finie (cf. [Gro67, Théoréme 18.5.11
c']). En particulier, le morphisme canonique Spec(R’) — 2 est une immersion
fermée et envoie le point générique de Spec(R’) sur un point fermé x € X. Le corps
résiduel de R’ étant k(y), le lemme est prouvé. O

Les arguments du second paragraphe de la preuve du lemme 4.6 sont ceux de
[BLR90, § 9.1, Corollary 9].

Démonstration du lemme 4.5. L'inclusion (N, (X/K)) C N,_;(Y/k) résulte tout
de suite de la compatibilité de la norme avec le résidu (cf. [GS06, Proposition 7.3.9]),
compte tenu de ce que si x € X est un point fermé et si y désigne 'unique point
fermé de Y appartenant a I'adhérence de = dans 2, 'extension k(y)/k se plonge
dans l'extension résiduelle de K (x)/K.

Si k est infini, le lemme 4.6, la compatibilité de la norme avec le résidu et la
surjectivité de I'application résidu entrainent ensemble I'inclusion réciproque.

Il reste a établir 'inclusion N,_;(Y/k) C 9(N,(X/K)) lorsque k est fini. Soit
a € N, ,(Y/k). Le groupe K, ;(k)/0(N,(X/K)) étant d’exposant fini (cf. (4.1)),
il existe n > 1 tel que na € (N, (X/K)). Soit k = ky C k; C --- une suite
d’extensions finies de k de degrés premiers a n, telle que le corps k' = Ui>0 k;
soit infini. Relevons-la en une suite R = Ry C R; C --- de R-algebres finies
étales, posons R’ = |J;5, R; et notons K; le corps des fractions de R; et K’ celui
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de R'. Le corps k' étant infini, on a N, (Y @ k'/k') C O(N,(X @k K'/K')).
Il existe donc i > 0 tel que I'image a; de o dans N, (Y ®, k;/k;) appartienne &
I(N,(X®kK;/K;)). Comme Ny /. (O(N(X@gK;/K;))) C O(N,(X/K)) et comme
Ny jilag) = [k; : kla, il sensuit que [k; : kJa € O(N,(X/K)). D'ott finalement

a € O(N,(X/K)) puisque [k; : k] et n sont premiers entre eux. O

Nous sommes en position de conclure la preuve du théoreme 4.2. Notons m la
multiplicité de Y et D le diviseur effectif sur 2" tel que Y = mD. Notons encore D
le sous-schéma fermé de 2" défini par le faisceau d’idéaux €4 (—D). Comme D
est un k-schéma propre et comme le corps k vérifie la propriété C{Fl forte en £, le
sous-groupe de torsion {-primaire de K,_;(k)/N,_,(D/k) est annulé par x(D, Op).
Or K, 1(k)/N,_1(D/k) = K, 1(k)/N,_1(Y/k) puisque D 4 = Y,oq. Il s’ensuit,
grace au lemme 4.5, que x(D, &) annule le sous-groupe de torsion ¢-primaire du
dernier terme de (4.1). D’autre part, d’aprés le lemme 4.4, lentier m annule le
sous-groupe de torsion ¢-primaire du premier terme de (4.1). Par conséquent ny
divise le produit mx(D, €p). Enfin, il est établi dans [ELW, Proposition 2.4] que
X(X, 0x) = mx(D, Op) (conséquence du théoréme de Snapper—Kleiman). Ainsin
divise-t-il x(X, Oy ), comme il fallait démontrer. O

Corollaire 4.7. Soient n un entier naturel et p un nombre premier.
(1) Sin>1, le corps C((z,))--- ((,)) vérifie la propriété C7~" forte.
(2) Le corps ¥ ((x1)) -~ ((x,,)) vérifie la propriété CT forte hors de p.
(3) Le corps Q,((xy1)) -~ ((x,,)) vérifie la propriété O forte hors de p.

Démonstration. Les corps finis et le corps C((t)) vérifient la propriété C} d’apres
[Ser68, Chapitre X, § 7, Proposition 11]. D’autre part, ils vérifient la propriété CY
forte d’apres le corollaire 3.5 et d’aprés [ELW, Theorem 3.1]. Le corollaire 4.7
en résulte par une application répétée du théoreme 4.2, compte tenu de la re-
marque 4.3 (ii). O

Ezemple 4.8. D’apres le corollaire 4.7, le corps k = C(())((y)), qui est de dimension
cohomologique 2, vérifie la propriété C} de Kato et Kuzumaki, confirmant ainsi pour
ce corps la conjecture de [KK86, § 1]. Auparavant, seul le cas des hypersurfaces
de degré premier était connu (loc. cit., § 3). Remarquons que le corollaire 4.7
prédit Dégalité k* = N;(X/k) pour les hypersurfaces X C P} de degré d sous
une hypothese strictement plus faible que d < n; il en va par exemple ainsi des
surfaces sextiques dans P$ (cf. [ELW, Lemma 4.3, Example 4.6]).

Ezemple 4.9. D’apres le corollaire 4.7, le corps Q,, vérifie la propriété C1 forte hors
de p. Il vérifie donc la propriété Ci de Kato et Kuzumaki « hors de p » ; cela n’était
auparavant connu que dans le cas des hypersurfaces de degré premier (cf. [KK86,
§ 3]). Nous montrerons au § 5 que ce corps vérifie aussi la propriété Ci en p. Quant
a la propriété C} forte hors de p pour Q,, elle nous servira au § 6.

Remarques 4.10. (i) L’hypothése que £ est inversible dans R a été utilisée a
deux reprises dans la preuve du théoréme 4.2 : une premiere fois pour appliquer
le théoréeme de Gabber—de Jong, une autre fois dans la preuve du lemme 4.4.
Néanmoins, si k est parfait de caractéristique p > 0, le lemme 4.4 reste valable
lorsque ¢ = p. En effet, si K'/K est une extension finie, si e désigne 'indice de
ramification de K'/K, si K;/K est la plus grande sous-extension non ramifiée
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de K'/K et si k est parfait, alors e = [K’' : K,]. Il s’ensuit que le groupe
Uy(Ko) /Ny, (Ug(K')) est annulé par e. D’autre part, comme 'extension K,/K
est non ramifiée, on a U, (K) C Ng, /i (U,(K,)) (d’aprés [Ser68, Chapitre IV, § 1,
Proposition 3] et la formule de projection) ; comme de plus k vérifie la propriété C¢
en ¢, la suite exacte (4.2) associée a l'extension K,/K montre que la ¢-torsion du
groupe U, (K)/Ng, (U, (Ky)) est nulle. Ces remarques impliquent que e annule
le sous-groupe de torsion (-primaire de U (K)/Ng/ k(U (K')). La suite de la
démonstration du lemme 4.4 reste inchangée.

(ii) Si Pon convient que K_;(k) = 0, on peut autoriser ¢ = 0 dans I’énoncé du
théoréme 4.2. La preuve se simplifie ; on retrouve ainsi [ELW, Theorem 3.1].

(iii) Compte tenu de existence de résolutions des singularités pour les schémas
excellents de dimension < 2 (cf. [Lip78]) et des remarques 2.2 (ii) et 4.10 (i), le
corps Q,, vérifie aussi la propriété C} forte en p restreinte aux schémas de dimen-
sion < 1. Ainsi par exemple, si X est une courbe propre de genre arithmétique 2
sur Q,, le groupe N;(X/Q,,) est égal & Q;, tout entier.

5. LES CORPS p-ADIQUES SONT C7

Bien que, comme nous l'avons vu au § 4, le corps Q,, vérifie la propriété o
forte hors de p, nous ne savons pas s’il vérifie en toute généralité la propriété C}
forte, faute de disposer de la résolution des singularités pour les schémas de type
fini sur Z,,. Le but de ce paragraphe est de démontrer que Q,, satisfait néanmoins
la propriété C}, confirmant ainsi une conjecture de Kato et Kuzumaki.

Définition 5.1. Soit K le corps des fractions d’'un anneau de valuation discréte
hensélien excellent. Si X est un schéma de type fini sur K, l'indice résiduel de X
sur K est le pged des degrés résiduels des extensions finies K(x)/K lorsque z
parcourt I’ensemble des points fermés de X.

L’indice résiduel de X sur K divise I'indice de X sur K. Avec les notations du § 4,
on voit aisément que si X est non vide, I'indice résiduel de X sur K est 'ordre du
groupe cyclique K,(k)/0(N;(X/K)).

Théoréme 5.2. Soit K un corps p-adique, c’est-a-dire une extension finie de Q,,.
Pour tout K-schéma propre X et tout faisceau cohérent E sur X, Uindice résiduel

de X sur K divise x(X, E).

Le point clef de la démonstration du théoreme 5.2 consiste a vérifier que le
lemme 4.5 (resp. le lemme 4.6) reste valable en présence de singularités quotient,
du moins lorsque k est un corps fini (resp. une extension algébrique infinie d’un
corps fini, ou plus généralement un corps pseudo-algébriquement clos). C’est le
contenu du lemme 5.3 ci-dessous.

Démonstration du théoréme 5.2. Notons R 'anneau des entiers de K et k le corps
résiduel de R. Convenons qu'un K-schéma propre X possede la propriété P s’il
existe un groupe fini G et un R-schéma 2"/ irréductible, régulier, projectif et plat,
muni d’une action de G (étant entendu que le morphisme 2~ — Spec(R) est
équivariant pour Paction triviale de G sur R), tels que X soit isomorphe a la fibre
générique de 2" = 27 /G au-dessus de R. Cette définition est motivée par le lemme
suivant.
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Lemme 5.3. Soit G un groupe fini. Soit Z' un R-schéma régulier, projectif et plat,
muni d’une action de G. Notons " = 27 /G le quotient et posons X = Z @p K
etY = Z ®p k. Alors Uindice résiduel de X sur K est égal a l'indice de Y sur k.

Démonstration. Si z € X est un point fermé et si y désigne 'unique point fermé
de Y appartenant a 'adhérence de x dans 2, le degré de y divise le degré résiduel
de x. Par conséquent, I'indice de Y sur k divise 'indice résiduel de X sur K. Pour
établir la divisibilité réciproque, fixons un point fermé y € Y et montrons que
Iindice résiduel de X sur K divise le degré de y.

Notons ¢ : 2" — 2" le morphisme canonique et f’ : 27 — 2" le schéma obtenu
en faisant éclater ¢! (y),.q dans 2. Le groupe G agit naturellement sur 27 et le
morphisme f’ est G-équivariant. Posons 2] = 27 /G et notons ¢, : 27 — 2] le
morphisme canonique et f : 27 — £ le morphisme induit par f’. Notons de plus
E' = "1 a  (Y)rea) C 27 et E=q,(E') C 2;.

Comme 27 et ¢ '(y),.q sont réguliers, le diviseur exceptionnel E’ est un
espace projectif au-dessus de ¢ 1(y),.q- En particulier, si L désigne un corps
algébriquement clos contenant k(y), les composantes irréductibles de E'® k(y) L sont
en bijection avec les L-points de ¢~*(y). Or G agit transitivement sur ¢~ (y)(L)
(cf. [KM85, Corollary AT7.2.2]). Par conséquent (E' ®j,y L)/G est un schéma
irréductible. Comme (E' ®y,) L)/G = (E'/G) @y, L, on conclut que E'/G est
géométriquement irréductible sur k(y), puis que E est géométriquement irréductible
sur k(y), étant donné que E est 'image de E'/G dans 2.

Le fermé E C 27 est de codimension 1 puisque ¢; est fini et que E’ est de
codimension 1 dans 27 (cf. [Gro65, Proposition 5.4.2]). Par ailleurs, comme 27
est normal, le schéma 2] est normal; en particulier, il est régulier en dehors d’un
fermé de codimension > 2 (op. cit., Corollaire 6.12.6). Il existe donc un ouvert dense
E° C E tel que 2] soit régulier en tout point de E°. Quitte a rétrécir E°, on peut
supposer E° régulier et disjoint de toute composante irréductible de Y; = 2] @z k
autre que E.

Le corps k(y) étant fini et la variété E° géométriquement irréductible sur k(y),
il existe, d’apres les bornes de Lang—Weil-Nisnevi¢ (cf. [LW54], [Nis54]), un point
fermé y° € E° tel que [k(y°) : k(y)] soit premier & l'indice résiduel de X sur K.
Par construction de E, les schémas 2] et (Y]),eq sont réguliers en 4°. La seconde
partie de la démonstration du lemme 4.6 s’applique donc mot a mot et fournit un
point fermé x € X = 27 ® K tel que I'extension finie K (x)/K ait pour extension
résiduelle k(y°)/k. 1l s’ensuit que l'indice résiduel de X sur K divise [k(y) : k],
comme il fallait démontrer. (]

Pour conclure la démonstration du théoréeme 5.2, vérifions les propriétés (1)
a (3) de la proposition 2.1, en notant ny l'indice résiduel de X sur K pour tout
K-schéma propre X. La propriété (1) est évidente. La propriété (2) résulte de
la combinaison du lemme 5.3 et du corollaire 3.5, en remarquant que dans la
situation du lemme 5.3, on a x(X,Ox) = x(Y, Oy ) puisque 2 est plat sur R.
Montrons la propriété (3). Si X est un K-schéma propre et intégre, notons K la
fermeture algébrique de K dans K (X) et X; la normalisation de X. Le schéma X,
est naturellement un K-schéma propre, integre et géométriquement irréductible.
Comme K est de caractéristique nulle, la version équivariante du théoreme de
de Jong [dJ97, Theorem 5.9] appliquée & un modele propre de X; au-dessus
de l'anneau des entiers de K, fournit une modification de X, c’est-a-dire un
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schéma inteégre muni d’un morphisme propre et birationnel vers X, qui possede
la propriété P. O

Corollaire 5.4. Soit K un corps p-adique. Soient X un K-schéma propre et E
un faisceau cohérent sur X. Notons K™ [’extension non ramifiée mazimale de K.
Si X (K™) # @, le groupe K* /N, (X/K) est annulé par x(X, E).

Démonstration. La norme étant surjective sur les unités dans toute extension finie
non ramifiée de corps p-adiques, 'hypothése X(K™) # @& assure que le terme
de gauche de la suite exacte (4.1) pour ¢ = 1 est nul. Le terme de droite étant
par ailleurs annulé par l'indice résiduel de X sur K, le théoréme 5.2 permet de
conclure. O

Corollaire 5.5. Les corps p-adiques sont Ci.

Démonstration. Les hypersurfaces X C P™ de degré d < n vérifient x(X,0x) =1
et possedent un point sur I’extension non ramifiée maximale de tout corps p-adique
d’aprés un théoréme de Lang (cf. [Lan52]). Le corollaire 5.4 s’applique. O

Kato et Kuzumaki avaient établi le corollaire 5.5 pour les hypersurfaces de degré
premier (cf. [KK86, § 3, Corollary 1]) et conjecturé sa validité en général (op. cit.,
§ 5, Problem 3).

Corollaire 5.6. Si K est un corps p-adique et X un espace homogéne d’un groupe
algébrique linéaire conneze sur K, alors K* = N (X/K).

Dans cet énoncé, 'espace X n’est supposé ni projectif ni principal homogene.

Démonstration. Soit X C X' une compactification lisse de X. Comme la variété X’
est géométriquement unirationnelle (cf. [Chebd)), elle vérifie x(X',Ox/) = 1. Elle
admet par ailleurs un point dans I’extension non ramifiée maximale de K d’apres
un théoréeme de Springer et Steinberg, cette extension étant un corps de dimension
cohomologique 1 (cf. [Ser94, Chapitre III, § 2.3 et § 2.4]). Le corollaire 5.4 entraine
donc que K* = N;(X’'/K). D’autre part, d’aprés le théoréeme des fonctions
implicites, la lissité de X’ implique que X (L) est dense dans X’'(L) pour toute
extension finie L/ K, de sorte que N, (X'/K) = N;(X/K). O

Remarque 5.7. De fagon générale, quel que soit le corps k, les groupes IV, (X/k) sont
des invariants birationnels des k-schémas lisses de type fini. En effet, si X est un
ouvert dense d’un tel schéma X', si z € X’ est un point fermé, si C C X'®, k(z) est
une courbe réguliere passant par = et rencontrant X et si Z C CN (X ®; k(z)) est
le support d'un diviseur sur C' de degré 1 sur k(z), alors K (k(x)) = N,(Z/k(z)).

Lorsque k est un corps de nombres, un théoréme de Kato et Saito [KS83, § 7,
Theorem 4] affirme que Papplication naturelle

(5.1) kN, (X k) — T Ra/NL (X @y ey f,)

vEQN
est un isomorphisme si X est une variété projective, lisse et géométriquement
irréductible sur k et si ) désigne I’ensemble des places de k et k, le complété
de k en v € Q). D’apres la remarque 5.7, ’hypothese de projectivité est superflue.
Compte tenu de ce théoreme, le corollaire 5.6 entraine donc tout de suite le
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Corollaire 5.8. Si k est un corps de nombres, si X est un espace homogéne d’un
groupe algébrique linéaire connexe sur k et si X(k,) # @ pour toute place réelle v

de k, alors k* = N, (X/k).

Plusieurs cas particuliers des corollaires 5.6 et 5.8 sont bien connus ou se
trouvent dans la littérature. Lorsque X est une variété de Severi—Brauer, on retrouve
notamment le théoréme de Hasse—Schilling—Maass ([HS36], [Maa37]) selon lequel
la norme réduite d’une algebre centrale simple sur un corps de nombres totalement
imaginaire est surjective (cf. [KS83, § 10, Lemma 7]). Lorsque X est une quadrique,
on retrouve la surjectivité de la norme spinorielle pour les formes quadratiques
non dégénérées de rang au moins 3 définies sur un corps p-adique ou sur un
corps de nombres totalement imaginaire, grace au principe de norme de Knebusch
(cf. [Kne71], [Kne56, Satz A]). Enfin, le cas ou X est la variété des sous-groupes de
Borel d'un groupe réductif fixé est traité dans [Gil97, Lemma ITI.2.8].

6. LES CORPS DE NOMBRES TOTALEMENT IMAGINAIRES SONT Cf

Le but de ce paragraphe est d’établir la conjecture de [KK86] sur la propriété C
pour les corps de nombres totalement imaginaires.

Théoréme 6.1. Les corps de nombres totalement imaginaires sont C}.

Le théoreme 6.1 était connu dans le cas des hypersurfaces lisses de degré
premier (cf. [KK86, § 4, Theorem 2]). Kato et Kuzumaki I’avaient déduit de leurs
résultats sur les corps p-adiques grace au théoreme local-global rappelé a la fin
du § 5. Ce théoreme local-global s’applique a des variétés lisses et géométriquement
irréductibles. L’hypothese d’irréductibilité géométrique est cruciale : il est en effet
bien connu, depuis Hasse [Has31], que méme si X est le spectre d’une extension
biquadratique de k, Papplication (5.1) n’est pas injective en général. Si’on cherche
a établir la propriété C] sans hypothése de lissité pour les corps de nombres
totalement imaginaires & 1’aide de ce principe local-global et de la propriété C1 des
corps p-adiques, un dévissage du type envisagé au § 2 parait donc nécessaire. Un tel
dévissage fait cependant apparaitre des variétés a priori quelconques, qui n’ont pas
de raison d’étre des hypersurfaces; or nous savons seulement que les complétés k,
vérifient la propriété C] et non la propriété Ci forte. Nous contournerons cette
difficulté, dans la démonstration du théoreme 6.1, en combinant le corollaire 5.5 avec
la remarque que k, vérifie néanmoins la propriété Cf forte restreinte aux schémas
de dimension < p—1, ol p désigne la caractéristique résiduelle de v (conséquence du
théoreme de Hirzebruch—Riemann—Roch et du corollaire 4.7 ; cf. la démonstration
de la proposition 6.2 ci-dessous).

Démonstration du théoréme 6.1. Soit k un corps de nombres. Notons {2 I’ensemble
de ses places. Si X est un k-schéma propre et S C 2 un ensemble fini, posons

(6.1) Qupis = Ker(k* /N, (X/k) — [ ki/Ni (X, /R,)).
veS

ou X, = X ®, k, et ou k, désigne le complété de k en v.

Proposition 6.2. Soit n un entier. Supposons que S contienne les places réelles
de k et les places finies de caractéristique résiduelle < n. Alors pour tout k-schéma
propre X tel que dim(X) < n et pour tout faisceau cohérent E sur X, le groupe
Qx/,s est annulé par x(X, E).
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Démonstration. Pour tout k-schéma propre X, notons ny l'exposant de @ k.S
si X est non vide ou 0 sinon, et convenons que X posseéde la propriété P si X est
irréductible et lisse. Compte tenu de la proposition 2.1 et de la remarque 2.2 (ii),
il suffit, pour démontrer la proposition 6.2, de vérifier les propriétés (1) a (3) de la
proposition 2.1 pour les schémas de dimension < n. La propriété (3) est satisfaite
grace a Hironaka. La propriété (1) est conséquence du lemme suivant.

Lemme 6.3. Pour tout morphisme de k-schémas propres non vides ¥ — X,
Uapplication naturelle Qy/k)s — QX/k,S est surjective.

Démonstration. D’aprés Kato et Saito [KS83, Lemma 12], I'image de I’application
diagonale Ny (X/k) — [[,cq N1(X,/k,) est dense. Tout élément de @y, ¢ est
donc représenté par un élément de £* arbitrairement proche de 1 aux places de S.
D’autre part, pour toute place v € S, le sous-groupe N, (Y ®;, k,/k,) de k} est
ouvert puisqu’il contient k™ pour un m > 1. Le lemme résulte de la combinaison
de ces deux affirmations. (]

Un lemme similaire nous sera nécessaire pour établir la propriété (2).

Lemme 6.4. Soit k'/k une extension finie. Soit X un k'-schéma propre. Notons S’
lensemble des places de k' divisant une place de S. Le conoyau de l'application
norme Qx5 — Qx5 est annulé par [k’ : kJ.

Démonstration. Supposons X non vide (lorsque X est vide, le lemme est trivial
puisque N;(X/k) =1 et N;(X,/k,) = 1 pour tout v). Comme on 'a vu dans la
démonstration du lemme 6.3, tout élément de @ /k,s €st représenté par un élément
de k* dont I'image dans [, g K, est arbitrairement proche de 1 et en particulier
appartient a Ny (X ®,, k.,/k.,) pour tout w € S’. Par conséquent, tout élément
de Qx/k s est représenté par un élément de k* dont I'image dans k™ /N, (X/k')
appartient & Qx4 /. Le lemme 6.4 s’ensuit en appliquant la norme de Kak O

Fixons maintenant un k-schéma X irréductible, propre, lisse, de dimension < n
et montrons que @y, g est annulé par x(X, O ). Compte tenu de la formule (3.1)
et de la normalité de X, le lemme 6.4 permet de supposer X géométriquement
irréductible sur k, quitte & remplacer k par sa fermeture algébrique k' dans k(X).
Le k-schéma X étant a présent lisse et géométriquement irréductible, le théoreme
local-global de Kato et Saito [KS83, § 7, Theorem 4] fournit ! un isomorphisme

(6.2) Qxsns == I ko/Ni(X,/k,).
vEQ\S

Soit v € Q\ S une place finie. Notons p sa caractéristique résiduelle. Comme
dim(X) < n, le théoréme de Hirzebruch-Riemann—Roch entraine que l'indice de X
sur k divise x(X, Ox) dans Z[1/nl] (cf. [ELW, Proposition 1.2]). Il s’ensuit que
le groupe (ki/N,(X,/k,)) ®z Z[1/nl] est annulé par x(X, ). D’autre part,
puisque le corps k, vérifie la propriété Ci forte hors de p (cf. corollaire 4.7),
le groupe (ki/N,(X,/k,)) ®z Z[1/p] est annulé par x(X, Ox). L’hypothese faite
sur S assure que p > n; le groupe k’/N,;(X,/k,) est donc lui-méme annulé par
X(X, Ox). La place v étant quelconque parmi les places finies hors de S et le groupe

1. Une hypotheése de projectivité apparait dans [KS83, § 7, Theorem 4]. Ni cette hypothese, ni
celle, plus faible, de propreté, n’interviennent cependant dans la démonstration. Alternativement,
que cette hypothese soit superflue résulte aussi de la remarque 5.7.
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ky /Ny (X, /k,) étant nul pour v complexe, on conclut, grace a (6.2), que Qx5 est
annulé par x(X, Oy ). La proposition 6.2 est ainsi prouvée. O

Etablissons maintenant le théoréme 6.1. Supposons k totalement imaginaire et
fixons une hypersurface X C P} de degré d < n. Soit S ’ensemble des places finies
de k de caractéristique résiduelle < n. Considérons la suite exacte

(6.3) 0 —— Qx/p.s — k" /Ny(X/k) —— [ ki /N1(X, /k,)-
veS

Comme (X, Oy) = 1, la proposition 6.2 montre que le terme de gauche est nul.
Le terme de droite est nul d’apres le corollaire 5.5. Il s’ensuit que k* = N;(X/k),
comme il fallait démontrer. (|

Remarque 6.5. Lorsque k est un corps de nombres formellement réel, par exemple Q,
il résulte de la démonstration du théoréme 6.1 que I'égalité k* = N, (X/k) vaut pour
toute hypersurface X C P} de degré d < n vérifiant X (k,) # @ pour toute place
réelle v de k.

7. QUESTIONS7 EXEMPLES ET REMARQUES

7.1. Cohomologie galoisienne et faisceaux cohérents. La définition de la
propriété C7 forte et les résultats des § 3 & 6 suggerent la généralisation suivante du
cas i = 1 de [KK86, § 5, Problem 1], qui concernait les hypersurfaces de degré d < n
dans P}.

Question 7.1. Soit k un corps non ordonnable (cf. [Jac85, § 5.1]). Soit p un nombre
premier inversible dans k. Soient X un k-schéma propre et E un faisceau cohérent
sur X. Le noyau de ’application naturelle

(7.1) H'(k,2/pZ) — [ [ H' (k(2), Z/pZ),
ou z parcourt ’ensemble des points fermés de X, est-il annulé par x (X, F)?

La question 7.1 admet une réponse affirmative si X est une variété de Severi—
Brauer (cf. [KK86, § 5, Lemma 6]). D’autre part, sans hypothése sur X, elle admet
une réponse affirmative lorsque k = C((¢)) (resp. lorsque k est un corps fini),
comme il résulte de [ELW, Theorem 1] (resp. du corollaire 3.5), et plus généralement
lorsque k£ est I'un des corps apparaissant dans le corollaire 4.7 et que p n’est
pas la caractéristique résiduelle. Cela découle du corollaire 4.7 et de la preuve
de [KK86, § 5, Proposition 3], qui repose sur les théorémes de dualité locale en
cohomologie galoisienne. A l'aide d’arguments plus élémentaires, nous montrons,
dans la proposition 7.2 ci-dessous, que la question 7.1 admet également une réponse
affirmative dés que k remplit 'une des conditions suivantes (et ce, méme si k est
ordonnable) :

(i) k est un corps de nombres;

ii) il existe un sous-corps k, C k tel que 'extension k/k, soit de type fini mais
0 0
ne soit pas algébrique (autrement dit k est un corps de fonctions);

(iii) k est le corps des fractions d’un anneau factoriel non principal (par exemple
k =ky((x4,...,x,)) pour un entier n > 2 et un corps k).

Ces trois types de corps partagent en effet la propriété d’étre hilbertiens (cf. [FJ0S,
Theorem 13.4.2, Theorem 15.4.6]).
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Proposition 7.2. La question 7.1 admet une réponse affirmative lorsque k est un
corps hilbertien.

Démonstration. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 7.3. Soit X un schéma normal, de type fini sur un corps hilbertien k.
Soit p un nombre premier. L’application naturelle

(7:2) HY(X,2/pZ) — [ [ H' (k(x). Z/p2),
ot = parcourt l’ensemble des points fermés de X, est injective.

Démonstration. On peut supposer X connexe et non vide. Sous cette hypothese,
tout élément non nul o de H(X,Z/pZ) est représenté par un revétement étale
connexe 7 : X’ — X de degré p. Les schémas X et X’ étant normaux, connexes et
non vides, ils sont irréductibles. Soit U C X un ouvert dense muni d’un morphisme
quasi-fini et dominant f : U — A7. Comme k est hilbertien, il existe z € A} (k)
tel que les schémas f~1(2) et 7= 1(f~1(2)) soient irréductibles. Posant x = f~1(2),
I'image de o dans H'(k(z),Z/pZ) est alors non nulle. O

Pour tout k-schéma propre X, notons ny l'exposant du noyau de (7.1) et
appelons P la propriété, pour X, d’étre irréductible et normal. Dans ce contexte, les
propriétés (1) et (3) de la proposition 2.1 sont évidentes. La propriété (2) découle du
lemme 7.3 et de la remarque que si X est un k-schéma propre, irréductible et normal
et si k' désigne la fermeture algébrique de k dans k(X), le noyau de Papplication
naturelle H'(k,Z/pZ) — H'(X,Z/pZ) est annulé par [k’ : k], donc par x(X, Oy)
au vu de la formule (3.1). D’ou le résultat, grace a la proposition 2.1. O

En particulier, le probléme d’origine [KK86, § 5, Problem 1] admet une solution
positive, pour ¢ = 1, pour tous les corps mentionnés au § 7.1. L’exemple de la courbe
(irréductible, avec un point double ordinaire) obtenue a partir de P}, en identifiant
les points 0 et co montre que ’énoncé du lemme 7.3 tombe en défaut si X n’est
plus supposé normal (dans cet exemple, quels que soient p et k, application (7.2)
se factorise par l'application image réciproque H'(X,Z/pZ) — H'(P},Z/pZ) et
celle-ci a pour noyau Z/pZ). Le passage par la question 7.1 et par le principe de
dévissage du § 2 semble donc inévitable pour répondre & [KK86, § 5, Problem 1]
pour ¢ =1 et k hilbertien en toute généralité.

7.2. Un exemple de corps Cy qui n’est pas ;. Tout corps C; vérifie de
facon évidente la propriété C¥ de Kato et Kuzumaki. En nous appuyant sur le
principe de dévissage du § 2, nous donnons dans ce paragraphe un contre-exemple
a l'implication réciproque. Plus précisément, Ax [Ax65] a construit un corps de
dimension cohomologique 1 et de caractéristique 0 qui n’est pas C';. Nous prouvons
ci-dessous que ce corps vérifie la propriété CY forte, a fortiori la propriété C?.

Commencons par une proposition générale concernant la propriété CY forte pour
les corps de séries de Puiseux.

Proposition 7.4. Si k est un corps de caractéristique 0 vérifiant la propriété CY
forte, le corps K =J,,», E((tY/™)) wérifie aussi la propriété CY forte.

Démonstration. Si X est un K-schéma propre, notons ny lindice de X sur K.
D’aprés la proposition 2.1, compte tenu du lemme de Chow (pour la projectivité)
et du théoreme de Hironaka (pour la lissité), il suffit de montrer que pour tout
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K-schéma X irréductible, projectif et lisse, I'indice de X sur K divise x(X, Ox).
Fixons un tel X et posons R, = k[[t'/"]] pour n > 1.

Lemme 7.5. Il existe un entier n > 1 et un R, -schéma Z régulier, projectif et
plat tel que 2 @ K = X et tel que le schéma Y = 2" @p k soit réduit, soit a
composantes irréductibles lisses et soit un diviseur d croisements normaux sur Z .

Esquisse de démonstration. Lorsque k est algébriquement clos, c’est le théoreme
de réduction semi-stable [KKMSD73]. Pour le cas général, choisissons un entier n
et un modele projectif régulier 2 de X sur R, tel que Y,,q4 soit un diviseur
a croisements normaux et & composantes irréductibles lisses (cf. [Tem08, Theo-
rem 1.1], [dJ96, § 7.2]). Fixons une extension finie galoisienne ¢/k telle que les
composantes irréductibles de Y ®,, ¢ soient géométriquement irréductibles sur ¢ et
posons G = Gal(¢/k). La preuve de [Wan97, Theorem 4.8] fournit un multiple m
de n et un modele G-équivariant, régulier et projectif 2 de X ®, £ sur R,, ® ¢,
dont la fibre spéciale est un diviseur réduit a croisements normaux G-strict au sens
de [Wan97]. Par descente galoisienne, le schéma 2 détermine alors un modéle
de X sur R,, remplissant les conditions voulues (cf. [BLR9O0, § 6.2]). O

Notons Y louvert de lissité de Y sur k. D’aprés le lemme de Hensel, I’indice
de X sur K divise I'indice de Y? sur k. D’autre part, comme les composantes
irréductibles de Y sont lisses, I'indice de Y sur k est égal a I'indice de Y sur k.
L’indice de Y sur k divise x(Y, Oy ) puisque k vérifie la propriété CY forte. Enfin,
la platitude de 2" sur R,, entraine que x(Y, 0y ) = x(X, Ox). La proposition 7.4
est donc démontrée. ]

Soit k une extension algébrique de C((z)) de groupe de Galois absolu Z, x Zs.
Posons K = U, k((t"/™)) et notons k' C K la réunion des k((¢'/")) lorsque n
parcourt 'ensemble des entiers premiers a 5. D’aprés Ax [Ax65], le corps &’ est de
dimension cohomologique 1 mais n’est pas C;. Montrons que &k’ vérifie néanmoins
la propriété C9 forte. Comme le degré de toute extension finie de k divise une
puissance de 6, le corps k vérifie la propriété C§ hors de 6 (cf. remarque 4.3 (i)).
Le théoréme 4.2 et la remarque 4.10 (ii) permettent d’en déduire que k((¢)), et
donc aussi k’, vérifie la propriété C¥ forte hors de 6. D’autre part, d’aprés [ELW,
Theorem 3.1], le corps k vérifie la propriété CY forte. Grace a la proposition 7.4,
il s’ensuit que K vérifie la propriété CY forte. Comme K est réunion d’extensions
finies de k' de degré une puissance de 5, on conclut que &’ vérifie la propriété CY
forte hors de 5. Ainsi, le corps k' vérifie & la fois la propriété CY forte hors de 6 et
la propriété CY forte hors de 5 : il vérifie donc la propriété C¥ forte.

7.3. Corps de dimension cohomologique 2. Les méthodes du présent article
ne permettent pas de répondre aux quatre questions suivantes, toutes dues a Kato
et Kuzumaki [KK86].

(1) Le corps Q,, est-il C3?

(2) Les corps de nombres totalement imaginaires sont-ils C3 ?
(3) Le corps C((w,y)) est-il C1?

(4) Le corps C(z,y) est-il C?

La premiere question admet une réponse affirmative pour les hypersurfaces de
degré premier (cf. [KK86]). Les autres questions sont ouvertes méme dans le cas de
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telles hypersurfaces. A tout le moins, il résulte des deux remarques ci-dessous que
le corps C(x,y) ne satisfait pas la propriété C] forte, contrairement & C((x))((y))
(cf. corollaire 4.7). Nous ne savons pas ce qu'il en est pour le corps C((z,y)).
Rappelons que C(z,y) et C((z))((y)) sont des corps Cy (cf. [Lan52], [Gre66]) ; c’est
une question ouverte de savoir si C((z,y)) est C,.

Remargues 7.6. (i) Soient 7 : S — P& x P& un revétement double ramifié le long
d’une courbe lisse trés générale de bidegré (6,6) et p : P§ x P& — P& la premiere
projection. D’apres la version de Buium [Bui83] du théoréme de Noether—Lefschetz,
l'application 7* : NS(P& x P&) — NS(S) est un isomorphisme. Par conséquent,
le nombre d’intersection (p~!(0) - 7, D) est pair pour tout diviseur D sur S et la
fibre générique X de p o 7 est donc d’indice 2. Or X est une courbe projective,
lisse, géométriquement irréductible, de genre 2. Le corps C(t) ne vérifie donc pas
la propriété CY forte, bien qu'’il soit C; d’apres Tsen.

(ii) Soit K/k une extension de corps. Supposons que K soit le corps des fractions
d’un anneau de valuation discrete contenant k£ et de corps résiduel k. Si K vérifie
la propriété C} forte, alors k vérifie la propriété C) forte. En effet, la valuation
induit une surjection K*/N(X ®;, K/K) — Z/Ny(X/k) pour tout k-schéma de
type fini X (cf. [Ros90, § 2]).
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