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Préambule

Les travaux présentés dans ce mémoire d’habilitation (références [5]–[16] dans
la bibliographie) sont tous reliés, d’une façon ou d’une autre, à des questions
portant sur l’arithmétique de diverses classes de variétés algébriques. On entend
par là, notamment, l’étude des points rationnels des variétés sur Q, mais aussi, plus
généralement, de tout invariant de nature arithmétique associé à une variété définie
sur un corps de nombres, sur un corps p-adique, voire, par extension, sur un corps
strictement local (corps des fractions d’un anneau de valuation discrète strictement
hensélien excellent, tel que C((t)) ou l’extension non ramifiée maximale d’un corps
p-adique). Parmi ces invariants, l’un des plus simples est le groupe de Chow des
zéro-cycles à équivalence rationnelle près. Bien que de nature motivique, donc en
principe plus accessible que les points rationnels, ce groupe reste à l’heure actuelle
l’objet de nombreuses conjectures profondes même sur les corps algébriquement
clos (conjecture de Bloch pour les surfaces complexes, de Bloch–Beilinson pour les
variétés sur Q̄, etc). Ce groupe, qui n’intervient pas dans [1]–[4], joue un rôle de
fil conducteur pour une grande partie des travaux [5]–[16]. Nous avons choisi de
rassembler ceux-ci selon les trois thèmes suivants et de laisser de côté les articles [6]
et [9], le premier étant un texte de synthèse et le second n’étant pas directement
relié aux autres travaux présentés :

(1) Groupes fondamentaux, variétés d’Albanese et points rationnels ([5], [7],
[8], [10]) ;

(2) Zéro-cycles sur les corps locaux et strictement locaux ([12], [14], [15]) ;

(3) Problèmes locaux-globaux et fibrations ([11], [13], [16]) ;

Le texte est composé de trois chapitres reflétant ce découpage, précédés d’une
introduction générale aux questions abordées dans le mémoire.
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Chapitre 1

Introduction

Notons X une variété algébrique propre, lisse et géométriquement irréductible
sur un corps k. Un principe ancien, souligné par Weil et déjà manifeste dans
l’énoncé des conjectures qui portent son nom, affirme que lorsque k est un corps
de nombres, un corps local ou un corps fini, l’arithmétique de X est gouvernée
par sa géométrie. À titre d’illustration, rappelons que si X est une courbe sur
un corps de nombres, les questions qualitatives portant sur l’ensemble X(k) des
points rationnels de X admettent des réponses significativement différentes selon
que le genre g de X est 0, 1 ou > 2. L’arithmétique des courbes de genre 0, dites
rationnelles, est élémentaire : on dispose d’un critère simple pour l’existence d’un
point rationnel (théorème de Hasse–Minkowski) et lorsqu’un tel point existe, la
courbe X est isomorphe à P1. Pour les courbes de genre 1, c’est-à-dire les courbes
elliptiques et leurs espaces homogènes, l’ensemble X(k), s’il est non vide, peut
être fini ou infini ; un critère effectif pour l’existence d’un point rationnel et une
description complète de X(k) sont donnés par l’algorithme de descente classique
(dû à Mordell, Weil, Selmer, Cassels, Tate) sous l’hypothèse que le sous-groupe
divisible du groupe de Tate–Shafarevich de la jacobienne de X est nul, hypothèse
conjecturalement toujours satisfaite d’après Birch et Swinnerton-Dyer. Si X est
une courbe de genre > 2, l’ensemble X(k) est toujours fini (théorème de Faltings) ;
la détermination effective de cet ensemble est cependant un problème plus difficile
que dans le cas des courbes elliptiques. En dimension supérieure, les conjectures
de Bombieri, Lang et Campana proposent une caractérisation géométrique de la
propriété de Zariski-densité potentielle des points rationnels (cf. [Abr09]). Cette
caractérisation et ses variantes quantitatives mises à part, les informations dont
on dispose, même conjecturalement, sont très parcellaires en dimension > 2, à
moins de se restreindre à des classes particulières de variétés, comme les variétés
abéliennes ou les variétés rationnellement connexes. Au-delà de l’ensemble X(k)
des points rationnels, un invariant essentiel rendant compte à la fois de la géométrie
de X, de l’arithmétique de X et de la nature de k est l’anneau de Chow

CH∗(X) =
dim(X)⊕

i=0

CHi(X)

des cycles algébriques sur X à équivalence rationnelle près, gradué par la codimen-
sion i des cycles. Pour i 6 1, le groupe CHi(X) est bien compris : CH0(X) = Z
et CH1(X) = Pic(X), qui est une extension de NS(X), un groupe abélien de
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10 1. INTRODUCTION

type fini, par Pic0(X) ; le groupe Pic0(X) s’identifie, lorsque X possède un point
rationnel, au groupe des points rationnels d’une variété abélienne, la variété de
Picard. De nombreuses conjectures portent sur les groupes CHi(X) pour i > 2.
Nous en citerons plus bas quelques-unes qui concernent le groupe de Chow des
zéro-cycles CH0(X) = CHdim(X)(X), souvent étudié parallèlement à X(k).

De façon générale, quelles que soient la géométrie de X et la nature de k, on
aimerait disposer, au minimum, de critères pour l’existence de points rationnels
sur X. L’un des premiers résultats en ce sens est le théorème de Tsen [Tse33], selon
lequel si k est le corps des fonctions d’une courbe sur un corps algébriquement clos,
toute hypersurface V ⊂ Pn

k de degré d 6 n vérifie V (k) 6= ∅. Le même énoncé vaut
pour les corps finis (théorème de Chevalley [Che35]) ainsi que pour l’extension
non ramifiée maximale d’un corps p-adique ou pour le corps des séries formelles
en une indéterminée à coefficients dans un corps algébriquement clos (théorème
de Lang [Lan52]). Selon la terminologie d’Artin et Lang, les corps vérifiant cette
propriété sont dits quasi-algébriquement clos ou C1.

Les hypersurfaces lisses de Pn
k de degré d 6 n sont des exemples de variétés

de Fano (variétés projectives et lisses de classe anticanonique ample) et sont
donc rationnellement connexes par chaînes d’après un théorème de Campana,
Kollár, Miyaoka et Mori (cf. [Cam92], [KMM92]). Il s’ensuit, par un argument
de dégénérescence, que toutes les hypersurfaces de Pn

k de degré d 6 n sont
rationnellement connexes par chaînes. Rappelons qu’une variété propre V sur k est
dite rationnellement connexe (resp. par chaînes) si pour tout corps algébriquement
clos K contenant k, deux K-points généraux de V peuvent être liés par une
courbe rationnelle tracée sur X et définie sur K (resp. par une chaîne de telles
courbes). Il existe une troisième propriété, plus forte, celle de variété séparablement
rationnellement connexe (cf. [Kol96, Ch. IV]) ; sur un corps de caractéristique
nulle, les trois conditions sont équivalentes. Rappelons aussi que la notion de
connexité rationnelle occupe une place fondamentale dans la classification des
variétés algébriques complexes ; les variétés rationnellement connexes semblent
constituer le bon analogue, en dimension arbitraire, de la classe des surfaces
rationnelles (compatibilité aux déformations, aux fibrations, etc).

Des généralisations des théorèmes de Tsen et de Lang aux variétés rationnel-
lement connexes furent établies il y a une dizaine d’années. Graber, Harris, de
Jong et Starr (cf. [GHS03], [dJS03]) ont montré que si X est séparablement
rationnellement connexe et k est le corps des fonctions d’une courbe sur un corps
algébriquement clos, alors X(k) 6= ∅. D’autre part, d’après Esnault [Esn03], si k
est un corps fini, on a X(k) 6= ∅ dès que CH0(X ⊗k K) = Z pour tout corps
algébriquement clos K contenant k, une condition satisfaite notamment si X est
rationnellement connexe par chaînes. (Rappelons que X est supposée lisse. Il existe
des variantes de ce dernier théorème pour les variétés singulières, couvrant le cas
des hypersurfaces de petit degré ; on renvoie à [6, §4.3] pour une discussion de leurs
énoncés.) Ces deux théorèmes sont des cas particuliers de la conjecture suivante.
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Conjecture 1.1 (Lang, Manin, Kollár). Soit k un corps C1. Soit X une va-
riété propre, lisse, géométriquement irréductible sur k. Supposons X séparablement
rationnellement connexe ou de Fano. Alors X(k) 6= ∅.

Le cas ouvert le plus notable de cette conjecture est celui de l’extension non
ramifiée maximale d’un corps p-adique. Nous y reviendrons au §3.1.

La structure plus précise de l’ensemble X(k) (par exemple, le nombre de
classes de R-équivalence) et la structure du groupe CH0(X) lorsque X est une
variété rationnellement connexe sur un corps C1 sont incomprises même pour un
corps aussi simple que k = C((t)). Ces questions sont discutées dans [CT11] ; on
trouvera dans [Pir12] des réponses pour les hypersurfaces de très petit degré.

Lorsque k est le corps des fonctions d’une courbe complexe, on dispose de
la conjecture suivante pour les points rationnels des variétés rationnellement
connexes. La notation Ak désigne l’anneau des adèles de k, c’est-à-dire, si B
est la courbe irréductible, projective et lisse dont k est le corps des fonctions
et si kb désigne le complété de k en un point b ∈ B(C), que Ak est le sous-anneau
de

∏
b∈B(C) kb constitué des familles de fonctions dont seules un nombre fini ont

des pôles.

Conjecture 1.2 (Hassett, Tschinkel [HT06]). Soit k le corps des fonctions
d’une courbe complexe. Soit X une variété propre, lisse et géométriquement
irréductible sur k. Si X est rationnellement connexe, l’ensemble X(k) est dense
dans X(Ak).

Lorsque X(k) est dense dans X(Ak), on dit que X vérifie l’approximation
faible. On renvoie à [Has10] pour un état des lieux sur cette conjecture en 2010
et à [Xu12], [Kne13], [Tia13] pour des résultats postérieurs. Notons d’autre
part que si k est le corps des fonctions d’une courbe complexe et si X est
une variété propre, lisse et géométriquement irréductible sur k qui possède un
point rationnel et qui vérifie l’approximation faible, alors X est nécessairement
rationnellement connexe (conséquence de l’argument dit de « bend-and-break »,
cf. [Has10, Corollary 2.16]).

Sur les corps de nombres, on sait depuis les années 1930 que même les variétés
toriques ne vérifient pas toujours l’approximation faible : Hasse donna l’exemple
d’une extension biquadratique K/k, avec k = Q, et d’un torseur T sous le tore
normique

R1
K/kGm = Ker

(
NK/k : RK/kGm → Gm

)
,

tels que toute compactification lisse X de T vérifie X(Ak) 6= ∅ mais X(k) = ∅.
Il existe en effet dans ce contexte une obstruction de nature cohomologique à la
propriété d’approximation faible, obstruction qui s’évanouit pour les variétés sim-
plement connexes sur le corps des fonctions d’une courbe complexe car ces derniers
sont des corps de dimension cohomologique 1. Concrètement, dans l’exemple de
Hasse, si l’on note d = dim(X), il s’avère qu’il n’existe même pas de classe de



12 1. INTRODUCTION

cohomologie étale α ∈ H2d(X,Z/2Z) dont l’image αv dans H2d(X ⊗k kv,Z/2Z),
pour toute place v de k, soit la classe de cycle d’un kv-point de X.

Ce type d’obstruction fut formalisé par Manin [Man71] à l’aide de la théorie
du corps de classes local et global et du groupe de Brauer cohomologique défini
par Grothendieck par la formule Br(X) = H2

ét(X,Gm). Lorsque k est un corps
de nombres, un sous-ensemble X(Ak)Br(X) de X(Ak) est défini dans op. cit. de
la façon suivante : un point adélique (Pv)v∈Ω ∈ X(Ak) =

∏
v∈Ω X(kv) est réputé

appartenir à l’ensemble de Brauer–Manin X(Ak)Br(X) si la somme des invariants
locaux

∑
v∈Ω invv β(Pv) est nulle pour toute classe β ∈ Br(X). Les invariants locaux

sont les homomorphismes invv : Br(kv) → Q/Z donnés par la théorie du corps
de classes local. Le sous-ensemble X(Ak)Br(X) est fermé dans X(Ak) et contient
toujours X(k) d’après la loi de réciprocité globale ; dans l’exemple de Hasse, il est
vide. Pour les points rationnels des variétés rationnellement connexes, on dispose
de la conjecture suivante, formulée par Colliot-Thélène et Sansuc en 1979 dans le
cas des surfaces rationnelles.

Conjecture 1.3 (Colliot-Thélène [CT03]). Soit k un corps de nombres.
Soit X une variété propre, lisse et géométriquement irréductible sur k. Si X est
rationnellement connexe, l’ensemble X(k) est dense dans X(Ak)Br(X).

Une preuve de cette conjecture impliquerait la décidabilité algorithmique du
problème de l’existence de points rationnels sur les variétés projectives, lisses et
rationnellement connexes sur un corps de nombres (cf. [Poo06, Remark 5.3]). Elle
entraînerait aussi que tout groupe fini est groupe de Galois sur Q (cf. [Ser92,
Theorem 3.5.9]). Nous renvoyons à [Pey05] pour une discussion des cas connus
les plus significatifs.

Lorsque X est une courbe, il semble probable que l’ensemble X(k) soit
également dense dans X(Ak)Br(X)

• (cf. [Sko01, p. 128], [Poo06], [Sto07]), où

X(Ak)• =
∏

v∈Ωf

X(kv)×
∏

v∈Ω∞

π0(X(kv))

(selon la notation de Poonen). Pour une courbe de genre 1, cela résulterait de la
nullité du sous-groupe divisible du groupe de Tate–Shafarevich de la jacobienne.

C’est une question ouverte de savoir si X(k) est dense dans X(Ak)Br(X) ou du
moins dans X(Ak)Br(X)

• si X est une surface K3. Des expériences sur ordinateur
permettant de tester une version quantitative asymptotique conjecturale de cette
affirmation suggèrent une réponse positive (van Luijk, Swinnerton-Dyer).

En l’absence d’hypothèses sur la géométrie de X, trois mécanismes conduisant
à des obstructions à l’approximation faible en général strictement plus fines que
celle donnée par l’ensemble de Brauer–Manin ont été dégagés depuis une quinzaine
d’années : la descente non abélienne (cf. [Sko01, §5.3]), l’obstruction de Brauer–
Manin étale (cf. [Poo10]) et l’approche des points fixes homotopiques (cf. [HS13]).
Ces trois mécanismes sont en fait équivalents entre eux (cf. [Sko09], [Dem09],
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[HS13]) et ne suffisent pas à expliquer les défauts d’approximation faible observés
depuis [Poo10] (cf. aussi [Sme14] et les références qui y sont données).

De façon plus significative, toutes les obstructions connues à l’approximation
faible s’évanouissent pour les variétés simplement connexes dont le groupe de
Brauer est réduit aux constantes. Pourtant, d’après les conjectures de Lang sur la
Zariski-densité des points rationnels, que l’approximation faible vaille devrait être
l’exception plutôt que la règle pour de telles variétés (par exemple, si n > 4, toute
hypersurface lisse de Pn

k de degré d > n est de type général et son groupe de Brauer
est réduit aux constantes ; cf. [SW95] pour un exemple possédant un point adélique
mais pas de point rationnel si les conjectures de Lang sont vraies). Un exemple de
nature différente, dépendant de la conjecture abc, est donné dans [Sme14].

Dans le contexte des zéro-cycles, si X est une variété propre et lisse sur un
corps de nombres k, on peut aussi formuler une obstruction cohomologique, dite
de Brauer–Manin, à ce qu’une famille (zv)v∈Ω ∈

∏
v∈Ω CH0(X⊗k kv) de zéro-cycles

locaux à équivalence rationnelle près soit approchable par une classe de zéro-cycle
global z ∈ CH0(X). (Pour être précis, « approchable » signifie ici, dans le cas où
les zv ont tous le même degré, que pour tout entier n > 1, il existe z (dépendant
de n) ayant même classe que (zv)v∈Ω dans

∏
v∈Ω CH0(X ⊗k kv)/nCH0(X ⊗k kv).)

Dans ce cadre, on dispose d’une conjecture très générale, dans laquelle la géométrie
de X est arbitraire, affirmant que toute famille de zéro-cycles locaux devrait être
approchable par un zéro-cycle global dès que l’obstruction de Brauer–Manin ne
s’y oppose pas. Cette conjecture fut formulée dans [CTS81, §4] dans le cas des
surfaces rationnelles et fut généralisée par la suite à toutes les variétés propres et
lisses. Pour simplifier, nous n’énonçons que sa conséquence quant à l’existence de
zéro-cycles de degré 1.

Conjecture 1.4 (Colliot-Thélène [CT95, §1], Kato et Saito [KS86, §7]).
Soit k un corps de nombres. Soit X une variété propre, lisse et géométriquement
irréductible sur k. S’il existe une famille (zv)v∈Ω ∈

∏
v∈Ω CH0(X⊗k kv) orthogonale

à Br(X) pour l’accouplement de Brauer–Manin et si deg(zv) = 1 pour tout v ∈ Ω,
alors X possède un zéro-cycle de degré 1.

Cette conjecture est connue pour les courbes sous l’hypothèse que le sous-
groupe divisible du groupe de Tate–Shafarevich de la jacobienne est nul, ainsi que
pour diverses variétés de dimension supérieure dont nous reparlerons au chapitre 4.
Dans le cas des surfaces rationnelles, elle est complétée dans [CTS81] par une
conjecture sur le noyau de la flèche naturelle θ : CH0(X)→

∏
v∈Ω CH0(X ⊗k kv) :

celui-ci devrait s’exprimer en termes de la cohomologie galoisienne du tore S dont
le groupe des caractères est le groupe de Néron–Severi géométrique de X, par la
formule Ker(θ) = Ker

(
H1(k, S) →

∏
v∈Ω H

1(kv, S)
)
. Il serait très souhaitable de

disposer d’une conjecture plausible sur le noyau de θ pour des variétés propres
et lisses arbitraires (cf. [Sur96], [GA05] ; notons que θ est bien sûr injective
lorsque X est une courbe).
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Les conjectures que l’on vient d’évoquer devraient permettre, au moins dans
le cas des surfaces rationnelles, de ramener la détermination du groupe CH0(X) à
celle des groupes CH0(X⊗k kv) pour v ∈ Ω, lorsque k est un corps de nombres. On
trouvera ainsi dans [CTS81, Table 1] des exemples de calculs du groupe CH0(X)
pour des surfaces de Châtelet sur Q.

Pour des variétés plus générales, sans même parler de la détermination de ce
groupe, la plupart des questions concernant sa structure sont ouvertes, que ce
soit sur un corps de nombres, sur un corps local ou sur les complexes. Citons-en
quelques-unes, formulées en termes du groupe A0(X) = Ker(deg : CH0(X)→ Z) :

(1) si k = C, l’application d’Albanese A0(X) → Alb(X) est un isomorphisme
si et seulement si A0(X) est « représentable » par une variété algébrique, si
et seulement si H i(X,OX) = 0 pour tout i > 2 (conjecture de Bloch) ;

(2) si k est un corps p-adique, le noyau de l’application d’Albanese est la somme
directe d’un groupe fini et d’un groupe divisible (une question très proche
est soulevée dans [CT95] ; voir aussi [SS10, Conjecture 0.1] et les références
données dans loc. cit.) ;

(3) si k est un corps de nombres, le groupe A0(X) est de type fini (conjecture
de Beilinson et Bloch).

À la divisibilité par p près, la conjecture (2) est un théorème récent de Saito
et Sato [SS10]. Il serait intéressant de savoir démontrer que le sous-groupe de
torsion p-primaire de A0(X) est fini lorsque X est une variété rationnellement
connexe sur un corps p-adique : la finitude de A0(X) pour une telle variété sur
un tel corps s’ensuivrait. (En effet, l’argument de décomposition de la diagonale
montre, quels que soient le corps k et la variété X, que A0(X) est d’exposant
fini si A0(X ⊗k K) = 0 pour tout corps K algébriquement clos contenant k.)
La conjecture (1), triviale pour les courbes, est connue pour les surfaces qui ne sont
pas de type général ainsi que pour quelques surfaces de type général (cf. [BCP11,
§3.1]). La conjecture (3) est connue pour les courbes (théorème de Mordell–Weil),
pour les surfaces rationnelles (cf. [CT83]) et plus généralement pour les surfaces
vérifiant à la fois la condition H1(X,OX) = H2(X,OX) = 0 et la conjecture de
Bloch (cf. [Coo91], [CTR85]).

Nous reviendrons notamment au §3.3 sur la détermination du groupe A0(X)
dans la situation de la conjecture (2).



Chapitre 2

Groupes fondamentaux, variétés d’Albanese et points
rationnels

2.1. Conjectures anabéliennes

Si X est une variété connexe sur un corps k, munie d’un point géométrique ξ, on
note π1(X, ξ) le groupe fondamental étale deX pointé en ξ, défini par Grothendieck
dans [SGA1]. Rappelons que si X est propre et si k est algébriquement clos
de caractéristique nulle, ce groupe est isomorphe au complété profini du groupe
fondamental usuel de X0(C), où X0 désigne un schéma défini sur un sous-corps k0

de C tel que X/k se déduise de X0/k0 par une extension des scalaires. En général,
si X est géométriquement connexe, on dispose d’une suite exacte de groupes
profinis

1 π1(X̄, ξ) π1(X, ξ) Gal(k̄/k) 1(⋆)

où k̄ désigne une clôture séparable de k (la fermeture séparable de k dans le corps
résiduel de ξ) et où X̄ = X ⊗k k̄. Ainsi, si X est propre et géométriquement
connexe, comme on le supposera dorénavant, et si k est un sous-corps de C, le
groupe fondamental étale π1(X, ξ) est présenté comme extension du groupe de
Galois absolu Gal(k̄/k) par le complété profini du groupe fondamental topologique
de X(C). Le groupe Gal(k̄/k) agit donc extérieurement sur ce complété profini de
façon naturelle.

Lorsque k est un corps de nombres et que X est une courbe hyperbolique,
Grothendieck a conjecturé dans [Gro83] que la richesse de cette action extérieure
devrait permettre de reconstituer la géométrie de X à partir de la seule suite exacte
de groupes profinis (⋆). Plus précisément, il a conjecturé, pour des schémas propres,
que la donnée d’un morphisme entre schémas « anabéliens » est équivalente à
celle d’un morphisme de groupes profinis entre les groupes fondamentaux étales
des schémas considérés, à automorphismes intérieurs près. (Pour des schémas
qui ne sont pas propres, l’énoncé de la conjecture doit être légèrement modifié,
cf. [Gro83].) La notion de schéma anabélien n’est pas précisément définie dans
op. cit. mais elle englobe, sur les corps de nombres, les courbes hyperboliques,
les espaces de modules de courbes ainsi que des voisinages ouverts arbitrairement
petits de tout point de toute variété lisse.

Les conjectures anabéliennes de Grothendieck furent établies pour les mor-
phismes dominants entre courbes hyperboliques par Nakamura, Tamagawa et

15
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Mochizuki au cours des années 1990 (cf. [NTM98]). Le cas des morphismes du
point vers une courbe hyperbolique est le cas ouvert le plus important à l’heure
actuelle. Il porte le nom de « conjecture des sections » et peut s’énoncer comme
suit. Notons SX/k l’ensemble des homomorphismes continus Gal(k̄/k) → π1(X, ξ)
qui sont des sections de la projection canonique π1(X, ξ) → Gal(k̄/k), considérés
à conjugaison par π1(X̄, ξ) près. Pour x ∈ X(k), le morphisme x : Spec(k) → X
induit, par fonctorialité, un morphisme Gal(k̄/k)→ π1(X, x̄) si x̄ désigne un point
géométrique de X au-dessus de x. Comme le choix d’un chemin étale de x̄ à ξ qui
sur les revêtements provenant de Spec(k) est l’identité fournit un isomorphisme
π1(X, x̄) ≃ π1(X, ξ) compatible aux projections vers Gal(k̄/k), tout point x ∈ X(k)
détermine un élément sx ∈ SX/k.

Conjecture 2.1 (Grothendieck [Gro83]). Soit k un corps de nombres. Soit X
une courbe projective, lisse et géométriquement irréductible sur k. Si le genre de X
est > 2, l’application X(k)→ SX/k, x 7→ sx est une bijection.

L’injectivité était connue de Grothendieck et résulte du théorème de Mordell–
Weil. Ce que la conjecture affirme, c’est que toute section de (⋆) provient d’un
point rationnel. Elle entraîne en particulier :

Conjecture 2.2 (conjecture des sections faible). Soit k un corps de nombres.
Soit X une courbe projective, lisse et géométriquement irréductible sur k. Si le
genre de X est > 2 et si le morphisme de groupes profinis π1(X, ξ) → Gal(k̄/k)
admet une section, alors X(k) 6= ∅.

Un argument de compacité combiné au théorème de Faltings permet de voir
que la version faible et la version forte de la conjecture des sections sont en
fait équivalentes. D’autre part, la conjecture s’énonce plus généralement pour
des courbes hyperboliques non nécessairement projectives (courbes lisses qui sont
géométriquement le complémentaire de ν points dans une courbe irréductible,
projective et lisse de genre g, avec 2 − 2g − ν < 0), mais il faut alors tenir
compte des points rationnels à l’infini, qui donnent aussi naissance à des sections
de (⋆) via le choix de points base tangentiels (cf. l’exposition de Deligne [Del89,
§15]). De toute façon, la conjecture pour les courbes hyperboliques est une
conséquence de la conjecture pour les courbes hyperboliques projectives (cf. [Sti13,
Proposition 103]). Le passage à des variétés ouvertes et à des schémas anabéliens
de dimension supérieure permet néanmoins d’énoncer la variante suivante de la
conjecture :

Conjecture 2.3 (conjecture des sections birationnelle, cf. [Gro83]). Soit k un
corps de nombres. Soit X une variété propre, lisse et géométriquement irréductible
sur k. Notons Gk(X) le groupe de Galois absolu de k(X) et Gk celui de k. Si le
morphisme de groupes profinis Gk(X) → Gk admet une section, alors X(k) 6= ∅.

La seconde démonstration donnée par Mochizuki des conjectures anabéliennes
pour les morphismes dominants entre courbes hyperboliques passait par la théorie
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de Hodge p-adique et démontre en fait l’énoncé voulu pour des courbes définies non
seulement sur un corps de nombres mais aussi sur un corps p-adique (cf. [Moc99]).
Par ailleurs, Koenigsmann [Koe05, Remark 2.5] a établi l’énoncé de la conjecture
des sections birationnelle lorsque k est un corps p-adique, à l’aide de théorie des
modèles. Pour ces raisons, il paraît légitime d’espérer que toutes les conjectures
énoncées ci-dessus valent aussi sur un corps p-adique.

Nous renvoyons à [HS12] pour une étude détaillée des liens entre conjecture des
sections et obstructions à l’existence de points rationnels données par la descente
non abélienne, à [Pop12] pour un survol sur les thèmes anabéliens et à [Sti13]
pour un exposé complet des résultats connus sur la conjecture des sections.

Les articles [7], [8] et [10] portent directement sur la conjecture des sections.
L’article [5] concerne lui aussi les groupes fondamentaux, à travers les variétés
d’Albanese ; ses résultats sont utilisés dans [8], qui dépend également, pour un
point secondaire, de [7]. Nous discutons [7] et [10] au §2.2 puis [5] et [8] au §2.3.

2.2. Classes de cycles de sections ([7], [10])

2.2.1. Stratégie. Soit X une variété lisse, géométriquement irréductible et
séparée sur un corps k, munie d’un point base géométrique ξ. Pour simplifier,
supposons k de caractéristique nulle. Dans toute situation dans laquelle on
voudrait montrer qu’une section s : Gal(k̄/k) → π1(X, ξ) du groupe fondamental
arithmétique est, à conjugaison près, la section associée à un point rationnel de X,
une stratégie pour arriver à cette fin pourrait être la suivante :

(1) associer canoniquement à s une classe α dans le groupe de cohomologie
étale à supports compacts H2d

c (X,Z/nZ(d)), où d = dim(X), de telle sorte
que α soit la classe de cycle de x si s provient d’un point x ∈ X(k) ;

(2) montrer que α est algébrique, c’est-à-dire appartient à l’image de l’applica-
tion classe de cycle Z0(X)→ H2d

c (X,Z/nZ(d)), où Z0(X) désigne le groupe
des zéro-cycles sur X ;

(3) montrer enfin que α est non seulement la classe d’un zéro-cycle mais aussi
celle d’un point rationnel.

Cette stratégie, proposée dans [7], est partiellement réalisée dans [7]. L’étape (1)
y est accomplie en entier (sous la seule hypothèse que X est un espace K(π, 1) au
sens de la cohomologie étale) et nous y menons à bien l’étape (2) dans diverses
situations où k est un corps local. Il en résulte notamment une nouvelle démonstra-
tion d’un théorème de Stix [Sti10] selon lequel si X est une courbe projective, lisse,
géométriquement irréductible, de genre > 1 sur un corps p-adique et si la suite (⋆)
est scindée, la courbe X possède un zéro-cycle de degré une puissance de p. Le
formalisme des classes de cycles de sections du groupe fondamental arithmétique
possède d’autres applications ; nous nous en servirons au §2.2.4 pour vérifier la
conjecture des sections sur un exemple classique d’une courbe de genre 3 définie
sur Q, la courbe quartique de Schinzel. Cette courbe ne possède pas de point
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rationnel mais possède un point dans chaque complété de Q, de sorte qu’aucune
obstruction locale ne peut empêcher l’existence d’une section du groupe fonda-
mental arithmétique.

On renvoie à [Sti13, Chapter 6] pour diverses définitions alternatives de la
classe de cycle d’une section, pour une adaptation à la cohomologie étale continue
et pour les liens avec le faisceau logarithmique intervenant dans la définition des
extensions polylogarithmiques sur les courbes (cf. [Kin09]).

2.2.2. Construction. Nous allons associer une classe de cohomologie à toute
section du groupe fondamental arithmétique d’une variété qui est un K(π, 1) au
sens de la définition suivante.

Définition 2.4. Une variété connexe X sur un corps k est un K(π, 1) si pour
tout entier n inversible dans k et tout i > 1, le groupe lim

−→
H i(Y,Z/nZ) s’annule,

où la limite inductive porte sur l’ensemble des X-schémas finis étales connexes Y
par lesquels se factorise un pro-revêtement universel fixé de X.

Cette hypothèse est satisfaite dès que X est une courbe irréductible, projective
et lisse de genre > 1 ou que X est une courbe irréductible, affine, lisse.

Théorème 2.5 ([7, §2]). Soit k un corps. Il existe une unique façon d’associer
à toute variété X lisse, géométriquement irréductible et séparée sur k, munie d’un
point géométrique ξ et vérifiant la condition K(π, 1), à tout entier n inversible
dans k et à toute section s : Gal(k̄/k) → π1(X, ξ) une classe α = α(X, s, n) ∈
H2d

c (X,Z/nZ(d)), où d = dim(X), de telle sorte que :

(1) α est de degré 1 ;

(2) la formation de α est compatible aux images directes par les morphismes
quasi-finis et plats.

La formation de α est compatible aux changements de coefficients. De plus, si s
est la section associée à un point rationnel x ∈ X(k), la classe α est la classe de
cycle de x.

Précisons le sens de l’énoncé : le degré de α est entendu comme l’image de α
dans H2d

c (X̄,Z/nZ(d)) = Z/nZ, où X̄ = X ⊗k k̄. La compatibilité aux images
directes signifie que pour tout morphisme quasi-fini et plat f : X → X ′, l’image
de α par l’application f∗ : H2d

c (X,Z/nZ(d)) → H2d
c (X ′,Z/nZ(d)) (cf. [Del73,

§6.2.7]) est la classe associée à la section composée s′ = π1(f) ◦ s.

Idée de la preuve. Notons Xξ → X le pro-revêtement universel de (X, ξ).
C’est une limite projective de revêtements étales connexes pointés. Si k̄ désigne
comme précédemment la fermeture séparable de k dans le corps résiduel de ξ,
on dispose d’un pro-revêtement étale connexe X̄ → X canoniquement pointé au-
dessus de ξ, d’où une factorisation Xξ → X̄ → X. La donnée de s équivaut alors
à celle d’une k-forme Xs → X du pro-revêtement étale Xξ → X̄. La preuve du
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théorème 2.5 consiste à montrer, à l’aide de l’hypothèse K(π, 1), que la cohomologie
étale de X ×k Xs est la même que celle de X, au sens où l’application image
réciproque par la première projection est un isomorphisme

H2d(X,Z/nZ(d)) ∼−→ H2d(X ×k Xs,Z/nZ(d)),

puis à définir α comme l’image réciproque, par cet isomorphisme, de la classe de
cycle du graphe du pro-revêtement Xs → X. �

2.2.3. Algébricité sur les corps locaux. Passons à la question de l’algébri-
cité. Soit dorénavant X une courbe projective, lisse, géométriquement irréductible
sur k, de genre > 1. Pour n inversible dans k, la suite de Kummer pour la
multiplication par n sur Gm induit une suite exacte

0 Pic(X)/nPic(X) H2(X,Z/nZ(1)) nBr(X) 0,(2.1)

où nBr(X) désigne la n-torsion de Br(X). Si s : Gal(k̄/k) → π1(X, ξ) est une
section, l’algébricité de la classe de cohomologie associée à s est donc contrôlée par
son image dans le groupe de Brauer de X.

Supposons que k soit un corps de caractéristique nulle dont la cohomologie
galoisienne à valeurs dans tout module fini soit finie, par exemple un corps local. La
formation de α(X, s, n) étant compatible aux changements de coefficients, on ob-
tient, en faisant varier n, une classe α ∈ H2(X,Zℓ(1)) = lim

←−
H2(X,Z/ℓNZ(1)) pour

chaque nombre premier ℓ. Passant à la limite dans (2.1), on voit que l’obstruction
pour que α soit algébrique est une classe β ∈ Tℓ(Br(X)) = Hom(Qℓ/Zℓ,Br(X)).

Une situation dans laquelle la stratégie du §2.2.1 fonctionne complètement est
celle de la conjecture des sections réelle, établie en premier par Mochizuki [Moc03,
Theorem 3.13]. Son énoncé est le même que celui de la conjecture 2.1 avec k = R,
à ceci près que l’ensemble X(k) doit être remplacé par π0(X(R)). De la même
façon que la conjecture 2.1 est équivalente à la conjecture 2.2, il suffit, pour établir
la conjecture des sections réelle, de montrer que X(R) est non vide dès que la
suite (⋆) est scindée. La preuve de Mochizuki repose sur un théorème de Cox en
géométrie algébrique réelle. D’autres preuves ont été données, qui dépendent aussi
de divers résultats de géométrie algébrique réelle, notamment le théorème de Witt
(voir [Sti13, §16.1] pour un survol). Le formalisme des classes de cycles de sections
fournit une démonstration très simple. En effet, on a Br(X ⊗R C) = 0 d’après le
théorème de Tsen, donc Br(X) est annulé par 2, de sorte que T2(Br(X)) = 0 ; par
conséquent, la classe α à coefficients Z2 est algébrique ; il existe ainsi un élément
de Pic(X)⊗̂Z2 = lim

←−
Pic(X)/2NPic(X) de degré 1, ce qui entraîne que X possède

un zéro-cycle de degré impair et donc un point rationnel puisque R ne possède pas
d’extension finie non triviale de degré impair.

Sur un corps p-adique, nous établissons dans [7] les résultats suivants en
direction de l’algébricité de α.
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Théorème 2.6 ([7, §3]). Soit X une courbe projective, lisse, géométriquement
irréductible, de genre > 1, sur un corps p-adique k. Soit s : Gal(k̄/k) → π1(X, ξ)
une section du groupe fondamental arithmétique. Soient ℓ un nombre premier et
α ∈ H2(X,Zℓ(1)) la classe de cycle ℓ-adique de s.

(1) si s se relève en une section birationnelle (c’est-à-dire en une section de la
projection Gk(X) → Gk), alors α est algébrique.

(2) si ℓ 6= p, alors α est algébrique.

Si s se relève en une section birationnelle, le théorème 2.5 assure que α se relève
à H2

c (U,Zℓ(1)) pour tout ouvert dense U ⊂ X, d’où il résulte que β(x) = 0 pour
tout point fermé x ∈ X ; par dualité de Tate–Lichtenbaum, cela force l’annulation
de β et donc l’algébricité de α. Cela dit, sous l’hypothèse que s se relève en une
section birationnelle, le théorème de Koenigsmann entraîne de toute façon que s
et α proviennent même d’un point rationnel. Le contenu du théorème 2.6, et aussi le
résultat principal de [7], est réellement l’assertion (2). Sa démonstration, esquissée
ci-dessous, repose seulement sur une étude minutieuse des relations entre les classes
de cycles ℓ-adiques des sections du groupe fondamental arithmétique induites par s
dans la tour des revêtements finis étales de X déterminée par s.

Esquisse de preuve de (2). Notons Xs → X la k-forme du pro-revêtement
étale connexe Xξ → X̄ déterminée par s (cf. l’esquisse de preuve du théorème 2.5).
Notons ensuite π : Y → X un revêtement étale fini connexe par lequel Xs → X
se factorise. Par construction, la section s est à valeurs dans le sous-groupe
π1(Y, ξ) ⊂ π1(X, ξ) ; elle détermine donc une classe αY ∈ H2(Y,Zℓ(1)) telle que
π∗αY = α, d’après le théorème 2.5.

Lemme 2.7. On a π∗α = deg(π)αY dans H2(Y,Qℓ(1)).

Esquisse de preuve. L’application π∗ : H2(Y,Qℓ(1)) → H2(X,Qℓ(1)) est
surjective puisque π∗ ◦ π

∗ est la multiplication par deg(π). On peut démontrer,
à l’aide de l’hypothèse ℓ 6= p et d’un argument reposant sur les poids, que
dimH2(Y,Qℓ(1)) = dimH2(X,Qℓ(1)) = 2. La surjectivité de π∗ implique donc
son injectivité. Or π∗(π

∗α− deg(π)αY ) = 0, d’où le lemme. �

Considérons maintenant l’accouplement

−⌣ − : H2(X,Qℓ(1))×H2(X,Qℓ(1))→ Qℓ

donné par le cup-produit et par l’identification canonique H4(X,Qℓ(2)) = Qℓ.
D’après le lemme ci-dessus et la formule de projection, on a l’égalité

α ⌣ α = α ⌣ π∗αY = π∗(π∗α ⌣ αY ) = deg(π)π∗(αY ⌣ αY )

dans Qℓ. Mais α ⌣ α et αY ⌣ αY sont des éléments de Zℓ (l’accouplement est
en effet défini à coefficients Zℓ) ; il s’ensuit que α ⌣ α est divisible par deg(π)
dans Zℓ. Choisissant Y de degré divisible par une puissance arbitrairement grande
de ℓ, on conclut que α ⌣ α = 0.
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On a déjà souligné que H2(X,Qℓ(1)) est un Qℓ-espace vectoriel de dimension 2.
Cet espace contient deux droites canoniques distinctes : la droite H2(k,Qℓ(1))
des classes de degré 0 et la droite Pic(X)⊗̂Qℓ des classes algébriques. Une
conséquence de la dualité de Tate–Lichtenbaum est que ces deux droites sont
des sous-espaces totalement isotropes maximaux pour l’accouplement considéré
ci-dessus. Pour montrer que α est algébrique, il suffit donc de voir que α ⌣ λ = 0
si λ ∈ H2(X,Qℓ(1)) est algébrique de degré 1. Or cela résulte tout de suite des trois
égalités α ⌣ α = 0 (prouvée précédemment), λ ⌣ λ = 0 (car λ est algébrique) et
(α−λ) ⌣ (α−λ) = 0 (car α−λ est de degré 0 donc provient de H2(k,Qℓ(1))). �

On notera que bien que le théorème 2.5 construise des classes de cohomologie à
coefficients finis, il est indispensable, pour la preuve du théorème 2.6, de travailler
à la fois avec des coefficients Qℓ (pour le lemme 2.7) et avec des coefficients Zℓ

(pour l’argument de divisibilité qui suit ce lemme).
Dans la situation du théorème 2.6, l’algébricité de α entraîne l’existence, sur X,

d’un zéro-cycle de degré premier à ℓ. Le théorème 2.6 a donc pour corollaire
l’énoncé suivant, établi indépendamment par Stix [Sti10] à l’aide d’un théorème
de Lichtenbaum [Lic69] comparant période et indice d’une courbe sur un corps
p-adique : si X est une courbe projective, lisse, géométriquement irréductible, de
genre > 1, sur un corps p-adique, et si la suite (⋆) est scindée, alors X possède
un zéro-cycle de degré une puissance de p. C’est un pas modeste en direction de
de la conjecture des sections p-adique, pour laquelle le point crucial semble être
l’algébricité de α pour ℓ = p.

2.2.4. Algébricité sur les corps de nombres. Le corollaire au théorème 2.6
que l’on vient de discuter et l’analogue réel de la conjecture 2.2 permettent de
donner les premiers exemples de courbes hyperboliques sur un corps de nombres
vérifiant l’énoncé de la conjecture des sections. Ces exemples sont les courbes X
projectives, lisses, géométriquement irréductibles et de genre > 2, sur un corps de
nombres k, pour lesquelles il existe soit une place réelle v telle que X(kv) = ∅,
soit une place finie v telle que X ⊗k kv ne possède pas de zéro-cycle de degré une
puissance de la caractéristique résiduelle de v (cf. [Sti10, §7]). Il est plus difficile
de donner des exemples parmi les courbes X possédant des points adéliques. Seuls
deux tels exemples sont connus. Le premier, dû à Harari, Szamuely, Flynn [HS09],
est construit sur mesure et repose sur de nombreux théorèmes arithmétiques
globaux, au rang desquels la finitude du groupe de Tate–Shafarevich des courbes
elliptiques modulaires de rang analytique 0, la modularité des courbes elliptiques
sur Q, etc. Le second exemple, traité dans [10], est la courbe de Schinzel [Sch84],
un exemple bien connu de courbe X projective et lisse sur Q, de genre 3, telle
que X(Q) = ∅ mais X(AQ) 6= ∅. La démonstration du théorème ci-dessous fait
seulement appel aux résultats d’algébricité locaux présentés au §2.2.3 et à la loi
de réciprocité de la théorie du corps de classes global.
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Théorème 2.8 ([10]). Si X ⊂ P2
Q est la courbe d’équation x4 − 17z4 =

2(y2 + 4z2)2, la suite exacte de groupes profinis (⋆) n’est pas scindée.

Esquisse de preuve. L’idée principale est que si s : Gal(Q̄/Q) → π1(X, ξ)
est une section de (⋆), alors, même si l’on ne sait pas que les sections locales
induites sv : Gal(Q̄v/Qv) → π1(X ⊗Q Qv, ξ) proviennent de points locaux de X
lorsque v parcourt l’ensemble des places de Q, les classes de cycles αv associées
aux sections sv par le théorème 2.5 sont suffisamment contraintes pour qu’il soit
possible de répéter, en termes des αv et de la classe globale α associée à s,
l’argument classique démontrant la vacuité de X(AQ)Br(X) à partir de la loi de
réciprocité globale et de l’algèbre de quaternions Q = ((y/z)2 + 4, 17). La mise
en œuvre de cette idée passe par une étude délicate de la cohomologie étale de
courbes ouvertes bien choisies contenues dans X.

Concrètement, la démonstration du théorème 2.8 repose sur un critère général,
que nous n’énonçons pas ici (cf. [10, Théorème 2.1]), assurant que la suite (⋆)
n’est pas scindée et sur la vérification de ce critère dans le cas de la courbe de
Schinzel. Dans cet exemple, vérifier le critère consiste à montrer que la classe
de Q dans 2Br(X) admet un relèvement γ ∈ H2(X,Z/2Z) dont l’image dans
H2(X⊗Q Q2,Z/2Z) est la classe de cycle d’un élément de torsion de Pic(X⊗Q Q2)
(cf. [10, §3] pour l’argument ; c’est la partie la moins aisée de la démonstration).
Admettant l’existence d’un tel γ ainsi que d’une section s : Gal(Q̄/Q)→ π1(X, ξ)
de (⋆), notons α ∈ H2(X,Z/2Z) la classe de cycle de s et considérons l’image
δ ∈ Br(k) du cup-produit α ⌣ γ par l’application bord

H4(X,Z/2Z)→ H2(k,H2(X̄,Z/2Z)) = H2(k,Z/2Z) = 2Br(k)

issue de la suite spectrale de Hochschild–Serre. Pour toute place v de Q, soit αv

l’image de α dans H2(X⊗Q Qv,Z/2Z). C’est en combinant les ingrédients suivants
que l’on aboutit à une contradiction (cf. [10, §2] pour les détails) : la nullité de
la somme

∑
v∈Ω invv δ, l’algébricité de αv pour toute place v de Q différente de 2

(théorème 2.6 et conjecture des sections réelle), l’existence d’un relèvement de α2

à la cohomologie entière H2(X ⊗Q Q2,Z2(1)) (théorème 2.5) et enfin le fait bien
connu que l’algèbre de quaternions Q est responsable d’une obstruction de Brauer–
Manin à l’existence d’un zéro-cycle de degré 1 sur X. �

2.3. Périodes génériques et sections birationnelles abéliennes ([5], [8])

2.3.1. Conjecture birationnelle abélienne. L’article [8] est consacré à la
variante birationnelle abélienne de la conjecture 2.3 : nous étudions l’énoncé obtenu
lorsque l’on remplace le groupe fondamental géométrique par son abélianisé.
Autrement dit, nous considérons la suite exacte de groupes profinis

1 G
ab
k̄(X) G

[ab]
k(X)

Gk 1(♯)
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où Gk = Gal(k̄/k), Gab
k̄(X) = Gal(k̄(X)ab/k̄(X)) et G[ab]

k(X) = Gal(k̄(X)ab/k(X)),
en notant k̄(X)ab l’extension abélienne maximale de k̄(X), pour une variété X
géométriquement irréductible et lisse sur un corps k. L’extension (♯) définit un
élément de H2(k,Gab

k̄(X)) ; un argument de restriction-corestriction dans ce groupe
abélien permet de voir que (♯) est scindée dès que X possède un zéro-cycle de
degré 1. Si l’on suppose (♯) scindée, on ne peut donc pas espérer prouver mieux que
l’existence d’un zéro-cycle de degré 1 sur X. Nous montrons que c’est précisément
ce qui se passe dans le cas des courbes sur les corps de nombres.

Théorème 2.9 ([8, Theorem 2.1]). Soit X une courbe propre, lisse et géo-
métriquement irréductible sur un corps de nombres k. Supposons le sous-groupe
divisible du groupe de Tate–Shafarevich de la jacobienne de X nul. Alors (♯) est
scindée si et seulement si X possède un zéro-cycle de degré 1.

Ce théorème peut être considéré comme l’analogue birationnel abélien de la
conjecture 2.2. Notons qu’au moins dans le cas des courbes, une section biration-
nelle métabélienne devrait suffire à déterminer un point rationnel (cf. [Pop10]) ;
on peut donc espérer qu’une bonne compréhension des sections birationnelles abé-
liennes soit un point de départ pour attaquer la conjecture 2.3 en toute généralité.

Le formalisme introduit au §2.2 ne permet pas de démontrer le théorème 2.9 car
la donnée d’une section abélienne ne suffit pas à construire une « classe de cycle »
en cohomologie étale (la démonstration du théorème 2.5 s’appuie en effet sur le
passage de X à un revêtement étale fini de X qui est géométriquement nilpotent
mais pas nécessairement géométriquement abélien). La preuve du théorème 2.9
commence avec la remarque qu’une section de la suite exacte (♯) munit le groupe
abélien

M =
{
f ∈ k̄(X)ab ∗ ; ∃n > 1, fn ∈ k̄(X)∗

}
(2.2)

d’une action de Gal(k̄/k). Cela donne un sens aux groupes de cohomologie galoi-
sienne H i(k,M), une fois fixée une section birationnelle abélienne. On remarque
d’autre part que M s’inscrit dans un diagramme commutatif de Gal(k̄/k)-modules

1 k̄∗ k̄(X)∗ k̄(X)∗/k̄∗ 1

1 k̄∗ M
(
k̄(X)∗/k̄∗

)
⊗Z Q 1

(2.3)

dont les lignes sont exactes ; la ligne du bas permet notamment d’identifier la
cohomologie galoisienne de M à celle de k̄∗. À partir de ce diagramme et à l’aide
de considérations cohomologiques que nous ne détaillons pas ici, on parvient à
fabriquer une rétraction r : Br(X)→ Br(k) de la flèche naturelle Br(k) → Br(X)
et, pour chaque place v de k, une rétraction rv : Br(X ⊗k kv) → Br(kv) de la
flèche naturelle Br(kv)→ Br(X ⊗k kv), de telle sorte que le carré formé de r, de rv
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et des flèches de restriction évidentes soit commutatif. D’après des théorèmes de
Lichtenbaum, Tate et Witt, de telles rétractions rv proviennent de zéro-cycles zv

de degré 1 sur X ⊗k kv via l’accouplement canonique

Pic(X ⊗k kv)× Br(X ⊗k kv)→ Br(kv).(2.4)

L’existence de la rétraction r compatible à rv pour toute place v assure que la
famille (zv)v∈Ω est orthogonale à Br(X) pour l’accouplement de Brauer–Manin. Un
théorème de Saito [Sai89] permet enfin d’en déduire l’existence d’un zéro-cycle de
degré 1 sur X, compte tenu de l’hypothèse sur le groupe de Tate–Shafarevich de
la jacobienne de X.

2.3.2. Torseurs d’Albanese. Qu’advient-il du théorème 2.9 si X est main-
tenant une variété de dimension supérieure ? La démonstration utilise l’hypothèse
dim(X) = 1 de façon essentielle en plusieurs endroits. Le théorème de Tsen ne
permet plus de plonger Br(X) dans H2(k, k̄(X)∗) et les théorèmes de Lichtenbaum,
Tate et Witt selon lesquels pour toute place v de k, toute rétraction de la flèche
naturelle Br(kv)→ Br(X⊗k kv) provient d’un zéro-cycle de degré 1 sur X⊗k kv ne
valent pas en dimension > 2. En fait, comme nous le verrons plus bas, l’énoncé du
théorème lui-même est tout simplement faux en dimension supérieure : il existe des
surfaces rationnelles, projectives et lisses sur Q, ne possédant pas de zéro-cycle de
degré 1 et pour lesquelles la suite (♯) est néanmoins scindée. Il en va par exemple
ainsi de la surface X ⊂ P4

Q de Birch et Swinnerton-Dyer [BSD75], définie par le
système d’équations homogènes uv = x2 − 5y2, (u+ v)(u+ 2v) = x2 − 5z2.

Il s’avère que la généralisation adéquate du théorème 2.9 aux variétés de
dimension supérieure fait intervenir l’arithmétique des variétés semi-abéliennes.
Elle est liée à deux notions que nous discutons maintenant.

La première est celle de torseur d’Albanese. Comme l’avait remarqué Serre et
comme ce fut amplifié dans les travaux de Ramachandran sur une conjecture de
Deligne (cf. [Ram01]), le formalisme classique des variétés d’Albanese associées
aux variétés projectives et lisses sur un corps algébriquement clos s’étend natu-
rellement aux variétés ouvertes et aux corps non algébriquement clos, grâce à la
définition suivante. Si X est une variété lisse et géométriquement irréductible sur
un corps k, on appelle torseur d’Albanese de X un torseur T sous une variété
semi-abélienne, muni d’un morphisme u : X → T tel que tout morphisme de X
vers un torseur sous une variété semi-abélienne se factorise, de façon unique,
par u. Le torseur d’Albanese existe toujours (cf. [5, Appendix]) et est unique à
un isomorphisme unique près. Suivant la terminologie introduite par Lang et Tate
dans le cas projectif, nous appellerons période de X l’ordre de la classe de T dans le
groupe de cohomologie galoisienne H1(k, A) où A est la variété semi-abélienne sous
laquelle T est un torseur. Si U est un ouvert dense de X, la période de X divise
celle de U . La période générique de X est par définition le maximum des périodes
de U lorsque U parcourt l’ensemble des ouverts denses de X. C’est également la
période de tout ouvert dense U de X tel que NS(U⊗k k̄) = 0 (cf. [5, Lemma 3.1.1]).
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L’étude de la période générique prolonge à la fois celle des périodes des courbes
et des torseurs sous les variétés abéliennes, entamée par Lang, Tate [LT58],
Shafarevich [Sha57] et Lichtenbaum [Lic68], et celle des exposants des algèbres
centrales simples (on peut en effet vérifier que l’exposant d’une algèbre centrale
simple coïncide avec la période générique de la variété de Severi–Brauer associée).
Dans la perspective d’étudier les zéro-cycles sur X, l’intérêt de la définition de la
période générique réside dans la relation de divisibilité suivante, conséquence d’un
lemme de déplacement classique : pour toute variété X lisse et géométriquement
irréductible sur un corps k, la période générique de X divise le degré de tout zéro-
cycle sur X. Autrement dit, si l’on appelle indice de X le pgcd des degrés des
points fermés de X, la période générique divise l’indice (cf. [5, Proposition 2.1]).

La seconde notion à laquelle la généralisation adéquate du théorème 2.9 aux
variétés de dimension supérieure est liée est l’obstruction élémentaire à l’existence
d’un zéro-cycle de degré 1, définie par Colliot-Thélène et Sansuc [CTS87] dans le
cadre de la théorie de la descente pour les variétés rationnelles. Cette obstruction
est la classe de l’extension de Gal(k̄/k)-modules

1 k̄∗ k̄(X)∗ k̄(X)∗/k̄∗ 1(e)

dans le groupe Ext1
Gal(k̄/k)(k̄(X)∗/k̄∗, k̄∗). Elle apparaît déjà en filigrane dans la

preuve du théorème 2.9 (cf. le diagramme (2.3)).
Dans [5] et dans [8], nous montrons que sur un corps de nombres, toutes

les notions que l’on vient d’examiner sont en réalité équivalentes entre elles.
Elles sont aussi équivalentes à l’obstruction de Brauer–Manin à l’existence d’un
point rationnel associée au sous-groupe B(X) ⊂ Br(X) des classes localement
constantes, lorsque X possède un point adélique.

Théorème 2.10 ([5, Theorem 3.3.1], [8, Theorem 3.9]). Soit X une variété
propre, lisse et géométriquement irréductible sur un corps de nombres k. Supposons
le sous-groupe divisible du groupe de Tate–Shafarevich de la variété de Picard de X
nul. Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) la suite (♯) est scindée ( i.e. il existe une section birationnelle abélienne) ;

(2) la suite (e) est scindée ( i.e. l’obstruction élémentaire s’évanouit) ;

(3) la période générique de X est égale à 1.

Si X(Ak) 6= ∅, ces trois conditions sont aussi équivalentes à :

(4) X(Ak)B(X) 6= ∅.

Ce théorème généralise le théorème 2.9 car période générique et indice coïn-
cident pour les courbes (sur tout corps).

Comme il est bien connu, une obstruction de Brauer–Manin peut s’opposer à
ce qu’une surface rationnelle définie sur Q possède un zéro-cycle de degré 1 sans
qu’il n’y ait pour autant d’obstruction de Brauer–Manin localement constante.
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Le théorème 2.10 fournit par conséquent des contre-exemples à une généralisation
trop hâtive du théorème 2.9 aux variétés de dimension > 2.

Nous ne détaillons pas ici la démonstration du théorème 2.10 ; nous nous
contenterons des quelques remarques qui suivent. Les implications (3)⇒(2)⇒(1)
sont valables sur tout corps. La première relie torseurs d’Albanese et obstruction
élémentaire, c’est l’un des résultats principaux de [5]. La seconde est établie
dans [8] par des arguments cohomologiques raffinant ceux de la démonstration
du théorème 2.9. Le contenu arithmétique du théorème 2.10 réside donc dans
l’implication (1)⇒(3). Sa preuve passe par celles des implications (1)⇒(4)⇒(3)
sous l’hypothèse que X(Ak) 6= ∅ et repose notamment sur les résultats de Harari
et Szamuely [HS08] sur l’arithmétique des 1-motifs. L’implication (2)⇒(4) sous
l’hypothèse que X(Ak) 6= ∅ avait auparavant été remarquée par Borovoi, Colliot-
Thélène et Skorobogatov dans [BCTS08, §2.3], où la question de la validité de la
réciproque était soulevée.

Sur un corps p-adique ou sur le corps des réels, nous montrons dans [5] et [8]
que les propriétés (1), (2) et (3) du théorème 2.10 sont équivalentes pour toute
variété X propre, lisse et géométriquement irréductible (cf. [5, Theorem 3.2.1],
[8, Theorem 3.9]). En revanche, sur le corps C((t)), les conditions (1) et (2) sont
toujours satisfaites (la condition (1) l’est évidemment puisque le groupe de Galois
absolu de C((t)) est pro-libre ; pour la condition (2), cf. [5, Theorem 3.4.1]) mais la
condition (3) ne l’est pas (par exemple, la courbe cubique plane x3 + ty3 + t2z3 = 0
sur C((t)) est de période 3). De façon quelque peu inattendue, le formalisme des
classes de cycles de sections du groupe fondamental introduit dans [7] appliqué
aux courbes sur C((t)) nous permet, dans [8], de répondre en toute généralité par
la négative à la question suivante posée dans [BCTS08] : l’évanouissement de
l’obstruction élémentaire est-elle une condition stable par extension des scalaires ?
Des réponses positives avaient été données dans [5] lorsque le corps de base est un
corps de nombres, un corps p-adique ou le corps des réels, grâce aux liens entre
obstruction élémentaire et période générique. La pertinence du formalisme des
classes de cycles de sections pour ce problème vient du rôle joué par le groupe de
Brauer dans la question de leur algébricité (cf. §2.2.3).



Chapitre 3

Zéro-cycles sur les corps locaux et strictement locaux

3.1. Indices des variétés sur les corps strictement locaux ([12])

3.1.1. Variétés rationnellement connexes sur Qnr
p . D’après une conjec-

ture de Lang, Manin et Kollár (cf. conjecture 1.1), toute variété rationnellement
connexe définie sur l’extension non ramifiée maximale d’un corps p-adique devrait
admettre un point rationnel. La même assertion sur le corps C((t)) est connue ;
c’est une conséquence du théorème de Graber, Harris et Starr [GHS03] selon lequel
la conjecture 1.1 vaut pour le corps des fonctions d’une courbe complexe et d’un
argument d’approximation pour passer du global au local. La preuve de [GHS03]
est de nature fondamentalement globale (géométrie des espaces de modules des
applications stables de Kontsevich) et l’on ne connaît pas de preuve locale, évitant
ce détour global, de l’existence de points rationnels sur les variétés rationnellement
connexes sur C((t)). Ainsi, malgré l’analogie entre Qnr

p et C((t)), qui sont deux
exemples de corps strictement locaux (corps des fractions d’un anneau de valuation
discrète strictement hensélien excellent), la solution de la conjecture 1.1 sur C((t))
n’aide pas à résoudre cette conjecture sur le corps Qnr

p .
Nous établissons dans [12] un premier résultat en direction de la conjecture de

Lang, Manin et Kollár sur Qnr
p .

Théorème 3.1 ([12, Corollary 3.6]). Toute variété rationnellement connexe
sur l’extension non ramifiée maximale d’un corps p-adique possède un zéro-cycle
de degré une puissance de p.

3.1.2. Lien avec les caractéristiques d’Euler–Poincaré de faisceaux
cohérents. Nous obtenons le théorème 3.1 comme conséquence d’un énoncé gé-
néral reliant indices des variétés sur les corps strictement locaux et caractéristiques
d’Euler–Poincaré de faisceaux cohérents. Ce lien est nouveau même en égale ca-
ractéristique nulle.

Théorème 3.2 ([12, Theorem 3.1]). Soit K le corps des fractions d’un anneau
de valuation discrète hensélien excellent de corps résiduel k algébriquement clos.
Notons p la caractéristique de k. Soient X un K-schéma propre et E un faisceau
cohérent sur X.

(1) L’indice de X divise χ(X,E) à une puissance de p près.

(2) L’indice de X divise χ(X,E) si p = 0 ou si p > dim(X) + 1 ou si l’on
admet la résolution des singularités pour les schémas excellents.

27



28 3. ZÉRO-CYCLES SUR LES CORPS LOCAUX ET STRICTEMENT LOCAUX

Rappelons que l’indice de X est le pgcd des degrés des points fermés de X,
ou encore le plus petit degré strictement positif d’un zéro-cycle sur X. Rappelons
aussi que cet entier admet une interprétation géométrique : si X est une variété
propre et lisse sur C((t)), l’indice de X coïncide avec la multiplicité de la fibre
spéciale de tout modèle propre et régulier de X sur C[[t]].

Le théorème 3.1 se déduit du théorème 3.2 en prenant E = OX : en effet, une
variété X propre, lisse et rationnellement connexe sur un corps de caractéristique
nulle vérifie H i(X,OX) = 0 pour i > 0, donc χ(X,OX) = 1.

Le théorème 3.1 fournit, dans de nombreuses situations, des critères nouveaux
pour l’existence de zéro-cycles de degré donné sur les corps strictement locaux.
Un exemple déjà connu d’Atiyah [Ati71, p. 61] est celui des courbes de genre 2
sur C((t)) : comme χ(X,OX) = −1, elles possèdent un zéro-cycle de degré 1. Si l’on
applique le théorème 3.2 aux hypersurfaces de Pn et aux faisceaux E = OPn(j)|X
pour j ∈ Z, on trouve que sur C((t)) ou sur l’extension non ramifiée maximale
d’un corps p-adique avec p > 5, toute hypersurface de degré 6 dans P3 et toute
hypersurface de degré 12 dans P4 possède un zéro-cycle de degré 1 (cf. [12, §4]).
Une telle affirmation peut surprendre dans la mesure où le théorème de Lang
selon lequel ces corps sont C1 ne garantit l’existence d’un point rationnel (et donc
d’un zéro-cycle de degré 1) que pour les hypersurfaces de Pn de degré 6 n.
Un troisième exemple est celui des variétés propres et lisses de type général
sur C((t)). Leur indice divise leurs plurigenres supérieurs, c’est-à-dire les entiers
dimK H0(X,OX(nK)) pour n > 2, d’après le théorème 3.2 combiné à des résultats
de Kollár et Lazarsfeld selon lesquels ces entiers sont des caractéristiques d’Euler–
Poincaré de certains faisceaux cohérents construits à partir de faisceaux d’idéaux
multiplicateurs asymptotiques (cf. [12, Corollary 3.7]).

3.1.3. Exemples provenant du cobordisme complexe. Soit X une va-
riété propre, lisse et géométriquement irréductible sur C((t)). Notons d sa dimen-
sion. Voici un énoncé comparable à celui du théorème 3.2.

Théorème 3.3 ([12, §5]). Si d est impair, le nombre d’auto-intersection K d
X

est pair et l’indice de X divise 1
2
K d

X.

Ce théorème suggère que pour toute variété X propre, lisse et géométriquement
irréductible sur C((t)) de dimension impaire, la classe dans CH0(X) de la puissance
d-ème de KX au sens du produit d’intersection est divisible par 2. Pour d = 1, c’est
vrai d’après Atiyah [Ati71] mais nous ne savons pas prouver une telle affirmation
en général ; ce n’est pas ainsi que nous démontrons le théorème 3.3. Pour d = 3, il
résulte du théorème de Hirzebruch–Riemann–Roch que

−
1
2
K 3

X = χ(X, TX) + χ(X,Ω1
X) + 18χ(X,OX),(3.1)

de sorte que le théorème 3.2 entraîne, dans ce cas, la conclusion du théorème 3.3 ;
mais nous ne connaissons pas de formule similaire à (3.1) qui serait valable pour d
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impair arbitraire. Il s’avère cependant qu’un théorème de Hattori et Stong dans la
théorie du cobordisme complexe (cf. [Hat66], [Sto65]) suffit à prédire l’existence
d’une telle formule pour chaque entier impair d. C’est par ce biais que nous
déduisons le théorème 3.3 du théorème 3.2.

Plus généralement, si P ∈ Q[c1, . . . , cd] est une classe caractéristique, c’est-
à-dire un polynôme homogène de degré d pour la graduation deg(ci) = i, et si X
est une variété propre et lisse de dimension d, notons P (X) ∈ Q la valeur de P
évalué (au sens des nombres d’intersection) sur les classes de Chern du fibré tangent
de X. Si P (X) ∈ Z pour toute variété X projective lisse complexe de dimension d,
le théorème de Hattori et Stong garantit que P (X) s’exprime comme combinaison
Z-linéaire de caractéristiques d’Euler–Poincaré de fibrés vectoriels déduits du fibré
tangent par les opérations usuelles de l’algèbre multilinéaire (produits tensoriels,
alternés, symétriques, foncteurs de Schur, sommes directes, passage au dual).
Compte tenu du théorème 3.2, il s’ensuit que pour toute variété X propre, lisse et
géométriquement irréductible sur C((t)), l’indice de X divise P (X). L’hypothèse
que P est à valeurs entières est facile à vérifier : en effet, il suffit de la tester sur
un système (fini) de générateurs de l’anneau de cobordisme complexe (les produits
d’espaces projectifs et d’hypersurfaces de Milnor). Le théorème 3.3 est obtenu
avec la classe caractéristique P = 1

2
cd

1, qui est à valeurs entières pour d impair ; on
renvoie à [12, §5] pour de nombreux autres exemples.

3.1.4. Indices intermédiaires. À la suite de la publication de [12], Kollár
remarqua dans [Kol13] que les arguments employés dans la preuve du théorème 3.1
donnent lieu, sur un corps arbitraire, à un nouvel invariant birationnel des variétés
propres et lisses. Si X est un schéma propre sur un corps K et si n est un
entier naturel, le n-ème indice intermédiaire de X sur K est par définition le
pgcd des χ(X,E) lorsque E parcourt l’ensemble des faisceaux cohérents sur X
dont le support est de dimension 6 n. Lorsque n = 0, on retrouve l’indice
de X sur K. Les indices intermédiaires forment une suite décroissante, au sens
de la divisibilité, lorsque n croît ; ce que le théorème 3.2 affirme, c’est que si K
est un corps strictement local et si p désigne l’exposant caractéristique de son
corps résiduel, tous ces indices sont égaux, à une puissance de p près. Kollár
démontre que pour un corps K quelconque, la suite des indices intermédiaires
constitue un invariant birationnel des K-schémas propres et réguliers (cf. op.
cit., Corollary 9). De nombreuses questions s’ensuivent naturellement. Comment
calculer ces invariants ? Quelles sont les suites d’entiers qui peuvent apparaître
ainsi ? Sur les réels, le premier indice intermédiaire d’une variété rationnellement
connexe est-il toujours égal à 1 ? Sur un corps de caractéristique nulle arbitraire,
pour tout entier naturel n, l’indice divise le produit du n-ème indice intermédiaire
et du dénominateur de la n-ème classe de Todd, d’après le théorème de Hirzebruch–
Riemann–Roch ; la suite décroissante des indices intermédiaires est-elle soumise à
d’autres contraintes que celle-là ? Nous renvoyons à [Kol13] pour de nombreux
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exemples ainsi que pour une généralisation, en termes des indices intermédiaires,
d’une formule du degré due à Rost, Merkurjev, Zainoulline et Haution (cf. [Zai10],
[Hau13]).

3.2. Conjecture de Kato–Kuzumaki ([15])

3.2.1. Hypersurfaces de Fano. Les idées introduites dans [12] pour prouver
le théorème 3.1 furent aussi le point de départ pour la solution, dans [15], d’une
conjecture de Kato et Kuzumaki [KK86] sur les corps p-adiques et sur les corps
de nombres totalement imaginaires, dont l’énoncé est le suivant.

Théorème 3.4 ([15, Corollaire 5.5, Théorème 6.1]). Soit k un corps p-adique
ou un corps de nombres totalement imaginaire. Soit X ⊂ Pn

k une hypersurface de
degré d. Si d 6 n, tout élément α ∈ k peut s’écrire sous la forme α =

∏m
i=1 Nki/k(αi)

pour un entier naturel m, des extensions finies ki/k telles que X(ki) 6= ∅ et des
αi ∈ ki.

La conjecture avancée dans [KK86] est bien plus générale : elle concerne des
corps arbitraires et porte sur les liens entre dimension cohomologique, K-théorie
algébrique et hypersurfaces projectives de petit degré. Cependant, Merkurjev, puis
Colliot-Thélène et Madore, construisirent des contre-exemples, non explicites, à
l’aide d’un procédé de récurrence transfinie dû à Merkurjev et Suslin (cf. [Mer91],
[CTM04], [MS82, §11.4]). La conjecture reste plausible pour tous les corps qui
apparaissent naturellement en arithmétique et en géométrie algébrique et est source
de nombreux problèmes intéressants, par exemple celui de l’existence de zéro-cycles
de degré 1 sur les hypersurfaces de Pn de degré d définies sur un corps p-adique,
lorsque d2 6 n (comme l’a montré Terjanian, de telles hypersurfaces ne possèdent
pas nécessairement de point rationnel). Voici l’énoncé général de la conjecture.
Notant Kq(k) le q-ème groupe de K-théorie de Milnor de k, on définit le q-ème
groupe de normes Nq(X/k) ⊂ Kq(k) d’un k-schéma de type fini X comme le
sous-groupe engendré par les images des applications norme

Nk(x)/k : Kq(k(x))→ Kq(k)

(définies par Kato [Kat80]) lorsque x parcourt l’ensemble des points fermés de X.
Si i et q sont deux entiers naturels, on dit, suivant Kato et Kuzumaki, qu’un
corps k vérifie la propriété Cq

i si l’égalité Nq(X/k
′) = Kq(k

′) a lieu pour toute
extension finie k′/k, tout entier n et toute hypersurface X ⊂ Pn

k′ de degré d
tel que di 6 n. Cette définition est parallèle à celle, due à Lang, des corps Ci ;
rappelons que k est Ci si et seulement si pour toute extension finie k′/k et tout
entier n, toute hypersurface X ⊂ Pn

k′ de degré d tel que di 6 n possède un k′-point
(cf. [Lan52], [Nag57]). De façon évidente, un corps Ci est Cq

i pour tout q. La
conjecture formulée dans [KK86], pour un corps k que l’on supposera parfait
pour simplifier et pour des entiers naturels i et q fixés, est que la dimension
cohomologique de k est 6 i + q si et seulement si k est un corps Cq

i . En ces
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termes, ce que le théorème 3.4 affirme, c’est que les corps p-adiques et les corps de
nombres totalement imaginaires sont C1

1 .
Les groupes de normes Nq(X/k) apparaissent dans la littérature sous diverses

formes. Pour q = 0, on a K0(k) = Z et N0(X/k) est le sous-groupe engendré
par l’indice de X. Pour q = 1, on a K1(k) = k∗. Lorsque X est une variété de
Severi–Brauer, le groupe N1(X/k) est l’image de la norme réduite Nrd : A∗ → k∗,
où A désigne l’algèbre centrale simple correspondant à X. Lorsque X est une
quadrique, définie par une forme quadratique f , le groupe N1(X/k) contient k∗2

et le quotient est l’image de la norme spinorielle SOf(k) → k∗/k∗2 (principe de
norme de Knebusch, cf. [Gil07, §32.4]). D’après un célèbre théorème de Merkurjev
et Suslin, la norme spinorielle de toute forme quadratique et la norme réduite
de toute algèbre centrale simple sont surjectives si k est parfait de dimension
cohomologique 6 2 (cf. [Ser94, Chapitre III, §3.2]).

Pour tout entier q, nous établissons aussi dans [15] la propriété Cq
1 pour le

corps des séries formelles itérées C((t1)) · · · ((tq+1)), ainsi qu’une variante « à
une puissance de p près » de cette propriété pour les corps locaux supérieurs de
dimension cohomologique q + 1 et de caractéristique résiduelle p (un exemple de
tel corps est Qp((t)), de dimension cohomologique 3).

Kato et Kuzumaki avaient déjà démontré tous ces résultats dans [KK86] en
se restreignant aux hypersurfaces de degré premier (voire, dans le cas des corps
de nombres totalement imaginaires, aux hypersurfaces lisses de degré premier), à
l’aide d’arguments élémentaires très ingénieux. La démonstration du théorème 3.4,
très différente, est esquissée au §3.2.2 ; nous présentons ensuite au §3.2.3 d’autres
résultats obtenus comme sous-produits.

3.2.2. Stratégie de la preuve. La définition suivante constitue le point
essentiel permettant d’aborder la propriété Cq

1 . Elle la généralise en remplaçant
les hypersurfaces de Fano apparaissant dans son énoncé par des schémas propres
arbitraires.

Définition 3.5. Soient q un entier naturel et k un corps. On dit que k
vérifie la propriété Cq

1 forte si pour toute extension finie k′/k, tout k′-schéma
propre X et tout faisceau cohérent E sur X, la caractéristique d’Euler–Poincaré
χ(X,E) =

∑
(−1)i dimk′ H i(X,E) annule le groupe Kq(k

′)/Nq(X/k
′).

Si p est un entier fixé, on définit de même la propriété Cq
1 forte hors de p en

demandant que χ(X,E) annule (Kq(k
′)/Nq(X/k

′))⊗Z Z[1/p].
La propriété Cq

1 forte implique la propriété Cq
1 de Kato et Kuzumaki puisque

les hypersurfaces de Pn de degré d 6 n vérifient χ(X,OX) = 1. Explicitons la
définition pour q = 0 : le corps k est C0

1 fort si et seulement si pour toute extension
finie k′/k, tout k′-schéma propre X et tout faisceau cohérent E sur X, l’indice de X
divise χ(X,E). C’est la propriété déjà considérée dans le théorème 3.2.

Une première étape de la preuve du théorème 3.4 consiste à établir un théorème
de transition pour la propriété Cq

1 dans la situation d’un anneau de valuation
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discrète hensélien excellent. On convient, dans l’énoncé ci-dessous, que tout corps
vérifie la propriété C−1

1 forte.

Théorème 3.6 ([15, Théorème 4.2, Remarque 4.9 (ii)]). Soit q un entier
naturel. Soit R un anneau de valuation discrète hensélien excellent, de corps des
fractions K et de corps résiduel k. Supposons k de dimension cohomologique 6 q
et notons p son exposant caractéristique. Si k vérifie la propriété Cq−1

1 forte hors
de p, alors K vérifie la propriété Cq

1 forte hors de p.

Pour q = 0, on retrouve l’énoncé du théorème 3.2 (1).
La preuve du théorème 3.6 repose sur deux types d’ingrédients :
— des arguments de dévissage K-théoriques, axiomatisés dans [15, §2] (il s’agit

ici de la K-théorie des faisceaux cohérents sur X et non de celle du corps K),
grâce auxquels la démonstration de la propriété Cq

1 forte pour un corps
donné se ramène à une vérification portant sur une classe restreinte de sché-
mas propres ; en l’occurrence, sur la classe des K-schémas X qui s’étendent
en des R-schémas X propres, irréductibles et réguliers, compte tenu d’un
théorème de Gabber et de Jong garantissant l’existence d’altérations régu-
lières de degré premier à ℓ pour tout R-schéma de type fini et tout nombre
premier ℓ 6= p ;

— des arguments de nature géométrique permettant, dans la situation où X
est la fibre générique d’un R-schéma X propre, irréductible et régulier,
de contrôler le quotient Kq(K)/Nq(X/K) en termes de la fibre spéciale Y
de X , à savoir, de l’exprimer comme une extension de Kq−1(k)/Nq−1(Y/k)
par un groupe abélien annulé par la multiplicité m de Y .

La démonstration se conclut avec l’aide du théorème de Snapper convena-
blement généralisé par Kleiman (cf. [Kle66, Chapter I, §1]), grâce auquel nous
établissons l’égalité χ(X,OX) = mχ(D,OD), où D désigne le diviseur effectif 1

m
Y

sur le schéma régulier X identifié à un sous-schéma fermé de X .
Le « principe de dévissage » de [15, §2] que l’on vient d’évoquer s’appuie sur

une récurrence sur la dimension des schémas propres considérés et fait appel, pour
l’étape de récurrence, à des faisceaux cohérents a priori arbitraires et à des schémas
propres a priori ni réguliers ni même irréductibles, même si l’on part d’un schéma
régulier et de son faisceau structural. C’est l’une des raisons pour lesquelles il
est important qu’aucune restriction sur X (y compris l’hypothèse que X est une
hypersurface dans un espace projectif) ou sur E ne figure dans la définition 3.5 ou
dans le théorème 3.2, l’autre raison étant que la preuve du théorème 3.6 passe par
l’emploi de la propriété Cq−1

1 forte hors de p pour le k-schéma D, qui en général
n’est ni irréductible ni réduit (ni une hypersurface de Pn même si X en était une).

La deuxième étape de la preuve du théorème 3.4 est la démonstration de la
propriété C0

1 forte pour les corps finis. Il s’agit d’une application du principe de
dévissage de [15, §2] et des bornes de Lang–Weil–Nisnevič.
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Combinant la propriété C0
1 forte pour les corps finis avec le théorème 3.6, on

obtient déjà la propriété C1
1 forte hors de p pour les corps p-adiques (notons que

la preuve de cette assertion nécessite deux applications successives du principe de
dévissage). Il reste, pour les corps p-adiques, une difficulté en p, due à la restriction
ℓ 6= p dans le théorème de Gabber et de Jong. Celle-ci est résolue dans [15, §5]
par un raffinement d’une partie des arguments géométriques intervenant dans la
preuve du théorème 3.6 : nous parvenons à les mettre en œuvre même si X

possède des singularités quotient (des modèles à singularités quotient sont fournis
par un théorème plus ancien de de Jong sur l’existence d’altérations régulières
équivariantes). Concrètement, si X = X ′/G où X ′ est un R-schéma régulier,
projectif et plat muni d’une action d’un groupe fini G, nous montrons, malgré
les singularités de X , que l’indice de Y est égal au pgcd des degrés résiduels
des extensions K(x)/K lorsque x parcourt l’ensemble des points fermés de X
(cf. [15, Lemme 5.3]). Dans le cas des hypersurfaces de Pn

K de degré d 6 n sur un
corps p-adique, le théorème de Lang selon lequel l’extension non ramifiée maximale
de K est C1 suffit à contourner l’autre partie des arguments géométriques de
la démonstration du théorème 3.6. Ainsi prouvons-nous finalement que les corps
p-adiques sont C1

1 sans pour autant savoir s’ils vérifient la propriété C1
1 forte.

La démonstration de la propriété C1
1 pour les corps de nombres totalement

imaginaires est plus délicate. Elle repose sur la propriété C1
1 des corps p-adiques,

sur la propriété C1
1 forte hors de p des corps p-adiques, sur un théorème de type

local-global, dû à Kato et Saito, concernant les quotients k∗/N1(X/k) pour les
variétés lisses et géométriquement irréductibles sur un corps de nombres, sur une
application du théorème de Hirzebruch–Riemann–Roch et sur un argument de
dévissage portant non sur le quotient k∗/N1(X/k) mais sur le noyau

k∗/N1(X/k)→
∏

v∈S

k∗
v/N1(X ⊗k kv/kv)

pour un ensemble fini S assez grand de places de k. Nous ne la détaillons pas ici
et renvoyons le lecteur intéressé à [15, §6].

3.2.3. Autres conséquences. Voici deux autres résultats prouvés au fil
de [15].

Théorème 3.7 ([15, Corollaire 5.6, Corollaire 5.8]). Soit k un corps p-adique
ou un corps de nombres totalement imaginaire. Si X est un espace homogène d’un
groupe algébrique linéaire connexe sur k, alors N1(X/k) = k∗.

Dans le cas oùX est une variété de Severi–Brauer ou une quadrique, on retrouve
des théorèmes bien connus affirmant la surjectivité de la norme réduite des algèbres
centrales simple ou de la norme spinorielle des formes quadratiques non dégénérées
de rang au moins 3 sur les corps p-adiques et sur les corps de nombres totalement
imaginaires (pour la norme réduite, cf. Hasse–Maass–Schilling [HS36] [Maa37]).
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Théorème 3.8 ([15, Corollaire 3.2]). Pour tout premier p, la conjecture d’Ax
vaut pour les corps dont le groupe de Galois absolu est un pro-p-groupe.

La conjecture d’Ax dont il est question ici affirme que les corps parfaits pseudo-
algébriquement clos sont C1. Rappelons qu’un corps est pseudo-algébriquement clos
si toute variété géométriquement intègre sur ce corps possède un point rationnel.
Cette conjecture était connue auparavant pour les corps dont le groupe de Galois
absolu est abélien (Ax [Ax68]), pour les corps contenant un corps algébriquement
clos (Denef–Jarden–Lewis [DJL83]) et pour les corps de caractéristique nulle
(Kollár [Kol07]).

3.3. Cycles homologiquement triviaux ([14])

L’article [14] est consacré à l’étude du groupe A0(X) des zéro-cycles de degré 0 à
équivalence rationnelle près lorsque X est une variété (pour l’essentiel, une surface)
irréductible, projective et lisse sur un corps local ou strictement local. Rappelons
d’abord brièvement la situation, plus simple, sur les corps finis. Sur de tels corps, la
théorie du corps de classes supérieur non ramifié fournit une description complète
du groupe A0(X). En voici l’énoncé principal.

Théorème 3.9 (Kato, Saito [KS83]). Si X est une variété irréductible,
projective et lisse sur un corps fini K, le groupe A0(X) est fini, l’application de
réciprocité

ρ : CH0(X) −→ πab
1 (X)(3.2)

est injective et son image s’identifie à l’ensemble des éléments de πab
1 (X) dont

l’image dans πab
1 (Spec(K)) est une puissance entière du Frobenius.

L’application ρ est induite par la substitution de Frobenius (cf. Lang [Lan56]) :
pour tout point fermé x ∈ X, l’image de la classe de x par ρ coïncide avec l’image
de 1 par le morphisme Ẑ = πab

1 (x)→ πab
1 (X) déduit de l’inclusion de x dans X.

Le théorème 3.9 peut se reformuler en termes cohomologiques. Soit ℓ un nombre
premier, que l’on suppose inversible dans K pour simplifier. Posons d = dim(X).
Comme K est un corps fini, le groupe de cohomologie étale ℓ-adique H2d(X,Zℓ(d))
est le dual de Pontrjagin de H1(X,Qℓ/Zℓ) = Hom(πab

1 (X),Qℓ/Zℓ) ; il s’identifie
donc au pro-ℓ-complété de πab

1 (X). Par cette identification se correspondent
l’application de réciprocité ρ et l’application classe de cycle

ψ : CH0(X)⊗̂Zℓ −→ H2d(X,Zℓ(d)),(3.3)

où CH0(X)⊗̂Zℓ = lim
←−

CH0(X)/ℓnCH0(X). Le théorème 3.9 affirme que ψ est
injective (la surjectivité de ψ était connue depuis Lang).

Supposons maintenant que K soit un corps local ou strictement local et
notons p l’exposant caractéristique de son corps résiduel. Il est établi, depuis Saito
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et Sato [SS10], que si X est une variété irréductible, projective et lisse sur K, le
groupe A0(X) est somme directe

A0(X) ≃ D ⊕ F(3.4)

d’un groupe D qui est p′-divisible (c’est-à-dire divisible par n pour tout entier n
premier à p) et d’un groupe fini F d’ordre premier à p. Le sous-groupe p′-divisible
maximal D de A0(X) pour X sur un corps local ou strictement local n’est pas
mieux compris que le groupe A0(X), tout entier divisible, lorsque X est une
variété complexe (conjecture de Bloch, etc. ; cf. chapitre 1). On sait seulement
qu’il peut contenir de la torsion même si X est simplement connexe (cf. [AS07],
[Asa12]). Pour analyser le groupe F = A0(X)/D, fini d’ordre premier à p,
ou de façon équivalente le groupe CH0(X)⊗̂Zℓ pour tout premier ℓ 6= p, on
dispose de l’application classe de cycle ψ vers la cohomologie étale ℓ-adique
(cf. (3.3)). L’objectif de [14] est d’analyser le problème de l’injectivité de ψ, c’est-
à-dire de l’existence de zéro-cycles homologiquement triviaux, lorsque K est local
ou strictement local. L’injectivité de ψ pour une variété X donnée sur un tel
corps permet de réduire la détermination du groupe F à un calcul purement
cohomologique. On trouvera dans [Yam05, §5] un exemple de cette stratégie
menée à bien (détermination explicite de F ) dans une situation où D 6= 0.

3.3.1. Sur les corps locaux. La question de la détermination du groupe
de Chow des zéro-cycles et du noyau de ψ est ancienne et fut étudiée depuis
les années 1970, pour les surfaces, par des méthodes de K-théorie algébrique
remontant à Bloch (cf. [Blo74], [Blo80], [Blo81], [CTS81], [CT83], [CTR91],
[Sai91]). Lorsque K est un corps p-adique, ces techniques permirent d’atteindre
une bonne compréhension de l’application ψ pour les surfaces rationnelles et plus
généralement les surfaces de genre géométrique nul, c’est-à-dire les surfaces X
projectives et lisses telles que H2(X,OX) = 0. Rappelons que ces surfaces sont
celles pour lesquelles la conjecture de Bloch prédit que le groupe A0(X ⊗K K̄) est
représentable ; pour de telles surfaces sur un corps local, le sous-groupe divisible
maximal de D devrait toujours être nul et D lui-même devrait s’annuler dès
que H1(X,OX) = 0. Plus récemment, Yamazaki [Yam05] a établi l’injectivité
de ψ pour quelques surfaces de genre géométrique non nul très particulières (des
produits de courbes de Mumford) sur un corps p-adique.

Avant d’énoncer le résultat principal de [14], introduisons quelques notations,
que nous conserverons jusqu’à la fin du §3.3. Soit R un anneau de valuation discrète
hensélien excellent de corps des fractions K et de corps résiduel k. Notons X une
variété propre et lisse sur K. Nous dirons que X est un bon modèle de X si c’est
un schéma régulier, propre et plat sur R, de fibre générique X, tel que, si l’on
note A = X ⊗R k sa fibre spéciale, le diviseur Ared soit un diviseur à croisements
normaux simples sur X . Un bon modèle est conjecturé toujours exister. Enfin,
notons (Ai)i∈I la famille des composantes irréductibles de Ared.
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Théorème 3.10 ([14, Theorem 1]). Soit X une surface propre et lisse sur un
corps p-adique K. Supposons que la variété d’Albanese de X ait potentiellement
bonne réduction (par exemple, soit nulle) et que X possède un bon modèle dont les
composantes irréductibles de la fibre spéciale vérifient la conjecture de Tate. Alors
pour tout ℓ 6= p, l’application classe de cycle

ψ : CH0(X)⊗̂Zℓ −→ H4(X,Zℓ(2))(3.5)

est injective. De façon équivalente, le noyau à gauche de l’accouplement naturel

CH0(X)× Br(X)→ Q/Z(3.6)

est contenu dans le sous-groupe p′-divisible maximal de A0(X).

Le théorème 3.10 est le premier résultat général sur l’application ψ qui
s’applique à des surfaces de genre géométrique arbitraire. Dans le cas des surfaces
de genre géométrique nul, il avait été établi par Saito [Sai91]. Déjà dans ce cas,
un exemple de Parimala et Suresh [PS95] montrait que la conclusion tombe en
défaut si l’on supprime l’hypothèse sur la variété d’Albanese. (L’exemple est une
surface fibrée en coniques sur une courbe elliptique à réduction multiplicative et
fut analysé plus en détail par Sato [Sat98].)

L’assertion du théorème 3.10 concernant l’accouplement (3.6) est à rapprocher
du théorème de Tate et Lichtenbaum selon lequel cet accouplement est non
dégénéré pour une courbe sur un corps p-adique (cf. [PS95, p. 85]). En dimension
supérieure, comme le groupe Br(X) est de torsion, le noyau à gauche de (3.6)
contient nécessairement le sous-groupe divisible maximal de A0(X).

L’hypothèse selon laquelle les surfaces Ai doivent vérifier la conjecture de Tate
est trivialement satisfaite si les Ai sont birationnellement réglées. C’est le cas,
notamment, pour beaucoup de dégénérescences de surfaces K3 (voir [Sat05] pour
des exemples de telles surfaces dégénérant en un cube de surfaces rationnelles).
Ainsi le théorème 3.10 assure-t-il que le noyau à gauche de (3.6) est contenu dans
le sous-groupe p′-divisible maximal de A0(X) pour de nombreuses surfaces K3 sur
un corps p-adique et conjecturalement pour toutes. Pour aller plus loin, il serait
très intéressant de savoir si ce noyau est égal au sous-groupe divisible maximal
de A0(X) pour toute surface K3 sur un corps p-adique. Cette question est ouverte
même dans le cas de bonne réduction (par contraste, lorsque X a bonne réduction,
le théorème 3.10 est facile à établir et ne requiert aucune hypothèse).

3.3.2. Ingrédients de la preuve. Conservons les notations introduites avant
l’énoncé du théorème 3.10, supposons k fini et X irréductible et notons d la
dimension de X. Le point de départ de la démonstration du théorème 3.10 est
un théorème de Saito et Sato [SS10], dont une preuve simplifiée est donnée dans
[14, Appendix], selon lequel l’application classe de cycle

ψ
X

: CH1(X )⊗̂Zℓ −→ H2d(X ,Zℓ(d))(3.7)
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pour les cycles de dimension 1 sur X est un isomorphisme. Les applications ψ
et ψX et l’application classe de cycle

ψA : CH1(A)⊗̂Zℓ −→ H2d
A (X ,Zℓ(d))(3.8)

pour les cycles de dimension 1 sur la fibre spéciale A de X (à valeurs dans
l’homologie étale de A, qui s’identifie à la cohomologie de X à supports dans A
puisque X est régulier) sont les flèches horizontales d’un diagramme commutatif
dont les colonnes sont les suites de localisation pour les groupes de Chow et pour
la cohomologie étale. Les théorèmes de dualité pour la cohomologie des schémas
propres sur K et sur R et une chasse au diagramme reposant sur la surjectivité de
la flèche de restriction CH1(X )→ CH0(X) et sur la bijectivité de ψ

X
permettent

alors d’exprimer le noyau de ψ comme le dual de Pontrjagin du groupe d’homologie
du complexe

H2(X,Qℓ/Zℓ(1)) H3
A(X ,Qℓ/Zℓ(1))

⊕

i∈I

H3(Ai,Qℓ/Zℓ(1))
CH1(Ai)⊥

,(3.9)

dont la première flèche est issue de la suite de localisation et la seconde est la
composée de la flèche d’oubli de support, de la flèche de restriction de X à Ai et de
la flèche de passage au quotient par le sous-groupe CH1(Ai)

⊥ ⊂ H3(Ai,Qℓ/Zℓ(1))
constitué, par définition, des classes dont la restriction à H3(Z,Qℓ/Zℓ(1)) s’annule
pour toute courbe irréductible Z ⊂ Ai. À partir de là, la preuve du théorème 3.10
consiste à établir l’exactitude de ce complexe lorsque X est une surface satisfaisant
à ses hypothèses. Les étapes principales sont les suivantes :

— posant Ā = A ⊗k k̄ et Āi = Ai ⊗k k̄, où k̄ désigne une clôture algébrique
de k, on commence par établir l’injectivité de l’application naturelle

H1(k,H2(Ā,Qℓ(1)))→
⊕

i∈I

H1(k,H2(Āi,Qℓ(1))),(3.10)

par un argument qui combine la suite spectrale de Mayer–Vietoris pour le
recouvrement fermé A =

⋃
i∈I Ai, la semi-simplicité du Frobenius agissant

sur le sous-espace caractéristique de H2(Āi,Qℓ(1)) associé à la valeur
propre 1 (conséquence de la conjecture de Tate pour Ai et de l’hypothèse
d = 2) et des considérations de poids (conjectures de Weil, prouvées par
Deligne [Del80]) ;

— à l’aide des travaux de Rapoport et Zink [RZ82] démontrant la conjecture
de monodromie-poids pour les surfaces en inégale caractéristique, nous
prouvons que l’hypothèse de bonne réduction potentielle de la variété
d’Albanese de X suffit à garantir que le groupe H3(Ā,Qℓ) est purement
de poids 3, ce qui, compte tenu de la suite spectrale de Mayer–Vietoris,
équivaut à l’injectivité de l’application naturelle

H3(Ā,Qℓ(1))→
⊕

i∈I

H3(Āi,Qℓ(1)) ;(3.11)
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— l’injectivité de (3.10) et de (3.11) entraîne celle de l’application naturelle

H3(A,Qℓ(1))→
⊕

i∈I

H3(Ai,Qℓ(1))(3.12)

et l’on démontre, en analysant et en comparant les suites spectrales de
Mayer–Vietoris à coefficients Qℓ et à coefficients Qℓ/Zℓ, que celle-ci entraîne
à son tour l’injectivité de l’application

H3(A,Qℓ/Zℓ(1))→
⊕

i∈I

H3(Ai,Qℓ/Zℓ(1))(3.13)

(l’hypothèse d = 2 est ici essentielle ; pour d > 2, l’implication serait fausse) ;
— d’autre part, on déduit de la validité de la conjecture de Tate pour les Ai que

les groupes CH1(Ai)
⊥ sont nuls ; il s’ensuit, au vu de la suite de localisation

et du théorème de changement de base propre, que l’injectivité de (3.13)
implique l’exactitude du complexe (3.9).

3.3.3. Sur les corps strictement locaux. Considérons dorénavant une
variété X irréductible, propre et lisse sur un corps strictement local K, que nous
supposerons de caractéristique nulle pour simplifier, et conservons la notation
introduite avant le théorème 3.10. Le cas du corps quasi-fini C((t)) est à rapprocher
de celui des corps finis : si K = C((t)) et si l’on fixe un générateur topologique de
Gal(K̄/K), il reste vrai que le groupe H2d(X,Zℓ(d)) s’identifie au pro-ℓ-complété
de πab

1 (X) et que l’application ψ s’interprète comme la substitution de Frobenius
(le générateur topologique fixé jouant le rôle de l’automorphisme de Frobenius).
L’injectivité de l’application ψ, garantie sur les corps finis en toute généralité par
le théorème de Kato et Saito, est-elle encore valable dans ce contexte ? Qu’en est-il
si K est l’extension non ramifiée maximale d’un corps p-adique ?

Ces deux questions admettent une réponse affirmative dans le cas des surfaces
de genre géométrique nul (sans hypothèse sur la variété d’Albanese). Cela peut
se prouver à l’aide des méthodes de K-théorie algébrique évoquées au §3.3.1
(cf. [CTR85]). Alternativement, on peut en donner une démonstration plus
géométrique suivant la stratégie du §3.3.2. L’expression du noyau de ψ en termes
du complexe (3.9) dans le cas des corps locaux reste valable pour K strictement
local, à un décalage près dans les degrés de cohomologie considérés : le noyau de ψ
est maintenant dual du groupe d’homologie du complexe

H1(X,Qℓ/Zℓ(1)) H2
A(X ,Qℓ/Zℓ(1))

⊕

i∈I

H2(Ai,Qℓ/Zℓ(1))
CH1(Ai)⊥

(3.14)

défini de la même façon que (3.9). Ce qui empêche le reste de la preuve du §3.3.2
de fonctionner dans le cas strictement local, c’est d’une part que les groupes
CH1(Ai)

⊥ ne sont pas nécessairement nuls et d’autre part que l’application
naturelle H2(A,Qℓ(1)) →

⊕
i∈I H

2(Ai,Qℓ(1)) n’est pas toujours injective. Nous
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montrons dans [14, §4] que ces deux conditions sont cependant satisfaites si X est
une surface de genre géométrique nul.

Les deux théorèmes suivants, établis dans [14], concernent la question de
l’injectivité de ψ pour des surfaces simplement connexes de genre géométrique non
nul sur un corps strictement local. Pour de telles surfaces, on a H2d(X,Zℓ(d)) = Zℓ

d’après la suite spectrale de Hochschild–Serre, de sorte que l’application ψ est
injective si et seulement si le groupe A0(X) est ℓ-divisible.

Théorème 3.11 ([14, Theorem 3]). Si X est une surface K3 à réduction semi-
stable sur le corps C((t)), le groupe A0(X) est divisible.

Le théorème 3.11 est prouvé en établissant l’exactitude du complexe (3.14) à
l’aide des théorèmes de Kulikov–Persson–Pinkham [Kul77] [PP81] et de Miranda–
Morrison [MM83] sur l’existence de bons modèles analytiques, à classe canonique
triviale, des familles semi-stables de surfaces K3 sur le disque unité. Ces résultats
fins sur la géométrie des dégénérescences de surfaces K3 à réduction semi-stable
permettent en effet de traduire le groupe d’homologie du complexe (3.14) en
termes de la combinatoire des triangulations de la sphère à courbure positive
(cf. [Laz08]). L’information combinatoire globale intervenant au bout du compte
dans la démonstration du théorème 3.11 est l’impossibilité de paver une sphère
par des hexagones. Si X est une surface K3 sur l’extension non ramifiée maximale
d’un corps p-adique, même à réduction semi-stable, nous ne savons pas si le
groupe A0(X) est p′-divisible, faute de disposer d’analogues en caractéristique
mixte des résultats géométriques que l’on vient de mentionner. A posteriori, il est
remarquable qu’il ne soit pas nécessaire de connaître l’analogue des théorèmes de
Kulikov–Persson–Pinkham et de Miranda–Morrison en caractéristique mixte pour
établir l’injectivité de l’application ψ lorsque X est une surface K3 sur un corps
p-adique (voir le théorème 3.10).

Théorème 3.12 ([14, Theorem 4]). Sur le corps K = C((t)) ainsi que, pour
une infinité de nombres premiers p, sur l’extension non ramifiée maximale K d’un
corps p-adique, il existe une surface X irréductible, projective, lisse, simplement
connexe et à réduction semi-stable, telle que A0(X)/2A0(X) = Z/2Z.

Ainsi, malgré le cas favorable des surfaces de genre géométrique nul et celui
des surfaces K3 à réduction semi-stable sur C((t)), ni le théorème de Kato–Saito
sur les corps finis ni le théorème 3.10 sur les corps locaux ne s’étendent aux corps
strictement locaux : les questions posées au début du §3.3.3 admettent une réponse
négative en général.

Esquissons la construction de la surface X du théorème 3.12 dans le cas d’égale
caractéristique nulle. Soit f0 : E → P1

C une surface K3 elliptique projective
définie sur C. Notons E ⊂ E l’ouvert de lissité de f0 ; c’est le modèle de Néron
de la fibre générique de f0, en particulier c’est un schéma en groupes sur P1

C.
Comme H1(P1

C, E ) = Br(E) ≃ (Q/Z)22−ρ et comme ρ 6 20, il existe un
élément α ∈ H1(P1

C, E ) d’ordre 4. Grâce à la théorie d’Ogg–Shafarevich, on en
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déduit l’existence d’une surface complexe V projective et lisse, munie d’un pinceau
f : V → P1

C de courbes de genre 1 dont la fibre générique est d’indice 4 et dont
toutes les fibres sont de multiplicité 1 à l’exception de la fibre f−1(0), qui est
de multiplicité 2 et dont la variété réduite sous-jacente f−1(0)red est lisse. On
peut alors considérer le revêtement double X de V ramifié le long d’une fibre
générale f−1(t) de f . Lorsque t tend vers 0, la surface X dégénère en une surface
réductible A = A1 ∪A2, réunion de deux copies de V se coupant transversalement
le long de f−1(0)red (cette construction est due à Persson). La surface X, définie
sur C((t)), est elle-même munie d’un pinceau de courbes de genre 1, sans fibre
multiple mais avec au moins une fibre singulière, de sorte qu’elle est simplement
connexe. Comme la fibre générique de f est d’indice 4, le nombre d’intersection,
dans A1 (resp. A2), de la courbe A1 ∩ A2 avec n’importe quel diviseur de A1

(resp. de A2) est pair. Cette condition et la simple connexité de X entraînent
ensemble que pour ℓ = 2, le groupe d’homologie du complexe (3.14) est Z/2Z.

Il est à noter que bien que les exemples fournis par le théorème 3.12 sur
l’extension non ramifiée maximale d’un corps p-adique soient définis sur un corps
p-adique K, l’injectivité de ψ ne tombe en défaut qu’après extension des scalaires
à l’extension non ramifiée maximale de K. En effet, sur tout corps p-adique
intermédiaire entre K et Knr, le théorème 3.10 s’applique. A contrario, si l’on
considère la cohomologie à coefficients finis et non ℓ-adiques, la compatibilité de
la cohomologie étale avec les limites projectives de schémas permet de déduire du
théorème 3.12 l’existence d’une surface projective et lisse X0 définie sur un corps
p-adique K0 telle que X(K0) 6= ∅ et telle que l’application classe de cycle

CH0(X0)/nCH0(X0) −→ H4(X0,Z/nZ(2))(3.15)

ne soit pas injective, pour un entier n > 1. Le seul autre exemple connu de ce
phénomène est celui de Parimala et Suresh [PS95]. La surface X0 est simplement
connexe, contrairement à celle de op. cit.



Chapitre 4

Problèmes locaux-globaux et fibrations

Ce chapitre est consacré aux conjectures 1.3 et 1.4 énoncées dans l’introduction,
qui portent sur l’existence de points rationnels et de zéro-cycles sur les variétés
propres et lisses définies sur un corps de nombres. Nous y présentons le contenu
des articles [11], [13] et [16]. Rappelons que la conjecture 1.4 n’est qu’une
conséquence d’une conjecture plus générale de Colliot-Thélène, Kato et Saito
prédisant, pour toute variété propre et lisse sur un corps de nombres, un analogue
de la propriété d’approximation faible à équivalence rationnelle près pour les
familles de zéro-cycles locaux soumises à la condition de Brauer–Manin. Nous
renvoyons à [11, §1.1] pour l’énoncé précis de cette conjecture. Nous l’appellerons
ci-dessous conjecture (E).

4.1. Contexte

Il existe deux méthodes générales pour vérifier les conjectures 1.3 et (E) pour
une classe de variétés donnée.

La méthode de la descente, due à Colliot-Thélène et Sansuc [CTS87], étend
aux variétés arbitraires la théorie classique de la descente sur les courbes elliptiques.
Elle permit à ces auteurs d’établir d’une part la conjecture 1.3 pour les variétés
toriques (cf. [Sko01, §6.3]) et d’autre part, en collaboration avec Swinnerton-
Dyer, les conjectures 1.3 et (E) pour les surfaces de Châtelet, qui sont des surfaces
rationnelles fibrées en coniques au-dessus de la droite projective, avec quatre fibres
géométriques singulières (cf. [CTSSD87]). Le résultat sur les variétés toriques fut
ensuite généralisé par Voskresenskĭı, Sansuc et Borovoi pour aboutir au théorème
suivant.

Théorème 4.1 ([Bor96]). Soit X une variété propre, lisse et géométriquement
irréductible sur un corps de nombres k. Si X est birationnellement équivalente
à un espace homogène d’un groupe algébrique linéaire connexe à stabilisateurs
géométriques connexes, l’ensemble X(k) est dense dans X(Ak)Br(X).

La méthode des fibrations, également employée (quoique indirectement, c’est-
à-dire non pas à X mais à des variétés auxiliaires obtenues par descente) dans
le travail précédemment cité sur les surfaces de Châtelet, consiste à exploiter la
structure d’une fibration f : X → Y pour déduire les conjectures 1.3 et (E) pour X
lorsqu’on les connaît pour Y et pour beaucoup de fibres de f . C’est à cette méthode
que les articles [11], [13] et [16] sont consacrés. Dans le cas de la conjecture 1.3, la
question sous-jacente est la suivante.

41
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Question 4.2. Un point arbitraire de X(Ak)Br(X) peut-il être approché par
un point de Xc(Ak)Br(Xc) pour un c ∈ Y (k) bien choisi ?

La situation la plus simple dans laquelle une réponse positive est connue
est celle d’une fibration sur P1

k dont les fibres sont géométriquement intègres et
dont les fibres lisses ont un groupe de Brauer réduit aux classes constantes. La
réponse positive à la question 4.2 est alors une simple conséquence de la propriété
d’approximation faible sur P1

k et des bornes de Lang–Weil-Nisnevič appliquées
aux réductions des fibres de f sur les corps finis. Lorsque f admet une section
définie sur k̄, la démonstration fonctionne encore si l’on suppose seulement que les
fibres au-dessus de A1

k sont géométriquement intègres et que les fibres lisses ont un
groupe de Brauer réduit aux constantes, grâce à la propriété d’approximation forte
sur A1

k (cf. [CTSSD87], [Sko90]) ; de plus, au lieu de supposer que les fibres sont
géométriquement intègres, il suffit de supposer qu’elles sont scindées, c’est-à-dire
qu’elles contiennent un ouvert non vide géométriquement intègre. Cependant,
même pour Y = P1

k, le complémentaire d’un fermé de degré > 2 dans P1
k ne possède

pas assez de points entiers pour permettre à ce type d’arguments élémentaires de
fonctionner lorsque f possède au moins deux fibres non scindées ou une fibre non
scindée au-dessus d’un point non rationnel de la base.

Le premier argument de fibration autorisant plus d’une fibre non scindée est
celui apparaissant dans la preuve, par Hasse, du théorème de Hasse–Minkowski
pour les surfaces quadriques. Hasse parvint à se servir du théorème de Dirichlet
sur les nombres premiers dans les progressions arithmétiques, combiné à la loi
de réciprocité quadratique, pour répondre par l’affirmative à la question 4.2
dans le cas d’une fibration en produits de coniques sur P1

k ayant des fibres non
scindées au-dessus de 0 et ∞ (les autres fibres étant toutes scindées). L’argument
de Hasse fut généralisé, depuis les années 1980, dans une série de travaux dus
à Colliot-Thélène, Sansuc, Serre, Skorobogatov et Swinnerton-Dyer concernant
les fibrations possédant un nombre arbitraire de fibres non scindées (tout en
conservant l’hypothèse sur le groupe de Brauer des fibres). Le point de départ
de cette série de généralisations fut l’article [CTS82]. Elle aboutit au théorème
suivant, qui généralise aussi le théorème de Salberger [Sal88] [Sal03] selon lequel
la conjecture (E) est vraie pour les surfaces fibrées en coniques sur P1

k.

Théorème 4.3 ([CTSSD98] 1). Soit X une variété propre, lisse et géométri-
quement irréductible sur un corps de nombres k, munie d’un morphisme dominant
f : X → P1

k de fibre générique géométrique rationnellement connexe. Supposons
les deux conditions suivantes satisfaites :

(1) pour tout point fermé m ∈ P1
k, la fibre Xm possède une composante

irréductible de multiplicité 1 dans le corps des fonctions de laquelle la
fermeture algébrique de k(m) soit une extension abélienne de k(m) ;

1. En toute rigueur, seule une version légèrement affaiblie de l’énoncé (b) apparaît dans cet
article ; sous les hypothèses du théorème, l’assertion (b) est établie en toute généralité dans [11].
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(2) le groupe de Brauer des fibres lisses de f est réduit aux classes constantes.

Alors :

(a) si la conjecture 1.4 vaut pour les fibres lisses de f , elle vaut pour X ;

(b) si la conjecture (E) vaut pour les fibres lisses de f , elle vaut pour X ;

(c) si l’hypothèse de Schinzel est vraie et si la conjecture 1.3 vaut pour les fibres
lisses de f , elle vaut pour X.

Rappelons que la conjecture 1.4 et la conjecture (E) concernent les zéro-cycles
tandis que la conjecture 1.3 porte sur les points rationnels (cf. chapitre 1, pages 12
et 13, ainsi que l’introduction du chapitre 4).

L’hypothèse de Schinzel est une conjecture sur l’existence d’entiers en lesquels
un nombre fini de polynômes de Z[t] prennent simultanément une valeur première.
Seul le cas d’un polynôme de degré 1 est connu, c’est le théorème de Dirichlet
sur les premiers dans les progressions arithmétiques. Le théorème 4.3 (c) est
ainsi inconditionnel lorsque les fibres de f au-dessus de P1

k \ {0,∞} sont scindées
(lorsque k 6= Q, l’argument nécessite une variante du théorème de Dirichlet qui
repose sur un théorème de Waldschmidt en théorie de la transcendance).

L’existence d’une composante de multiplicité 1 dans chaque fibre de f est au-
tomatique lorsque la fibre générique est rationnellement connexe, d’après Graber,
Harris et Starr. L’hypothèse d’abélianité (1) apparaissant dans le théorème 4.3, en
revanche, limite significativement le champ d’applicabilité du théorème. Elle est
néanmoins satisfaite, ainsi que l’hypothèse (2), lorsque la fibre générique de f est
un produit de quadriques et de variétés de Severi–Brauer.

Dans une direction différente, si l’on revient à la situation où toutes les fibres
au-dessus de A1

k sont géométriquement intègres ou du moins scindées, le premier
résultat dans lequel l’hypothèse sur le groupe de Brauer des fibres lisses est relâchée
est le théorème suivant, dû à Harari.

Théorème 4.4 ([Har94] [Har97]). Soit X une variété propre, lisse et géo-
métriquement irréductible sur un corps de nombres k, munie d’un morphisme
dominant f : X → P1

k de fibre générique géométrique rationnellement connexe.
Supposons les fibres de f au-dessus de A1

k scindées. Si la conjecture 1.3 vaut pour
les fibres lisses de f , elle vaut pour X.

L’énoncé analogue concernant la conjecture (E) (« si toutes les fibres de f
sont scindées et si la conjecture (E) ou la conjecture 1.3 vaut pour les fibres lisses
de f , alors la conjecture (E) vaut pour X ») fut établi par Liang [Lia12], qui, du
même coup, en considérant la fibration triviale (c’est-à-dire la seconde projection
X = V × P1

k → P1
k), déduisit du théorème 4.1 la validité de la conjecture (E)

pour toutes les variétés birationnellement équivalentes à un espace homogène d’un
groupe linéaire connexe à stabilisateurs géométriques connexes (cf. [Lia13]).

Les arguments employés dans la preuve du théorème 4.4 butent, dans la
situation où f possède davantage de fibres non scindées, sur le même problème
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d’abélianité que ceux de la preuve du théorème 4.3 lorsque l’hypothèse (1) dudit
théorème n’est pas satisfaite (et ce, même si, dans le cas du théorème 4.4, on
suppose que les fibres non scindées vérifient l’hypothèse (1) du théorème 4.3 ;
la difficulté est qu’on a alors affaire à des extensions abéliennes d’extensions
abéliennes, qui ne sont pas nécessairement des extensions abéliennes elles-mêmes).

La raison pour laquelle tous les travaux précédemment cités requièrent une
hypothèse d’abélianité est qu’ils reposent, en fin de compte, sur l’énoncé bien
connu suivant, conséquence de la loi de réciprocité globale de la théorie du corps
de classes : si L/k est une extension finie abélienne de corps de nombres et si α ∈ k
est une norme locale depuis L en toute place de k sauf au plus une, alors α est
une norme locale depuis L en toute place de k sans exception. Cette affirmation
tombe en défaut si l’extension L/k n’est pas abélienne.

Qu’il s’agisse de points rationnels ou de zéro-cycles, la littérature ne contient
qu’un seul résultat qui porte sur des fibrations générales ne vérifiant pas cette
condition d’abélianité 2, en dehors du théorème 4.4. Il s’agit d’un théorème de
Colliot-Thélène et Skorobogatov [Sko96] [CTS00] selon lequel le théorème 4.3 (c)
vaut inconditionnellement et sans supposer l’hypothèse (1) satisfaite, lorsque le
lieu, dans P1

k, des fibres non scindées de f est de degré 2. Sa preuve est sensiblement
différente de celles des théorèmes 4.3 et 4.4 ; elle repose sur la méthode de la
descente. Signalons, pour terminer, que dans ce dernier énoncé comme dans le
théorème 4.4 (ainsi que dans [Lia12]), au lieu de supposer la validité de la
conjecture 1.3, 1.4 ou (E) pour chaque fibre lisse de f , il suffit de la supposer
pour les fibres lisses au-dessus d’un sous-ensemble hilbertien de P1

k.

4.2. Contributions des articles [11] et [13]

Tous les résultats des articles [11] et [13] étant généralisés dans [16], nous nous
contentons ici d’évoquer brièvement les contributions de [11] et de [13]. (Notons
cependant qu’une partie significative du contenu de [11] est utile à [16].)

4.2.1. Fibrations sur une courbe de genre non nul. L’article [11]
concerne les zéro-cycles, c’est-à-dire les conjectures 1.4 et (E), dans la situation
d’une variété fibrée au-dessus d’une courbe de genre non nul. D’après un théorème
de Saito, la conjecture (E) vaut pour les courbes de genre arbitraire pour lesquelles
le sous-groupe divisible du groupe de Tate–Shafarevich de la jacobienne s’annule.
Qu’en est-il pour les surfaces fibrées en coniques au-dessus d’une telle courbe ?
Le théorème principal de [11] affirme que les assertions (a) et (b) du théorème 4.3
restent valables, telles quelles, si l’on remplace P1

k, dans son énoncé, par une courbe
arbitraire vérifiant elle-même la conjecture (E). Cela s’applique, en particulier,

2. On trouve toutefois dans [Wei13] quelques résultats portant sur la variété définie par
l’équation NK/k(x) = P (t) dans des situations où l’extension finie K/k n’est pas abélienne.
Comme nous le montrons dans [16], ces arguments s’appliquent à des fibrations générales soumises
à une condition d’abélianité affaiblie (« presque abélianité » dans la terminologie de [16] ; par
exemple, les extensions cubiques sont toutes « presque abéliennes »).
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aux fibrations en produits de quadriques et de variétés de Severi–Brauer au-
dessus d’une courbe de genre quelconque : si la base d’une telle fibration vérifie
la conjecture (E), l’espace total la vérifie aussi. Cet énoncé avait auparavant été
établi par Colliot-Thélène, Frossard et van Hamel dans le cas des fibrations en
variétés de Severi–Brauer d’indice sans facteur carré au-dessus d’une courbe de
genre quelconque. Il s’agissait du premier cas connu de la conjecture 1.4 pour
des variétés non rationnellement connexes de dimension > 1. Leurs arguments
reposaient sur de nombreuses considérations spécifiques aux variétés de Severi–
Brauer (modèles d’Artin, théorème de Merkurjev et Suslin, etc).

La démonstration des résultats de [11] procède par réduction au cas où la base
est P1

k, traité dans [CTSSD98], et s’appuie notamment sur les trois ingrédients
nouveaux suivants, tous réutilisés dans [16] :

— un argument général de réduction aux zéro-cycles effectifs, à la base duquel
se trouve un lemme de déplacement affirmant que si C est une courbe
géométriquement irréductible, projective et lisse de genre g sur un corps de
nombres k et si f : X → C est un morphisme de fibre générique lisse et
géométriquement irréductible, il existe un ensemble fini S de places de k tel
que pour toute place v /∈ S, tout diviseur de degré > 2g sur C ⊗k kv soit
linéairement équivalent à un diviseur effectif réduit de la forme f∗z où z est
un zéro-cycle effectif sur X ⊗k kv ;

— un théorème sur les groupes de Chow de zéro-cycles dans les familles de
variétés rationnellement connexes, selon lequel si f : X → C est comme ci-
dessus et si la fibre générique géométrique de f est rationnellement connexe,
l’application f∗ : CH0(X ⊗k kv)→ CH0(C ⊗k kv) est un isomorphisme pour
toute place v de k hors d’un ensemble fini (l’énoncé analogue où C est
remplacée par Spec(k) est dû à Kollár et Szabó [KS03]) ; la démonstration
repose sur les théorèmes de Kato, Saito et Sato discutés au §3.3 et sur une
variante « en famille » de l’argument de décomposition de la diagonale ;

— un théorème de dualité arithmétique lié au formalisme des groupes Pic+(C),
Br+(C) discuté au §4.3.2 ci-après, qui développe les idées de van Hamel sur
l’homologie « pseudo-motivique » (cf. [vH03]).

Par la suite, Liang [Lia12] étendit les résultats de [11] aux fibrations au-dessus
de l’espace projectif et montra que l’on peut se contenter, là aussi, de supposer les
conjectures 1.4 et (E) pour les fibres au-dessus d’un ensemble hilbertien de points
fermés de la base plutôt que pour toutes les fibres lisses.

4.2.2. Combinatoire additive et Schinzel homogène. Les techniques
fines de théorie analytique des nombres (méthode du cercle de Hardy–Littlewood,
méthodes de crible, combinatoire additive) combinées à la méthode de la descente
ont permis, depuis une quinzaine d’années, plusieurs résultats spectaculaires
établissant la conjecture 1.3 (voire aussi la conjecture (E)) dans des cas hors
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d’atteinte des théorèmes énoncés au §4.1. Browning, Matthiesen et Skorobogatov
ont notamment obtenu le théorème suivant.

Théorème 4.5 ([BMS14]). Soit X une surface irréductible, propre et lisse
sur Q, munie d’un morphisme f : X → P1

Q dont la fibre générique est une conique.
Supposons que toutes les fibres singulières de f soient au-dessus de points rationnels
de P1

Q. Alors X vérifie la conjecture 1.3.

Ce que nous remarquons dans [13], c’est d’une part qu’il est possible d’adapter
la preuve du théorème 4.3 (c) de telle sorte qu’elle ne nécessite qu’une variante
de l’hypothèse de Schinzel pour des polynômes homogènes en deux variables, plus
faible que l’hypothèse de Schinzel d’origine, et d’autre part, que les résultats de
Green, Tao et Ziegler [GT10] [GT12] [GTZ12], sur lesquels [BMS14] reposait
déjà, établissent cette variante dans le cas de polynômes linéaires. Le théorème
principal de [13] affirme ainsi que le théorème 4.3 (c) est vrai inconditionnellement
lorsque k = Q et que les fibres non scindées de f sont toutes au-dessus de points
rationnels de P1

Q. Il s’ensuit une nouvelle démonstration, plus simple, de la plupart
des résultats de [BMS14] ainsi qu’une généralisation de ces résultats aux fibrations
soumises seulement aux hypothèses (1) et (2) du théorème 4.3, par exemple les
fibrations en produits de quadriques et de variétés de Severi–Brauer.

4.3. Au-delà de la condition d’abélianité ([16])

4.3.1. Zéro-cycles dans les fibrations. Nous menons dans [16] la méthode
des fibrations à son terme dans le contexte des zéro-cycles, lorsque la fibre générique
est rationnellement connexe et que la base est une courbe.

Théorème 4.6 ([16, Theorem 8.3]). Soit f : X → C un morphisme dominant
de fibre générique géométrique rationnellement connexe d’une variété X propre,
lisse et géométriquement irréductible sur un corps de nombres k vers une courbe C
vérifiant la conjecture (E).

(1) Si la conjecture (E) vaut pour les fibres lisses de f , elle vaut pour X.

(2) Si la conjecture 1.4 vaut pour les fibres lisses de f , elle vaut pour X.

(3) Si la conjecture 1.3 vaut pour les fibres lisses de f , la conjecture (E) vaut
pour X.

Le théorème 4.6 généralise le théorème 4.3, assertions (a) et (b), en le débarras-
sant à la fois de l’hypothèse d’abélianité sur les fibres singulières et de l’hypothèse
de trivialité du groupe de Brauer des fibres lisses modulo les classes constantes.

Le résultat prouvé dans [16] est quelque peu plus précis : d’une part, nous
n’y supposons les conjectures 1.3, 1.4 et (E) que pour les fibres au-dessus d’un
ensemble hilbertien de points fermés de C et d’autre part, au lieu d’exiger que la
fibre générique géométrique Xη̄ de f soit rationnellement connexe, nous supposons
seulement qu’elle vérifie H1(Xη̄,Q/Z) = 0 et A0(Xη̄ ⊗K) = 0, où K désigne une
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clôture algébrique du corps de fonctions de Xη̄ (conditions satisfaites par exemple
par les surfaces de Barlow, qui sont de type général).

Une récurrence quasi immédiate montre que le théorème 4.6 reste valable si
dans son énoncé on remplace la courbe C par le produit C× (P1

k)n pour un n > 1.
Les hypothèses et conclusions du théorème 4.6 étant des invariants birationnels, il
s’ensuit que l’on peut remplacer, dans son énoncé, la courbe C par toute variété
birationnellement équivalente à C × Pn

k où C est une courbe vérifiant (E), par
exemple par l’espace projectif lui-même. Par contraste, les raisonnements ayant
permis jusqu’ici d’obtenir des versions du théorème 4.3 pour des fibrations au-
dessus d’un espace projectif à partir du cas des fibrations au-dessus de P1

k sont
beaucoup plus délicats, l’hypothèse (2) du théorème 4.3 ne se propageant pas, en
général, des fibres de f à X (cf. [4, Corollaire 3.5], [Lia12, Théorème 3.5]).

En combinant le théorème 4.6 (3) avec le théorème 4.1, on obtient ainsi :

Corollaire 4.7. Soit X une variété propre, lisse et géométriquement irréduc-
tible sur un corps de nombres k. Supposons qu’il existe un morphisme f : X → Y
de fibre générique birationnellement équivalente à un espace homogène d’un groupe
linéaire connexe à stabilisateurs géométriques connexes, vers une variété Y bira-
tionnellement équivalente à C, à Pn

k ou à C × Pn
k pour un entier n > 1 et une

courbe C vérifiant la conjecture (E). Alors X vérifie la conjecture (E).

Ce corollaire s’applique en particulier à l’espace total de toute famille de
variétés toriques paramétrée par Y .

Dans le cas où la base est P1
k, où la fibre générique est birationnellement

équivalente à un torseur sous un tore, où ce tore est constant et plus précisément
est le tore normique R1

K/kGm associé à une extension finie K/k, la conjecture (E)
était auparavant connue pour X lorsque K/k est cyclique ou de degré premier
mais elle était ouverte déjà pour K/k biquadratique (cf. [Wei13], [Sme13]).

Appliquant le corollaire 4.7 à la fibration triviale, on retrouve aussi le théorème
de Liang mentionné après le théorème 4.4.

4.3.2. Deux ingrédients de la preuve. L’un des ingrédients grâce auxquels
toute hypothèse d’abélianité est évitée dans le théorème 4.6 est le lemme suivant,
qui doit être mis en parallèle avec le théorème de Dirichlet sur les nombres
premiers dans les progressions arithmétiques. Celui-ci affirme que si l’on se donne
un ensemble fini S de places finies d’un corps de nombres k et un élément ξv ∈ k

∗
v

pour chaque v ∈ S, il existe ξ ∈ k∗ arbitrairement proche de ξv pour v ∈ S tel
que ξ soit une unité hors de S sauf en une unique place, non spécifiée, en laquelle ξ
est une uniformisante. C’est pour contrôler la décomposition de cette place non
spécifiée dans une extension abélienne L/k donnée que Hasse et ses continuateurs
employaient l’argument de réciprocité signalé à la fin du §4.1.

Lemme 4.8. Soit L/k une extension finie de corps de nombres. Soit S un
ensemble fini de places de k. Pour v ∈ S, soit ξv ∈ k

∗
v. Supposons que ξv soit une
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norme locale depuis L pour tout v ∈ S. Alors il existe ξ ∈ k∗ arbitrairement proche
de ξv pour v ∈ S, tel que ξ soit une unité hors de S sauf en des places v au-dessus
desquelles L admet une place de degré 1.

L’extension L/k, ici, n’est pas supposée abélienne. Le lemme 4.8 se démontre
par une simple application de la propriété d’approximation forte en dehors d’une
place pour le complémentaire d’un fermé de codimension au moins 2 dans un
espace affine ; en l’occurrence, le complémentaire, dans l’espace affine RL/kA1

L, du
lieu singulier du complémentaire du tore quasi-trivial RL/kGm,L.

Un autre ingrédient nouveau de la démonstration du théorème 4.6, illustré ci-
après, repose sur l’emploi d’un théorème de dualité arithmétique prouvé dans [11].
Celui-ci s’exprime en termes d’une variante, notée Pic+(C), du groupe de Picard
relatif introduit par Rosenlicht. Dans le cas où C = P1

k, ce théorème de dualité
se réduit au théorème de Poitou–Tate pour les tores algébriques et l’usage de la
notation Pic+(C) n’est alors pas indispensable, quoique commode.

De façon générale, le groupe Pic+(C) dépend du choix d’un ensemble fini de
points fermés M ⊂ C et d’une algèbre finie étale Lm/k(m) pour chaque m ∈ M .
Il est défini comme le quotient de Div(C \M) par le sous-groupe des diviseurs
principaux de la forme div(h) où h est une fonction rationnelle sur C, inversible
aux points de M , telle que h(m) soit une norme depuis Lm pour tout m ∈ M .
Le théorème de dualité arithmétique dont il est question ici décrit l’image de
l’application naturelle

Pic+(C)→
∏

v∈Ω

Pic+(C ⊗k kv),(4.1)

ou plutôt de l’application obtenue après une complétion convenable des groupes
considérés. Nous renvoyons à [11, §5] pour l’énoncé précis. Il se déduit des
théorèmes de dualité arithmétique classiques pour les modules galoisiens finis,
pour les tores algébriques et pour les variétés abéliennes.

Voici comment, dans le cas très simple d’une fibration f : X → P1
k dont les

fibres au-dessus de P1
k \ {0,∞} sont scindées, le lemme 4.8 et une information sur

l’image de l’application (4.1) peuvent se combiner et permettre de fabriquer une
fibre lisse de f possédant un point adélique. Choisissons une extension finie L/k
sur laquelle les variétés f−1(0) et f−1(∞) deviennent scindées et considérons le
groupe Pic+(C) associé à la courbe C = P1

k, au fermé M = {0,∞} et aux
extensions L0 = L∞ = L. Si (Pv)v∈Ω ∈ X(Ak) désigne un point adélique supporté
hors de f−1(M), il est aisé de vérifier que la classe de la famille (f(Pv))v∈Ω dans∏

v∈Ω Pic+(C ⊗k kv) est l’image d’un élément de Pic+(C) si et seulement s’il existe
α ∈ k∗ tel que αtv soit une norme locale depuis L pour tout v ∈ Ω, où tv désigne
la coordonnée du point f(Pv) ∈ P1(kv). Si cette condition est satisfaite, on peut
appliquer le lemme 4.8 aux ξv = αtv, ce qui fournit ξ ∈ k∗ ; posant t = ξ/α, on
obtient ainsi un point t ∈ k∗ = Gm(k) ⊂ P1(k) tel que Xt(Ak) 6= ∅ si l’ensemble S
a été choisi assez grand au début de l’argument.
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Lorsque C = P1
k, l’existence d’un point adélique (Pv)v∈Ω ∈ X(Ak) supporté

hors de f−1(M) tel que la classe (f(Pv))v∈Ω ∈
∏

v∈Ω Pic+(C⊗kkv) soit l’image d’un
élément de Pic+(C) est une conséquence de l’hypothèse X(Ak)Br(X) 6= ∅. Cela
résulte de la combinaison du « lemme formel » démontré par Harari dans [Har94],
du théorème de dualité arithmétique concernant Pic+(C) évoqué ci-dessus et d’une
propriété de finitude simple mais essentielle du groupe Br+(C) avec lequel Pic+(C)
s’accouple naturellement (cf. [16, Remark 2.2 (ii)]).

4.3.3. Une conjecture sur les valeurs localement décomposées des
polynômes. Les idées menant à la preuve du théorème 4.6 s’appliquent aussi à
l’étude de la conjecture 1.3 dans les fibrations au-dessus de P1

k. Dans ce contexte,
le pendant du théorème 4.6 ne saurait être inconditionnel puisque même dans le
cas des surfaces fibrées en coniques au-dessus de P1

Q, la conjecture 1.3 n’est connue
que sous l’hypothèse de Schinzel. Nous proposons dans [16] la conjecture suivante ;
elle généralise le lemme 4.8 (en toute rigueur, une version légèrement affaiblie du
lemme 4.8, qui suffit néanmoins à la preuve du théorème 4.6 lorsque C = P1

k)
et permettrait de répondre à la question 4.2 sous la seule hypothèse que la fibre
générique géométrique de f est rationnellement connexe (cf. §4.3.4). Son énoncé
est à rapprocher de celui de la conséquence de l’hypothèse de Schinzel formulée
par Serre, notée (H1) dans [CTSD94].

Conjecture 4.9 ([16]). Soient k un corps de nombres et P1, . . . , Pn ∈ k[t],
pour un entier n > 1, des polynômes irréductibles unitaires deux à deux distincts.
Posons ki = k[t]/(Pi(t)). Notons ai ∈ ki la classe de t. Pour tout i ∈ {1, . . . , n},
supposons donnés une extension finie Li/ki et un élément bi ∈ k∗

i . Soit S un
ensemble fini de places de k contenant les places réelles de k et les places finies
au-dessus desquelles l’un des bi n’est pas une unité ou l’une des extensions Li/ki

est ramifiée. Pour v ∈ S, soit tv ∈ kv tel que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on ait

bi(tv − ai) = NLi⊗kkv/ki⊗kkv
(xi,v)

dans ki ⊗k kv pour un xi,v ∈ (Li ⊗k kv)∗. Il existe alors t0 ∈ k vérifiant :

(1) t0 est arbitrairement proche de tv pour v ∈ S ;

(2) pour tout i ∈ {1, . . . , n} et toute place finie w de ki telle que w(t0−ai) > 0,
soit w divise une place de S, soit le corps Li possède une place de degré 1
sur w.

Lorsque les Li sont tous isomorphes à une même extension finie galoisienne L
de k (ce que dans les applications on peut toujours supposer), la conclusion (2)
est équivalente à la condition suivante : pour tout i, l’élément Pi(t0) ∈ k∗ n’est
de valuation strictement positive aux places hors de S qu’en des places qui se
décomposent totalement dans L.

Nous montrons dans [16, §9.2] que la conjecture 4.9 résulte de l’hypothèse de
Schinzel, et même de sa variante homogène (cf. §4.2.2), lorsque les extensions Li/ki
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sont toutes abéliennes. Pour des extensions Li/ki arbitraires, nous prouvons
dans [16] la conjecture 4.9 lorsque

∑n
i=1[ki : k] 6 2, à l’aide d’arguments algébro-

géométriques reposant sur la propriété d’approximation forte en dehors d’une place
pour des variétés auxiliaires similaires à celle apparue dans la preuve du lemme 4.8.
Le résultat le plus fort en direction de la conjecture 4.9 est un théorème récent de
Matthiesen [Mat14] : à l’aide des techniques de combinatoire additive, elle établit
la conjecture sous la seule hypothèse que k = k1 = · · · = kn = Q. Enfin, signalons
qu’un travail d’Irving [Irv14] reposant sur des méthodes de crible, convenablement
reformulé (cf. [16, §9.2.5]), démontre la conjecture 4.9 dans un cas (le seul connu)
où

∑n
i=1[ki : k] > 4 et où les extensions ki/k ne sont cependant pas toutes triviales.

4.3.4. Application aux points rationnels dans les fibrations. Les idées
employées dans la preuve du théorème 4.6 conduisent au théorème suivant.

Théorème 4.10 ([16, Corollary 9.25]). Soient X une variété propre, lisse
et géométriquement irréductible sur un corps de nombres k et f : X → Pn

k un
morphisme dominant de fibre générique géométrique rationnellement connexe, pour
un n > 1. Admettons la conjecture 4.9. Si la conjecture 1.3 vaut pour les fibres
lisses de f , elle vaut pour X.

Dans la situation d’une fibration au-dessus de P1
k, la conjecture 4.9 est appli-

quée, au cours de la preuve du théorème 4.10, aux polynômes définissant les points
fermés de P1

k au-dessus desquels les fibres de f ne sont pas scindées, éventuellement
accompagnés d’un polynôme de degré 1 dans certains cas exceptionnels qui en
tout cas ne se présentent pas si f possède une fibre non scindée au-dessus d’un
point rationnel, ou si k est totalement imaginaire, ou si les fibres lisses de f ont
leur groupe de Brauer réduit aux constantes. Compte tenu de la validité de la
conjecture 4.9 lorsque

∑n
i=1[ki : k] 6 2, on voit ainsi que le théorème 4.10 est

inconditionnel pour les fibrations au-dessus de la droite projective lorsque le lieu,
dans P1

k, des fibres non scindées de f est de degré 6 2, à l’exception d’un cas très
particulier. Ce résultat généralise simultanément le théorème 4.4 et le théorème
de [CTS00] mentionné à la fin du §4.1, replaçant ainsi ce dernier dans le contexte
de la méthode des fibrations.

Enfin, en combinant le théorème de Matthiesen [Mat14] et le théorème 4.10,
on obtient l’énoncé inconditionnel suivant :

Théorème 4.11 ([16, Theorem 9.28]). Soit X une variété propre, lisse et
géométriquement irréductible sur Q munie d’un morphisme dominant f : X → P1

Q

de fibre générique géométrique rationnellement connexe. Supposons que toutes
les fibres non scindées de f soient au-dessus de points rationnels de P1

Q. Si la
conjecture 1.3 vaut pour les fibres lisses de f , elle vaut pour X.

Dans l’énoncé du théorème 4.10 comme dans celui du théorème 4.11, on peut
se contenter de supposer la conjecture 1.3 vérifiée pour les fibres de f au-dessus
d’un ensemble hilbertien de points rationnels de la base.
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