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Chapitre 3 : Explosion en temps fini pour |'équation
semilinéaire des ondes.

Section 3.1 : Equation homogéne.

Sauf avis contraire, je suis en dimension N=1 dans tout
I'espace R.
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. Formulation vectorielle
Comme les EDO du second ordre, on peut réécrire notre

équation sous la forme d'une EDP du premier ordre, a
valeurs vectorielles.

On pose AJ-~‘¢«
Cd3

Nouvelle fonction (u,v).
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Section 3.2 : solution de |'equation homogene, solution
fondamentale, groupe des ondes.

Il nous faut connaitre la donnée initiale.
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Astuce : changement de variables et de fonctions.

On introduit U(X,T) = u(x,t) avec X =x+t et T = x-t
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On fixe X et on integre entre O et T.
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On fixe T et on integre entre O XK.
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Remarques :

- Cette solution est bien définie pour tout réel t.

- |la solution se propage a une vitesse finie.
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Exemple : u_1 =0 et u_0 = Heaviside
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Dans cet exemple, deux copies de u_0 se propagent a
vitesse finie = 1 (car c=1), 'une vers la droite u_0(x-t) et

'autre vers la gauche u_0(x+t). Notre solution, c'est |a

moyenne des 2.
- Cas général. Je rappelle qu'on a:
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Zu(xt)=u_D(x-t)+u [lm)j’ﬁ
ﬂi>_-t. i i

ciines de lumiere

Lty ' ko L

Rgs:
- soit x_0 dans R. Si 'on modifie la donnée initiale dans une zone bleue ciel
loin de x_D. alors il existe un temps t™(x_0) tel que
-- gi t< t7(x_0), alors u(xt) reste inchangé et indifférent 2 la modification;
- si t>t™(x-0). alors u(xt) change.

c est LA PROPAGATION A VITESSE FINIE;

Vocabulaire

le ctne (ici triangle) de pentes | et -1 s'appelle un cane de lumigre.
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- La valeur de u(x,t) ne dépend que des valeurs de u dans le
cone rétrograde de pentes 1 et -1 de sommet (x,t) (en fait,
pour |'égquation homogene, seule la base du cone compte).

Remarque : I'équation de la chaleur.

La propagation pour I'equation de la chaleur se fait a vitesse
INFINIE. Exemple :
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Solution fondamentale
En formulation vectornel!e (du premier ordre)
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Exercice:
Veérifier que S(t)(u_0, u_1) appartient bien a H*1_{loc} x
LA2_{loc}, du moment que (u_O,u_1) est dans ce méme

espace.
Propriétés: (méme preuve que pour la chaleur).

- S(t) est linéaire.

- élément neutre S(0) = Identite.

- Relation de Chasles S(t_2) o S(t_1)=S(t_1+t 2)=S(t_1) o
S(t_2) (Commutativité), pourtoust_1ett 2 reels.

- Elément Symétrique S(t) o S(-t) = S(0) = Identité.

Conclusion :
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- C'est un groupe car |I'équation des ondes est réversible.
- La chaleur donne un semi-groupe, car la propagation de |la
chaleur est irréversible.

Section 3 3 : Equation avec second membre.
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Section 3.4 : Equation semilinéaire
U <k
‘__g:lf -?.?i":_ ,U-E“:-L &_ (“Tjd) ° p>1.
/7t gt " (roy = &,
Proposition (admise) :
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'’équation admet une et une seule solution dans C([0, T_O
(R)], HA1 x LA2 [-R, R]).

Rqg:

Grace a la vitesse de propagation finie, on s'intéresse a la
résolution de la solution juste sur un compact.

Rq:

Il s'agit d'une solution locale en temps.

Section 3.5 : Domaine de définition (ou domaine maximal
d mﬂuen;‘ie):.

La solution maximale est soit :
- définie pour tout t positif pour tout x réel (solution 68
gloable, par exemple u=0).



- soit |a solution existe SOUS :le graphe d'une fonction
X ---->T(x), au dela duquel on ne peut prolonger la solution.
Régularité du graphe

- Comme pour tout (x,t) sous le graphe, le cbne
rétrograde de sommet (x,t) tout entier est situé sous

le graphe, alors x---> T(x) est Lipschitzienne de
constante =1 (exercice).

- Recemment, on a pu démontrer que x---> T(x) est C*1 sauf

en un ensemble de points dont le nombre est fini sur tout
compact.
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Exercice 1 : On considére I'équation semilinéaire des ondes
suivante :
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définie pour tout (x,t) dans RN x [0,T). Trouver le réel alpha tel
que si w(y,s) est défini par

W) (—r_e> (e, €) e 2 e g:_,Q;@ )

alors, w satisfait une équation autonome (cad dont les coefficients
ne dépendent pas du temps s).

Indication : commencez par le cas N=1. o
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Les 3 termes de notre équation en u sont chacun converti en une
somme de termes indépendants de s, multipliés par (T-t) a une
certaine puissance. Pour faire disparaitre ces puissances de (T-t),

il suffit d'égaler I'exposant :
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Exercice : cherchons une forme divergence englobant
les dérivées seconde et premiere dans :

(ﬂzfai@«_‘w?w*gf ,
T =T
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On identifie, et cela donne : 70‘%) = }"j}&
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Remarque et définition : On vient de définir la
transormation AUTO- SIMILAIRE pour I'égquation
semilinéaire des ondes.

Plus généralement, si a est dans Ret T = T(a), alors on
définit w_a(y,s) par :



R D I (g

“7*@)
Avec cette définition, on a que w_a est définie

pour tous y dans (-1,1) et s dans [-log T(a), +infini). et satisfait
Ieﬂuatlon donnée en bas de la page précédente.

e, e e - @a/)&w e T @ M@M

LA FORME DIVERG ENCE :

O“uLf = (1 Z>/’ ﬂfgxf

Preuve de cette ligne : en exercice.
Ecrivons I'équation avec cette forme X‘Z\ﬁ,é(“ \] )>} Y S _'ZG T/OQ
[&

we ] 2 _ j/
(S5 52 - ) i b i

Exercice 2 (corrigé) : Trouver une fonctionnelle de Lyapunov
pour w(y,s).

Méthode : comme pour la chaleur semilinéaire, on multiplie
I'équation par la dérivée en temps, et en intégre en espace... 81
par rapport a la mesure rho(y) dy, sur (-1,1).
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PROPOSITION Pour tout s> -log T(x_0),
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Corollaire : Pour tout s > s_0=-log T(x_0), on a

E(w(s)) < E(w(s_0)) avecw = w_{x_0}

3.8 critere d'explosion et minoration de I'énergie

Proposition : Si W est solution de (eqw) satisfait pour un
certain S 0 E(W(S_0))<0, alors W ne peut étre définie
pour tout (y,s) dans (-1,1) x [S_0, + infini).

Corollaire immeédiat : Si w=w_{x_0} construit a partir d'un
u solution de (equ), alors

Pour tout s > Iog T(x_0), on a E(w(s))>0
Preuve du corollaire en admttant la proposition.

\ 2
Par définition, w_{x_0} est définie pour tout (y,s) dans 84



(-1,1) x [-log T(x_0), +infini).

Rappel

w_x_0(y,s) = (T(x_0)-t)M2/(p- 1)}u(x,t) avec

y=(x-x_0)/ (T(x_0)-t) et s = -log(T(x_0)-1).

Comme le domaine de définition de u a une sympathique
proprieteé qui decoule de la propagation en temps fini, a
savoir que pour tout point dans le domaine, par exemple
(x_0, T(x_0)), le cOne de lumiere rétrograde de sommet

ce point est tout entier dans le domaine, on en déduit
que u est définie dans le cone dont I'équation est

0< t< T(x_0)-Ix-x_0Ol

et ceci donne (y,s) dans (-1,1) x [-log T(x_0), +infini).
Maintenant, par l'absurde, si pour s_1 > - log T(x_0), on a
E(w_{x_0}s_1) <0, alors par la proposition, on aura que
w_{x_O0}y,s) ne peut étre définie pour tout (y,s) dans
(-1,1) x [s_1, +infini). Absurde.

Preuve de la proposition : On procede par I'absurde. On
suppose qu'on a W solution de (eqw) définie pour tout y
dans (-1,1) et s=S 0 donné avec

E(W(S_0))<0. On suppose par I'absurde que W(y,s) est
définie pour tout (y,s) dans (-1,1) x [S_0,+ infini).
Jintroduis u(x,t) définie par

u(x,t)
y=x/(1-1) et s=-log(1-t)+S_0.

(1-t)M-2/(p- 1)}w(y,s) avec

Alors u satisfait I'équation d'origine, que j'ai appelé (equ):

7 & ~
?%IL ':?(lu + l‘}‘\{’ J{ )

Comme w_{x_0} existe pour tout (y,s) dans



(-1,1) x [-log T(x_0), + infini), alors u est définie (au
moins) pour tout (x,t) dans le c6ne de lumiére de
sommet (0,1).

¢

/}

prls’ peb

-

u n'explose pas dans le cone rouge de sommet (0,T_0).
Alors je définis

w_{T_O}y',s") = (T_O0-t)A{2/(p- 1)}u(x,t) avec
y'= x/(T_0-1) et s = -log(T_O-t) + S O.
Remaque w_1 = W.

Si T_0O<1, on voit que w tend vers 0 quand s' tend vers
I'infini. En effet, il existe M_{T_0} tel que

pour tout (x,t) dans le cone rouge,

)
u(t H(‘S-FQHU()”LFE_.:”DM' &CIJ<M A{T_O}

'explose pas dans le cOne rouge, avec
T_0, T_O-t) est la section du cOne rouge a
t

Par définition de w_{T_0}, on voit que w tend vers 0
lorsque s' tend vers l'infini, en norme HM 1, LA p+ 1}, et

aussi pour 25141‘ en norme LA2, sur l'intervalle (-1,1).

Ainsi, E(w_{T_O}(s'))\D O lorsque s'— 5 @,
Ceci, pour tout T_O dans (0,1).



Maintenant, on rappelle que E(W(S_0)) <O.

Comme w_{T_0} tend vers w_1 = Wlorsque T_O tend
vers 1,

donc E(w_{T_O}S 0)) tend vers E(W(S_0)) aussi,
alors il existe un delta_0 >0 petit tel que

si T_O est dans (1-delta_0, 1), alors E(w_{T_0}S_0))<0
aussi.

Comme E(w_{T_O}s)) est décroissante en s, alors elle a
une limite dans | dans R U {-infini}, avec

< _E(w_{T_O}S_0)) <0. Contradiction.

Donc la proposition est vraie.



On rappelle |a transformation autu-aimilaire pour les ondes

U\%ﬁ E}ﬁ%} ¥ C—Eﬁ éﬁ WLH" szi{ 9
D

St JQ?_ %@Ejﬁr
s

Si 'on s'intéresse au comportement de u(x.t) au voisinage de (a.T(a)), avec
(x.t) restant dans le cone de lumigre rétrograde. alors y est dans (-1.])

et s dans [-log T(a). + infini).

Le domaine de w_a est un cylindre infini.
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Exercice Zhis:
Un considere les deux équations des ondes suivantes:

Z
ﬁ% - D o qﬁf@
;%EE&: &[{ +ﬁ(by ?i_

LA ng’@- r:r;?‘:fu& ! %’*{Lé’}ké} L’M}

ok (00 €H 1 (R

Discuter I'existence d'une énergie conservée ou dissipée pour ces deux
quations.

Indication : on travaille sur R*N tout entier.

INFO : f est globalement Lipschitzienne et alpha >0. f(0)=0.

Autre info : (u, u_t) reste dans H* x L*Z(R"N).
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: Y : . l 1
On revient a I'équation d'origine ?e“'sbwf""')r "

avec donnée initiale (u_0, u_1) dans HA
1 _{loc,u} X LA"2 _{loc,u}(R*N)

8

avec -\\,\J_" v = M"P g (\)‘362)0[%.
L Vo l-a)<s

. GIR

¢ W

Remarque : L'utilité de I'espace "uniforme"
réside dans le fait (admis ici) que

L ]

pour tout x dans RN, T(x) > T
pour un certain T >0-
Définition : On dit que x est un point
non- caractéristique, ssi il existe delta dans (0,1)

tel que

u est définie dans le cone de sommet (x_0,
T(x_0)) et de pente delta.&

Th) T

' : f . / D %
% %
pente delta pente 1, cone de

dans (0,1)_ 1 ./Iumiére

CC;_T[,g




Remarque : D'aprés mon dessin, x1 est
NON- CARACTERISTIQUE, mais x0 est
CARACTERISTIQUE.

Théoreme : S x_0 est NON- CARACTERISTIQUE,
alors

pour tout s »-log T(x_0), on a
lHw_{x_0}s)II _{HM 1 (B)}+| Ijsw_{x_O}(s)I | {LA2 (B)}é n

avec M=M(u_O,u_1, T(x_0), delta(x_0)).
Corollaire : On a
= 7L wz'
g |
(T6). D81 2 o ¢ ).

&
Cre " W L g <1
\Lwgg] & F gyt
Yi¢(o T &)

Remarque : La solution n'explose pas plus
violemment que la solution de u''= u”p.

LA PREUVE DU THEOREME : Pour simplifier, je
prends x_0=0et T(x_0)= T = min T(x).

1

Notation : Soient a et T avec 1,-_, <€ TTa,



On noteraw=w_{a,T}.

Lemme 1 : Pour touts_1ets 2,0ona

E(w(s_1)) - E(w( -2 alph‘{{'f @gw) (99) f })Ogi’k
a (~lyf*
\‘ga

Preuve Comme en dimension 1, mais plus
ligué techniqguement. Attentlan autre def.

EL- f B GIy L0 w fuf
emme% Crlteredexplgzﬁ Slv‘?(fets{une Pt )’P@

solution de (eqw) telle que E(W(S _0))<0, alors W
ne peut exister pour tout (y,s) dans B(0,1 )X [S_O,-Sag),

Preuve : Comme en dimension 1.

Remarque : L'exposant p >1 sera pris
SOUS- CONFORME :

<P v 4 Ve
-l

< [+ ..(L. ‘.go‘w-gv-
V-2 '



Corollaire (Bornes sur E)

_Fljogrntca)ut s>, - log T, pour tout s_2 >s_1 >-log
o 45 (WC@,)) Z 'E:_Cwé&}‘r)) (@
‘i: gl‘al 4 i W?-ma%ds <G

1~ Wl

3.9.2.2 Estimates spatio- temporelles de type
Sobolev

Idée 1 : On integre |I'énergie en temps

f ‘F(W‘(ﬁ)a(x- f .Lé»w)"‘ // [/a,‘,j «9%})@,

/7/ |
+ 8 [Jup L ff1f

ldée 2 : On multlpl|e I'équation par w rho et on
intégre. Rappel de I'équation :

(ajw'z \MWWIJDQ'V@ﬁ ”{6%?_”4[“'/'::3
—-9-—3'35\“" 2 'V&Iuﬁ\/;

Il'y a pIu5|eurs termes a intégrer par parties.
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- 2y vy Tp= [ B e )

Idée : Comme pour la chaleur, on élimine les termes
LA2 du gradient entre les deux identités, et, on en
profite pour exprimer la norme LA{p+1}_rho de w,
qui, au passage, est le seul terme négatif de
I'énergie. Ainsi, si on le majore, on aura majoré tous
les autres termes, puisque |'énergie est bornée.

oS (o -y P e y )
t {[f(«r?cum (25 _4) wz)f)jg v

2(p)

" On va montrer la proposition suivante :
Prop 2.4 (contrdle de la norme LA{p+ 1} en espace
en temps) Pour tout adans R*"Nets> - log T +1,

on a ol

Etape 1 : Contrdle de la norme HA1 en fonction
delanorme LN {p+1}.

Soits>-log T +1,ets_1dans|[s-1,s], et

11

Lo

7-



s_2 dans [s+1,s+2]. Ainsi, [s,s+ 1] est inclus dans
[s_1,s_ 2], et 1g s 2-s_1<3.

Pourquoi tout ca ? En fait, on va choisir s_i=s_i(s)
de facon a ce que les termes de bord (en temps,
i.e.en s_1 et en s_2) soient contrblés. A lafin, si
on controéle l'intégrale sur [s_1(s),s_2(s)] qui
contient bien l'intervalle [s,s+ 1], alors, on aura
gagne.

Remarque : la méthode : Partant de (11), on

essaye de majorer chaque terme du second
membre par

igzw/f}! > G

Prenant a la fin epsilon petit, me donnera la
conclusion.

Lemme 2.5

5
AT 1N < P
{f} foydp<on g [f ms
wo < Ce |1t | o
g’_f:f\;;ff N y P+ =

Preuve : La premiére estimation vient de |'énergie.
En effet, par Cauchy- Schwarz, on écrit :

J: Swwlz ( ma{‘) p < f;‘§va‘-(, mﬂ f
SLE (1) + T_ (j\wlf'}’.



Pour la 2eme, un petit Holder :

I <l D715 Ve ffurs

Maintenant, si s est dans [s_1,s_2], alors
)
L 2
PR E fw{; 'SP +£5 %fw‘/,squf
gL
éfwgcig\’} 4_2);' /I?IU}(WIJ)O“JO*

4 ZJS i ¢

Step 2 : contrble des autres normes a droite de
I'égalité avec w{p+1}.

Mon but, c'est de prouver que



Se

f(lwlf"* ( C-{-C//.Q Ug’{)ja"'f/gw)gf)f

(i) pfemier terme a contdler :

247w | U{h ”/f (fvulf(lfgz)

(IS'%\HJ;.’V]) o/y-/s } : G""('j?f lgep
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?{u "')f-&c f/’“l””

Step 3 : la conclusion de la preuve sur la
majoratlon de lanorme LN p+ 1}
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S je restreint l'intervalle d'intégration a
lyl<1/2, alors, j'enleve les poids.
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Partie 3 de la preuve : Contré6le de la norme HM 1
de la solution



Step 1 : contrb6le de la norme LAr

Proposition : Pour tout s >

> -log T + 1 etadans
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Preuve : On travaille d'abord sur la boule de rayon
1/2.
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La suite : Il faut passer a une estimation sur toute
la boule.

Il y a un sésame :
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Comme on peut recouvrir la boule unité un nombre
fini de boules de rayon 1/2, nombre qui ne dépend
que de N, on voit que l'estimation sur la boule de
rayon 1/2 et POUR TOUT a, donne l'estimation sur
la boule unité POUR TOUT a.

Step 2 : Contréle de la norme L2 du gradient

Proposition 3.2 : Pour tout s> - log T + 1, et pour
tout adans R*"N, on a
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Ingrédient essentiel de la preuve : L'inégalité de
Gagliardo- Nirenberg, que I'on rappelleici :

Lemme (Gagliardo- Nirenberg)
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Belar).

Preuve : S N=1, alors ca découle du résultat
précédent.

On suppose que N >,2. Comme 1<p< 1 + 4/(N-1)
alorsp+1 <2* = 2N/ /(N-2) si N> 3, sinon 2* =
+infini, si N=2. On |ntrodU|t g (N, p) 3 fixer plus
tard, telle que

(p+3)/2<p+1 g 2.

Par interpolation (HOlder), on écrit que g
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Maintenant, on utilise l'injection de Sobolev :
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S N> 3, alorson prend q=2".
Comme p<1 +4/(N-1), alors
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SiN =2, alorson prend g tres grand, et I'on voit
que

-1
-1
Ceci finit la preuve du lemma 3.3.

Preuve de la Proposition 3.2. On va démontrer,
qu'il existe C=C(N,p,C_0), tel que

pour touts>-log T + 1, et pour tout adans R*N,
on a
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Soit s quelconque plus grand que -log T + 1. On
introduita_0 = a_0 (s) tel que
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(i) Grace a une technique de recouvrement, nous
avons :
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En effet, comme on peut couvrir B avec k(N) boules
de rayon 1/2, il suffit de montrer que
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uniformément pour ly_Ol<1. Grace a une identité
similaire sur w, on a que
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Ainsi, comme 1-1yl"2 > 3/4, du moment que
Ing1/2 il s'en swtque
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ce qui donne l'identité en (i).

(ii) Jutilise la définition de la fonctionnelle de
Lyapunov :



Grace a Gagliardo- Nirenberg, on écrit que
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Comme a_0 réalise un sup, alors il y a équivalence
des normes LA2 du gradient avec et sans poids,
alors :
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Etape 3 : conclusion de la preuve du théoréme :
(1) Controle uniforme de la norme HA1(B) de w_a(s).

En couvrant la boule unité par k(N) boules de rayon
1/2, on déduit tout de suite que :
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(ii) Controle uniforme de la norme LA2 de la
dérivée en temps :
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Par un argument de recouvrement, on déduit que
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En effet, comme |la boule unité peut étre couverte

par K(N) boules de taille 1/2, il suffit de montrer
que
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On considére donc adans R*N et ly_Ol<1. Pour
tout b et ydans R*N, on a

W (4.9) w (4 +b ~a)ef s).

En dérivant par rapport a s, on voit que
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En prenant b = a+y_0 e”*{- s}, on voit que
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Ainsi, le recouvrement marche, on contrdle la

norme LA2 de la dérivée en temps, sans poids.

Ceci termine la preuve du théoreme, que I'on
rappelle :



Théoreme : S T est le "premier" temps d'explosion,
alors, pour toutadans R*Nets>.- logT +1,0na:

ou C ne dépend que d'une borne sur la norme de
(u_0, u_1) dans H*1 {loc,u} x LA2_{loc,u}, et d'une
borne sur T et une borne sur 1/T.



