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dans € x [0,T)
0 sur 992 x [0,T)
UQ dans €2

\ U
- u(.,0)

ou

uwi(z,t) €eQx[0,T) > RM, ug: Q- RM

Q est un ouvert convexe borné et régulier de RV
ou Q=RN, F:RM 5 RM est de classe C1.

Déf: Probleme de Cauchy —

soit existence globale en temps
soit existence sur[0,T), T < 400 et

lim t o = :
1im [[u(®)| e = +o0
EXPLOSION EN TEMPS FINI T'.

Def: a € Q2 est point d’explosion pour u(t)
s'il existe (zp,tn) — (a,T) tel que

lu(xn, tn)| = +o0.



QUESTIONS:

1) Existence de solutions explosives

2) Estimations des normes de wu(t)

a l'explosion

3) Comportement asymptotique au

voisinage des points d'explosion

4) Interaction de la diffusion et de

la réaction



Equation prototype:
{ %—f‘t‘ Au 4+ |[ulP~1u  dans Q

u = 0 sur 02
1 < p, etsiN23,p<%_%, avec

ou

Généralisation:

ou
g = V.(a(z)Vu) + f(u)

avec a symét. unif. elliptique,
aet fCl et

quand u — +oco.

Cas complexe ou vectoriel



PLAN

1) Cadre de |I'étude et apercu his-

torique

2) Existence et stabilité de solu-

tions explosives

3) Estimations uniformes sur les so-

lutions explosives positives

4) Existence de profils a I'explosion
pour les solutions explosives posi-

tives



UDPDSLITUCLION a | =XISLerce
Globale

Fujita 66, Levine 73, Ball 77,...

FE(u(t)) décrotit.

Si Q2 est borné, ug € HS et ug # 0,
alors:

E(ug) < 0 = u(t) explose en temps
fini.
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Variables auto-similaires

Soit a € RY point d'explosion de u(t).

But: Etudier v au voisinage de (a,T).

Transformation:

y=f%, s=—|Olg(T—t),

wa(y,s) = (T —t)r~tu(z,t).

Alors Vs > —log T, Vy € RN, (weg = w):

%—g —?w—%y.V’w pl—Ul F |wP~tw
SV.(pVw) = %+ [w]P w

ny
avec p(y) = (ZW)N/Q'

Etudier u au voisinage de (a,T)

& Etudier w, quand s — 4o0o0.



Giga - Kohn: 0 < eg < |[|lwa(s)||o < =
[Vwa(s)l| poo + | Awa(s) | < C.
— Compacite

Développement asymptotique: |y
borneé

Giga - Kohn: (Analyse dans L2)

wa(y,s) = k= (p—1) 7 ad s - +oo

unif. sur tout compact.

Awa(y,S)

/

\
\
\

\
\

< > X
& aR[(T-H)llog(T-t)]]

iy

v



Filippas, Kohn, Liu,

Herrero, Velazquez:

2 cas:

soit wg, — v exponentiellement
soit VR > 0O,

_ 5 -
K

Sup |\wa(y,s) — |~ (1-7)

ly|<R 2ps 27

= o (1) (N=1).

Rqg: Insuffisance de |'échelle y borng,

NtAra Y
INtéréet de 75



ppecveloppcerricerit dasyrripLro-
tique: s borné

Bricmont, Kuplainen: Construction
d’'une solution qui explose en un seul
point a telle que

sup wa(y,s)—f(\?jg> S\(/Jg

f(z) =(p—14b(p)|z|?) 7T

Awa(y,S)

4 D N

0 R Kg~?

— “Profil”



Profil: |x — a| < ¢g petit

Pour toute
solution vérifiant les comportements
en 1/s sur les bornés,

Pour 0 < |x — a| < €q,
w(z,t) - v (x) qd t — T, et

_ 1
o — p—1
w*(z) ~ b (p) log |z — alf» aqd z — a
|z —al?
[ A\ |
A u (x)
- J k = X

a
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Equation SscCalalre (Ey)
Théoreme: (F. Merle, HZ) VT < Tp,
J(dp,d1) € R x RY tel que Va € RV, la so-
lution u(x,t) de (Ey) avec donnée initiale
1
ug(do,d1,z) =1 r=1f(2) (1 +do+dy1.2)
1

oll z= (z—a) (|logT|T) 2 et

__1
f(z) = (p—1+b(p)[2|?) T
explose en temps fini 7" en un seul point
o e RV avec:

1 -

I fYp—17; _ r—a .
‘(T t)pA u(‘?’t) ! (x/(T—t)llog(T—tN)‘ 0
qd ¢t — 7', unif. en z,

Si x # {a}, u(x,t) = a*(x) qd t = T, et

1
lO —a
a*(x) ~ b’(p) log |z —al

p—1
— quand =z — a
|z — al?

Rq: Démontré avant par Bricmont - Ku-
piainen
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Stabilité du profil
a l'explosion

Théoreme (FM, HZ)
Ve, IVe(4g) tel que

1) u explose en temps fini T
en un seul point a et

2) méme profil
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CQualiorn COITIpliexe
({;: = Au+ (14 i8)|ulP1u
wEC, § ER et (14 i6)|u/P~Lu n'est

pas un gradient.

Théoreme (HZ) Pour |§| petit, il ex-
iste u(t) qui explose en temps fini
T en un seul point a et Vx # a,
u(z,t) = ui(z) ad t = T et

qd

Rq: - Pour 0 # 0, pas de direction
privilégiée,
- Généralisation au cas vectoriel.
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Reconnexion d un vortex avec
la paroi dans un
supra-conducteur

oh

T =Ah—-hP h>0
ot

Déf: h s'éteint ssi A~ 1 explose.

Théoreme (FM, HZ) Il existe h(t) qui s'éteint
en temps fini T en un seul point a et
Ve #a, h(z,t) > h*(x) gd t = T et

1
(B+1)? |z—af? |FH
86 |log |z — all
Rq: - Stabilité

- Avec h —+ 1/h = u, on a des solutions

h*(x) ~ ad =z — a.

explosives pour

2
% = Au — V\Vu\ |
ot U

uP

avec
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Comparaison avec une EDO:

u = uP

héoreme (FM, HZ) Si u(0) > 0 et
uw(0) € HINC?, alors Ve > 0, 3C: > 0

tel que , :

| Au| = \g:(x,t) — u(z, t)P| < euf + Ce.

Corollaire Si a est point d'explosion

de u(t), alors

1)
quand ,
2) Jdeg > 0, Vo € B(a,eq) X [T —e€q,T),
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| heoreme de Liouvlllie (FM, HZ)

Si w est solution de (FE,) définie
pour telle que
Alors, on est nécessairement dans
I'un des cas suivants:

i) w =0, .
i)w=k=(p—-1) »-1,

iii) dsg € R tel que

w(y,s) = ¢(s — sg) avec
1

p(s) = r(1+¢€%) rL.

Rqg: ¢ est une connexion dans L°° des deux
points critiques de (Ey), en effet:

¢=— TP p(-00) =k, w(H00) =0,
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Estimations optimales
uniformes a |I'explosion

héoreme (FM,HZ) Si w(0) > O,
w(0) € HY(RN), alors Vt € [to(e), T),

Atceq te
R S ullzeT =P S vt p
C1(T — t) 7173
T —t) p-
Vu(t)||lpoo < : ’
| | VI 1og(T — t)
02 __Db
| Au(®)]| e < (T=t) »

~ |log(T —t)]
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Théoreme (FM,HZ) (Classification
des profils a |I'explosion)

Soit u(t) > 0 qui explose en (a,T),
alors (a un changement de coor-
donnés pres),

qd

(quelconque),
avec pour k£ < N,

N—k 5 1
fr(z) = (p— 1+ b(p) by 2;|%) -1

Rqg: - La vitesse de convergence est in-
dépendante du point a considéré.

- Velazquez a obtenu ce résultat, mais avec

une vitesse qui dépend du point considéré.
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Théoreme (FM,HZ) (Equivalence des

comportements explosifs en un point)

Si u(t) > 0 explose en (a,T) alors
= = avec

wa(y,s) = kK QI;S(N - %|y|2) +

0(%) quand s — 4oo unif. sur tout
compact.

1

—“1)2|¢412\ p—-1
wa (Y, s) ~ (p_]- | (p4;) |y8| g

quand s — 4oo unif. en |y| < Kg+/s.

Si z # a, u(z,t) - u*(x) quand
t =1 et

1
8p |log|x — al||p-1
(p—1)2 |z—al? |

uw (x) ~
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