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J’ai eu la chance d’avoir Henri Berestycki et Jean Michel Coron comme professeurs
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Première partie

Singularités des équations semilinéaires
de la chaleur

L’objet de cette partie est l’étude de la formation en temps fini de singularités dans
des systèmes de réaction-diffusion de type chaleur:







∂u
∂t = ∆u + F (u) dans Ω × [0, T )
u = 0 sur ∂Ω × [0, T )

u(., 0) = u0 dans Ω

(1)

où
u : (x, t) ∈ Ω × [0, T ) → R

M , u0 : Ω → R
M ,

Ω est un ouvert convexe borné et régulier de R
N ou Ω = R

N , T > 0,
(∆u)i = ∆ui,
F : R

M → R
M est de classe C1,

et N,M ∈ N. (La condition de bord est à ignorer si Ω = R
N ).

Ce système constitue un modèle simplifié pour beaucoup de phénomènes rencontrés
en physique, en chimie, en économie ou encore en biologie. Il apparâıt notamment en
combustion (voir Bebernes et Eberly [6], Galaktionov et al. [35], Galaktionov et Vazquez
[36]). On le retrouve aussi dans beaucoup de situations physiques, de la mécanique des
fluides à l’optique, sous la forme de l’équation de Ginzburg-Landau complexe (voir Plecháč
et Šverák [82]). Le système (1) et ses variantes ont également un grand intérêt en biologie
(voir Murray [78], Pao [80]), en particulier en dynamique des populations (voir [78]),
chimiotactisme (voir Betterton et Brenner [10], Herrero et Velázquez [55]), étude du cancer
(voir Bellomo et Preziosi [7], Swanson et al. [89]), neurobiologie (voir Nagasawa [79],
McKean [67]) et dans des modèles génétiques (voir l’article pionnier de Fisher [30]).

Le problème de Cauchy (local en temps) pour (1) peut être résolu dans une grande
classe d’espaces fonctionnels. Citons par exemple l’espace des fonctions de C(Ω̄) nulles sur
∂Ω (si Ω est borné) ainsi que l’espace H1

0 ∩ L∞(Ω) que nous considérons sans perte de
généralité dans la suite (voir Friedman [31], [32], Henry [48], Pazy [81], Weissler [94]).
On peut alors définir T > 0 comme étant le temps maximum d’existence de la solution de
(1). D’après la théorie locale, u ∈ C

(

[0, T ),H1
0 ∩ L∞(Ω)

)

. Deux cas se présentent:
- T = +∞: existence globale.
- T < +∞: dans ce cas,

lim
t→T

‖u(t)‖L∞(Ω) = lim
t→T

‖u(t)‖H1(Ω) = +∞.

On dit alors que u explose en temps fini T . Un point a ∈ Ω est dit point d’explosion de
u si u(x, t) n’est pas localement bornée au voisinage de (a, T ), autrement dit s’il existe
(xn, tn) → (a, T ) tel que |u(xn, tn)| → +∞ quand n → +∞. L’ensemble de tous les points
d’explosion est appelé ensemble d’explosion de u. Il est à noter que pour une solution
donnée, le temps d’explosion est par définition unique. En revanche, s’il est classique que
l’ensemble d’explosion est non vide, celui-ci n’est pas forcément réduit à un point (voir
chapitre 3).
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Dans mon travail, je me suis intéressé principalement à l’équation :

ut = ∆u + |u|p−1u, (2)

avec u(t) : x ∈ R
N → u(x, t) ∈ R

M . L’exposant p > 1 est sous critique :

si N ≥ 3 alors 1 < p < (N + 2)/(N − 2). (3)

De plus, on suppose que

(p > 1 et (3N − 4)p < 3N + 8) ou ((3) avec M = 1 et u(0) ≥ 0) . (4)

L’équation (2) sera considérée également dans un domaine borné Ω, avec des conditions
homogènes de Dirichlet au bord. L’intérêt majeur du problème (2) est qu’il possède des
traits communs à toute une famille de problèmes physiques. Citons par exemple le mou-
vement par courbure moyenne (Soner et Souganidis [87]), la diffusion de surface (Bernoff,
Bertozzi et Witelski [9]), l’équation de Ginzburg-Landau (Plecháč et Šverák [82]) et le
chimiotactisme (Brenner et al. [11], Betterton et Brenner [10]). En particulier, le problème
(2) éclaire le rôle du changement d’échelle et celui de l’auto-similarité. Contrairement à
certains problèmes physiques, l’équation (2) est suffisamment simple pour permettre une
analyse mathématique rigoureuse.

La littérature sur le sujet est très abondante. Néanmoins, il est possible de dégager
trois directions majeures sur le sujet:

- les conditions suffisantes d’explosion.
- la construction de solutions singulières.
- le comportement asymptotique à l’explosion de u(x, t) au voisinage de la singularité

(a, T ).

Plusieurs auteurs ont cherché des conditions suffisantes d’explosion, sur les données
initiales ou sur le terme non linéaire. Parmi eux, on cite Kaplan [57], Friedman [31], Fujita
[34] (voir aussi l’article de revue de Deng et Levine [23]), Levine [61], Ball [5] et Weissler
[95].

L’étude asymptotique de u(t) au voisinage de (a, T ) où u est une solution de (2) qui
explose au temps T et a est un point d’explosion s’est faite d’abord grâce à l’introduction
de variables autosimilaires:

y =
x − a√
T − t

, s = − log(T − t), wa(y, s) = (T − t)
1

p−1 u(x, t). (5)

D’après (2), wa (ou simplement w) vérifie: ∀s ≥ − log T , ∀y ∈ Wa,s ≡ (Ω − a)e
s
2 ,

∂w

∂s
= ∆w − 1

2
y.∇w − w

p − 1
+ |w|p−1w. (6)

Ainsi, l’étude de u(t) au voisinage de (a, T ) est équivalente à l’étude du comportement
asymptotique de wa(s) quand s → +∞.

Giga et Kohn ont démontré dans [39] et [40] sous la condition (4) qu’il existe ε0 > 0
et C > 0 tels que

0 < ε0 ≤ lim
s→+∞

‖w(s)‖L∞(Wa,s) ≤
1

ε0
(7)
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et ‖∇w(s)‖L∞ + ‖∆w(s)‖L∞ + ‖∇∆w(s)‖L∞ ≤ C. (8)

Ceci revient à dire en terme de u que

ε0 ≤ lim
t→T

(T − t)
1

p−1 ‖u(t)‖L∞ ≤ 1

ε0
(9)

et (T − t)
1

p−1
+ 1

2 ‖∇u(t)‖L∞ + (T − t)
1

p−1
+1‖∆u(t)‖L∞ + (T − t)

1
p−1

+ 3
2 ‖∇∆u(t)‖L∞ ≤ C.

Il semblerait que la condition (4) ait été récemment levée par Giga et al. [42] qui ont
démontré que (7) était vraie pour tout p sous critique (3).

La borne (7) dans le cas scalaire et positif découle d’un théorème de type Liouville dû
à Gidas et Spruck [37]:

Si p est sous critique (3), alors le problème

∆u + up = 0 dans R
N , u ≥ 0 et u(0) > 0

n’admet pas de solution.

Au premier chapitre, on s’intéresse à l’existence de solutions singulières stables pour
des équations de type (2). L’originalité de notre approche tient à son application à des
perturbations de l’équation (2), notamment à des équations où aucun résultat d’existence
de solutions singulières n’était connu auparavant, en particulier à une équation à valeurs
complexes sans structure variationnelle et à un problème de reconnexion de vortex avec
la paroi dans un supra-conducteur de type II. Notre méthode est basée sur la technique
d’estimations a priori des solutions de (6) qui permet une réduction en dimension finie
du problème, et sur un lemme de type Brouwer. Cette méthode permet de dégager un
résultat de stabilité du comportement singulier par rapport à des perturbations dans les
données initiales ou dans le terme non linéaire de réaction.

Un nombre important d’auteurs se sont intéressés au comportement asymptotique de
u au voisinage d’une singularité (a, T ). Citons à ce propos les travaux fondamentaux de
Giga et Kohn [39], [40], [41] (voir aussi Berger et Kohn [8], Filippas et Kohn [26], Filippas
et Liu [27], Filippas et Merle [29], [28]), Friedman et McLeod [33], Mueller et Weissler [77],
Weissler [95]. Herrero et Velázquez [53], [49], [50], [54], [52], [51], [90], [91], [92] se sont
aussi intéressés au cas scalaire et positif de (2). Toutefois, les résultats obtenus étaient très
souvent non uniformes, par rapport à des perturbations dans les données initiales, ou par
rapport au point d’explosion pour une solution donnée. De plus, les techniques utilisées
étaient très souvent liées à la positivité (principe du maximum) ou parfois à la dimension
d’espace N = 1 (propriété de Sturm utilisée par Chen et Matano [21]).

Nous proposons dans ce travail une nouvelle façon d’aborder la question, qui repose sur
la découverte d’une structure cachée dans l’équation (2). L’importance de cette structure
pour le développement asymptotique est à comparer avec le rôle du résultat de Gidas et
Spruck [37] pour le taux d’explosion (9). Nous avons démontré avec F. Merle dans [75]
et [73] un théorème de Liouville qui nous a permis d’obtenir une multitude d’estimations
uniformes pour les solutions explosives, dont des estimations uniformes de normes L∞,
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une propriété de localisation uniforme, des résultats de stabilité de profil et un résultat de
comportement de l’énergie (voir chapitre 2). Nous nous sommes attachés dans ce travail
à nous affranchir des contraintes de la dimension 1 d’espace et du caractère scalaire des
solutions.

L’équation (2) est également pour nous l’occasion pour s’intéresser aux phénomènes
instables dans les équations d’évolution. Outre la difficulté de les mettre en évidence,
à la fois expérimentalement et numériquement, leur étude théorique reste difficile par
manque d’estimations globales. Au chapitre 3, nous commenterons brièvement un exemple
de phénomène singulier instable en chimiotactisme. On s’intéressera ensuite pour le modèle
(2) à l’explosion -instable !- sur un ensemble d’explosion contenant des points d’explosion
non isolés. Les estimations connues auparavant dans ce cas n’étaient pas uniformes par
rapport au point d’explosion (Velázquez [90]), ce qui a empêché les auteurs d’aborder
les questions de régularité de l’ensemble d’explosion et du comportement asymptotique
de la solution à son voisinage. Grâce au théorème de Liouville de [75], nous avons pu
obtenir l’uniformité nécessaire pour démontrer en particulier sous une hypothèse de non
dégénérescence que la simple hypothèse de continuité de l’ensemble d’explosion impliquait
son caractère C1.

Il est à noter que les outils que nous construisons autour du théorème de Liouville
se sont avérés très efficaces dans d’autres situations, en particulier pour l’équation se-
milinéaire des ondes (voir Merle et Zaag [76], présentée dans la partie II), l’équation de
KdV généralisée (voir Martel et Merle [66], [65]) ou encore l’équation de Schrödinger non
linéaire critique (voir Merle et Raphaël [69]).

1 Existence de solutions singulières stables pour des équa-
tions semilinéaires de la chaleur

1.1 Équation de la chaleur avec une non-linéarité en puissance

Dans [72] (écrit en collaboration avec F. Merle; voir aussi [70]), nous construisons
une solution explosant en temps fini pour l’équation (2) et on décrit précisément son
comportement à l’explosion. Nous avons prouvé le théorème suivant:

Théorème 1 (Existence) Il existe T0 > 0 tel que pour tous 0 < T̂ ≤ T0 et â ∈ R
N ,

l’équation (2) admet une solution û(t) explosant en temps fini T̂ uniquement au point
â ∈ R

N , et qui vérifie:
i)

sup
x∈RN

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(T̂ − t)
1

p−1 û(x, t) − f





x − â
√

(T̂ − t)| log(T̂ − t)|





∣

∣

∣

∣

∣

∣

→ 0 (10)

quand t → T̂ où

f(z) =

(

p − 1 +
(p − 1)2

4p
|z|2
)− 1

p−1

. (11)
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ii) ∀x ∈ R
N\{â}, û(x, t) → û∗(x) quand t → T̂ et

û∗(x) ∼
[

8p| log |x − â||
(p − 1)2|x − â|2

]
1

p−1

quand x → â. (12)

La preuve de ce théorème s’appuie sur:
1) La transformation du problème grâce à (5) et à des estimations a priori sur les

solutions de (6) au voisinage du profil f défini en (11), ce qui permet de réduire le problème
de construction à un problème de dimension finie,

2) Une résolution de ce problème de dimension finie à l’aide d’un argument topologique.

La méthode de réduction en dimension finie initiée pour la preuve du Théorème 1 dans
[72] permet d’obtenir un résultat de stabilité de la solution construite par rapport à des
perturbations L∞ ∩ W 1,p+1(RN ) de la donnée initiale. Plus précisément:

Théorème 2 (Stabilité du comportement (10) et (12)) Soit û(t) la solution de (2)
avec donnée initiale û0 (construite au Théorème 1) qui explose en temps fini T̂ en un point
â. Alors, pour tout ε > 0, il existe Vε voisinage de û0 tel que pour tout u0 ∈ Vε, la solution
u(t) de (2) avec donnée initiale u0 explose en temps fini T en un point unique a ∈ R

N tels
que

|a − â| + |T − T̂ | ≤ ε.

De plus, u(t) se comporte comme (10) et (12) avec (a, T ) remplaçant (â, T̂ ).

La preuve du Théorème 2 s’appuie fondamentalement sur la technique de réduction en
dimension finie du Théorème 1 ainsi que sur l’invariance de (6) sous l’action de la trans-
formation géométrique

(a, T ) → wa,T (y, s) = (T − t)
1

p−1 u(x, t)

où y = x−a√
T−t

, s = − log(T − t), associée à une condition de non dégénérescence lorsque

u(x, t) est au voisinage du profil (T̂ − t)−
1

p−1 f .

1.2 Équation de la chaleur complexe sans structure de gradient

La technique de réduction à un problème de dimension finie s’applique en fait à des
perturbations de l’équation (2) et donnent des solutions dans un cadre beaucoup plus
général que (2), celui des équations vectorielles avec une non-linéarité ne dérivant pas
nécessairement d’un gradient. Un prototype d’une telle équation est le suivant:

∂u

∂t
= ∆u + (1 + iδ)|u|p−1u (13)

où u(x, t) ∈ C, x ∈ R
N , t ≥ 0, 1 < p et δ ∈ R. Dans [96], une solution explosive stable

de (13) est construite dans le cas où δ est petit. Nous obtenons le même énoncé que le
théorème 1, sauf que le profil à l’explosion de l’estimation (10) est changé par

fδ(z) =

(

p − 1 +
(p − 1)2

4(p − δ2)
|z|2
)− 1+iδ

p−1

.
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Bien que le résultat de [96] soit d’apparence très similaire au Théorème 1 démontré dans
[72], il en diffère sur deux points:
1) Le résultat de [96] présente un comportement complètement complexe, au sens où le
profil limite obtenu n’a pas de direction fixe dans C.
2) La preuve du résultat de [96] qui s’appuie fondamentalement sur la technique de ré-
duction en dimension finie introduite dans le cas réel, présente néanmoins une difficulté
de plus sous la forme d’une direction dégénérée supplémentaire dans le problème. Cette
difficulté est mâıtrisée grâce à la théorie de la modulation (voir Filippas et Merle [28] pour
un usage similaire de la théorie de la modulation). Le Théorème 2 de [96] généralise ce
résultat au cas vectoriel.

1.3 Un problème d’extinction en temps fini

Dans [71] (écrit en collaboration avec F. Merle), on considère le problème suivant:

{

∂h
∂t = ∆h − G(h) dans Ω × [0, T )

h(x, t) = 1 sur ∂Ω × [0, T )
(14)

où Ω est un ouvert borné,

G(h) ∼ 1

hβ
quand h → 0

et β > 0. Si h est définie sur Ω × [0, T ) et

lim
t→T

inf
x∈Ω

h(x, t) = 0,

alors on dit que h s’éteint en temps fini.
L’équation (14) constitue un modèle de reconnexion d’un vortex avec la paroi dans un

semi-conducteur de type II si β = 1 (voir Chapman, Hunton et Ockendon [20]). Elle est
également reliée à l’équation de diffusion générée par des phénomènes de polarisation dans
des conducteurs ioniques (voir Kawarada [58]).

Quelques critères d’extinction en temps fini pour (14) étaient déjà connus en dimension
1 (voir Kawarada [58], Levine [62] (article de revue), [63]). Cependant, peu de choses
étaient connues sur le comportement de la solution à l’extinction, sauf en ce qui concerne
la localisation des points d’extinction (voir Guo [45], Deng et Levine [22]), ou le taux
d’extinction (voir Guo [45], [46], [47]).

Dans [71], une solution stable de (14) s’éteignant en temps fini en un seul point est
construite. Son comportement au voisinage du point d’extinction (analogue du temps
d’explosion) est décrit avec précision.

Théorème 3 (Existence d’une solution de (14) s’éteignant en
temps fini) Pour tout a ∈ Ω, l’équation (14) admet une solution h s’éteignant en temps
fini T > 0. De plus, ∀x ∈ Ω\{a}, h(x, t) → h∗(x) quand t → T et

h∗(x) ∼
[

(β + 1)2|x − a|2
8β| log |x − a||

]
1

β+1

quand x → a.
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2 Théorèmes de Liouville pour des équations vectorielles et
applications à l’explosion

On se propose dans ce chapitre d’adopter un point de vue nouveau dans l’analyse du
phénomène d’explosion pour les équations de type chaleur. Notre approche consiste à dé-
montrer d’abord un théorème de Liouville (ou de classification de solutions globales) qui
permet ensuite d’obtenir des estimations uniformes dans l’analyse de l’explosion. Cette
uniformité constitue une amélioration substantielle par rapport aux travaux antérieurs
(Herrero et Velázquez [53], [90], Filippas et Kohn [26], Filippas et Liu [27]). Elle nous per-
met surtout de dépasser le cadre des phénomènes purement locaux étudiés précédemment
et d’aborder de nouvelles questions reliées à des problèmes globaux en espace et en temps.

Nos techniques ne dépendent pas du principe du maximum ou de la dimension. Elles
s’appliquent en particulier au cas des équations vectorielles comme (2) et même à des équa-
tions sans structure de gradient (voir paragraphe 2.2). L’idée de passer par des théorèmes
de Liouville pour obtenir des estimations à l’explosion s’est avérée très fructueuse pour
d’autres équations, comme l’équation de KdV généralisée (voir Martel et Merle [65], [66]),
ou encore l’équation de Schrödinger non linéaire critique (voir Merle et Raphaël [69]).

2.1 Cas où la non linéarité est un gradient

On s’intéresse à l’équation type (2). Dans [73] et [75] (écrit en collaboration avec
F. Merle), on a obtenu un théorème de Liouville concernant l’équation (6) obtenue par
l’éclatement (5) d’une solution de (2). Diverses applications pour les solutions explosives
de (2) découlent de ce théorème de Liouville (voir [73], [74]). Notons que les techniques
employées dans [73] pour la preuve de ce théorème étaient limitées au cas scalaire positif,
alors que [75] couvrait le cas des solutions sans signe ou à valeurs vectorielles. Nous avons
obtenu le théorème surprenant suivant :

Théorème 4 (Théorème de Liouville vectoriel pour (6)) On suppose que p satis-
fait (3) et que w : R

N × R → R
M est une solution de (6) définie pour (y, s) ∈ R

N × R

telle que ∀(y, s) ∈ R
N × R, |w(y, s)| ≤ C, alors, soit w ≡ 0, soit w ≡ κω0, soit w(y, s) =

ϕ(s − s0)ω0 où κ = (p − 1)
− 1

p−1 , ω0 ∈ SM−1, s0 ∈ R et

ϕ(s) = κ(1 + es)
− 1

p−1 .

Une des conséquences majeures de ce résultat est la propriété de localisation des solutions
vectorielles explosives de (2) sous la condition (4).

Proposition 5 (Comparaison optimale des solutions explosives de (2) avec la
solution de l’EDO associée) Sous la condition (4), on considère Ω un ouvert convexe,
borné et régulier de R

N , ou Ω = R
N . Soit u : Ω × [0, T ) → R

M une solution qui explose
en temps fini T ≤ T0 telle que ‖u(0)‖C2(Ω) ≤ C0. Alors, ∀ε > 0, ∃C(ε, C0, T0) tel que
∀(x, t) ∈ Ω × [0, T )

∣

∣

∣

∣

∂u

∂t
(x, t) − |u|p−1u(x, t)

∣

∣

∣

∣

≤ ε|u(x, t)|p + C.
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Un corollaire immédiat de cette proposition pour les équations scalaires sans signe, est
l’absence d’oscillations de u(t) au voisinage de (a, T ) où a est un point d’explosion, et le
fait que u(t) garde un signe constant dans ce voisinage. Grâce à cette dernière propriété
et à des techniques de localisation, nous nous ramenons au cas des solutions positives de
(2) et généralisons ainsi des résultats qui n’étaient connus jusque là que pour des solutions
positives. Notons également que cette propriété de localisation permet de simplifier la
preuve de [68] et [72] montrant l’existence d’une solution de (2) explosant exactement en
k points donnés à l’avance.

Plus généralement, on obtient dans [75] des résultats concernant l’existence de profils
à l’explosion pour (2) dans le cas vectoriel.

2.2 Cas d’une non linéarité qui n’est pas un gradient

La preuve du Théorème de Liouville présenté au paragraphe 2.1 et publié dans [75] est
très fortement liée au fait que la non linéarité de (2) est un gradient. En effet, ceci implique
l’existence d’une fonctionnelle de Lyapounov pour (2) et (6), cruciale notamment dans un
critère d’explosion déterminant dans la preuve. D’ailleurs, le résultat et la méthode de [75]
peuvent se généraliser à des systèmes avec termes non linéaires plus généraux que |u|p−1u,
sans toutefois s’affranchir de la structure de gradient.

À partir de là, il était intéressant de considérer un système de type chaleur avec un
terme non linéaire qui n’est pas un gradient, et d’essayer de trouver une autre approche
pour démontrer des résultats analogues à ceux de [75]. C’est ainsi que je m’intéresse dans
[98] à l’explosion en temps fini dans le système suivant :

{

ut = ∆u + vp, vt = ∆v + uq

u(., 0) = u0, v(., 0) = v0
(15)

où u, v : (x, t) ∈ R
N × [0, T ) → R

+, et T est le temps d’explosion. Dans [2], Andreucci,
Herrero et Velázquez donnent le taux d’explosion et un développement asymptotique de la
solution au voisinage d’un point d’explosion a quand t → T , uniforme dans des domaines
du type |y − a| ≤ C

√
T − t. Caristi et Mitidieri [19] ont étudié le système (15) dans une

boule. Aucune estimation globale en espace et donc indépendante du point d’explosion
n’était connue, à part le taux d’explosion.

Dans [98], le Théorème de Liouville suivant est démontré par perturbation du cas p = q
qui se ramène à un cas gradient :

Théorème 6 (Un Théorème de Liouville pour le système (15)) Il existe une fonc-
tion continue strictement positive η telle que pour tout p0 > 1 tel que p0(N − 2) < N + 2,
pour tout p, q tels que |p− p0|+ |q − p0| < η(p0), p ≥ 1 et q ≥ 1, l’affirmation suivante est
vérifiée :

Soit (u, v) une solution de (15) définie sur R
N × (−∞, T ) avec T ∈ R telle que pour

tout (x, t) ∈ R
N × (−∞, T ), 0 ≤ u(x, t) ≤ C(T − t)

− p+1
pq−1 et 0 ≤ v(x, t) ≤ C(T − t)

− q+1
pq−1

avec C > 0. Alors, soit u ≡ v ≡ 0, soit pour tout (x, t) ∈ R
N × (−∞, T ),

u(x, t) = Γ(T ∗ − t)
− p+1

pq−1 et v(x, t) = γ(T ∗ − t)
− q+1

pq−1 (16)
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où T ∗ ≥ T et (Γ, γ) est défini par

γp = Γ

(

p + 1

pq − 1

)

et Γq = γ

(

q + 1

pq − 1

)

,

Remarque : Sous les mêmes hypothèses, une classification moins précise des solutions
est donnée dans [2] (seulement les limites à l’infini en temps sont données au lieu de
l’expression explicite (16)).

La preuve de ce théorème s’appuie sur un nouveau critère d’explosion pour (15) diffé-
rent de celui utilisé pour l’équation (2).

Ce théorème de Liouville nous fournit une propriété de localisation des solutions ex-
plosives de (15), qui permet de lier polynomialement les tailles de u et v et de comparer
leur évolution à celle d’une solution d’un système différentiel découplé.

Théorème 7 (Une propriété de localisation des solutions explosives de (15))
On fait les mêmes hypothèses sur p et q qu’au Théorème 4, et on considère une solution
(u, v) de (15) qui explose au temps T . Alors, pour tout ε > 0, il existe C(ε) > 0 tel que
pour tout (x, t) ∈ R

N × [0, T ),

∣

∣

∣

∣

∂tu − γp
(

u
Γ

)
p(q+1)

p+1

∣

∣

∣

∣

≤ εu
p(q+1)

p+1 + C et

∣

∣

∣

∣

(

u
Γ

)
1

p+1 −
(

v
γ

) 1
q+1

∣

∣

∣

∣

≤ εu
1

p+1 + C. (17)

v vérifie une estimation analogue.

2.3 Comportement de l’énergie à l’explosion

Poursuivant dans l’exploitation des conséquences du théorème de Liouville 4, je consi-
dère sous la condition (4) une solution scalaire explosive u(t) de (2), définie sur Ω× [0, T ),
où Ω ⊂ R

N est convexe, régulier et borné, et T est le temps d’explosion de u. Je démontre
dans [97] le résultat suivant sur le comportement de l’énergie

E(u) =
1

2

∫

Ω
|∇u|2dx − 1

p + 1

∫

Ω
|u|p+1dx

associée à l’équation (2) à l’explosion.

Théorème 8 (Comportement de l’énergie à l’explosion)
i) E(u(t)) → −∞ quand t → T .
ii) Le quotient de Rayleigh pour la solution, ‖u(t)‖H1

0
/‖u(t)‖Lp+1 , ainsi que

J

(

u(t)

‖u(t)‖H1
0 (Ω)

)

= sup
λ>0

E(λu(t)) =
p − 1

2(p + 1)

(

‖u(t)‖H1
0

‖u(t)‖Lp+1

)
2(p+1)

p−1

tendent vers +∞ quand t → T .

Remarque : La limite i) était connue uniquement dans le cas positif (Giga [38]). Le
résultat ii) admet des conséquences topologiques sur l’étude des nappes de niveau de
l’énergie E(u) (voir [97] et Bahri [4]).
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2.4 Précision de la notion de stabilité du profil à l’explosion

Dans le cas scalaire (M = 1) sous la condition (4), on s’intéresse avec Clotilde Ferma-
nian Kammerer dans [25] aux solutions u(t) de (2) qui explosent en temps fini T en un
seul point d’explosion a ∈ R

N et telles qu’après la transformation (5), on a ∀R > 0,

sup
|y|≤R

∣

∣

∣

∣

wa,T (y, s) −
[

κ +
κ

2ps
(N − 1

2
|y|2)

]∣

∣

∣

∣

= o(1/s). (18)

Dans un premier temps, on démontre le résultat suivant :

Théorème 9 (Petitesse de la différence entre deux solutions de (2) explosant
avec le comportement (18)) On suppose N = 1. Soient ui, i = 1, 2, deux solutions de
(2) définies sur R

N × [0, Ti) qui explosent en temps fini uniquement en un seul point et
telles que (18) soit valable avec T = Ti et a = ai (où Ti est le temps d’explosion de ui et
ai son point d’explosion). Alors, il existe λ > 0 tel que pour tout (x, t) ∈ R × [0, T1),

|u1(x, t) − ū2(x, t)| ≤ C mM

{

(T1 − t)
1
2
− 1

p−1

| log(T1 − t)| 32
,

|x − a1|1−
2

p−1

| log |x − a1||4−
1

p−1

}

,

où mM = min si p < 3 et mM = max si p ≥ 3. La fonction ū2 donnée par

ū2(x, t) = λ
2

p−1 u2(λ(x − a1) + a2, λ
2(t − T1) + T2)

est aussi une solution de (2) qui explose au temps T1 au point a1.

En d’autres termes, en modifiant u2 grâce aux transformations laissant invariante (2), on
arrive à bien contrôler la différence entre u1 et ū2 qui explosent en même temps T1 au
même point a1. Une conséquence remarquable de ce théorème est visible dans le cas p ≥ 3,
où, bien que u1 et ū2 explosent toutes les deux en T1, leur différence tend vers 0 quand
(x, t) tend vers la singularité (a1, T1).

On démontre également dans [25] une version moins forte de ce théorème en dimension
N ≥ 2, qui nous permet grâce aux considérations géométriques de [72] d’obtenir un résul-
tat de stabilité du comportement (18) par rapport à des perturbations dans les données
initiales.

Théorème 10 (Stabilité du comportement (18) par rapport aux données ini-
tiales) On suppose N ≥ 1. Soit ũ(t) une solution de (2) définie sur R

N × [0, T̃ ) qui explose
en temps fini T̃ en un seul point d’explosion ã et w̃ã,T̃ satisfait (18). Alors, ∀ε > 0, il existe

un voisinage Vε de ũ(0) dans H1 ∩ C2(RN ) tel que ∀u0 ∈ Vε, la solution u(t) de (2) avec
donnée initiale u0 explose en temps fini T uniquement en un point a tel que

|T − T̃ | + |a − ã| ≤ ε

et wa,T satisfait (18).

Il est à remarquer que ce résultat n’était connu auparavant qu’en dimension N = 1 (Her-
rero et Velázquez [52]), ou dans [72] en dimension N ≥ 1 pour des solutions vérifiant une
contrainte géométrique plus forte que (18).

Dans [24] (écrit en collaboration avec C. Fermanian et F. Merle), le même résultat de
stabilité est démontré par une approche complètement différente. En effet, le linéarisé de
(6) autour du profil apparaissant dans (18) est traité comme un système dynamique.
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2.5 Régularité du temps d’explosion

Dans le cas scalaire (M = 1), on considère dans [44] (écrit en collaboration avec P.
Groisman et J. Rossi) l’équation (2) dans un domaine borné Ω avec des conditions de
Dirichlet homogènes au bord. Le travail de Giga et al. [42] nous permet de s’affranchir de
la restriction (4).

On s’intéresse à la régularité du temps d’explosion comme fonction de la donnée initiale.
La continuité du temps d’explosion était déjà connue (voir Merle [68] et Fermanian, Merle
et Zaag [24]). Nous améliorons ce résultat dans [44] et montrons que le temps d’explosion
est presque Lipschitz:

Théorème 11 (Estimation du module de continuité du temps d’explosion) Si u
et uh sont deux solutions de (2) avec données initiales respectives u0 et u0+h, qui explosent
respectivement en T et Th, alors, pour tout ε > 0, il existe η(ε) > 0 tel que

‖h‖L∞ < η(ε) −→ |T − Th| ≤ C(ε)‖h‖L∞ | ln(‖h‖L∞)|N+2
2

+ε.

Remarque: Nous pensons qu’une estimation de la forme |T −Th| ≤ C‖h‖L∞ est correcte.
La preuve utilise des techniques élémentaires d’équations différentielles ordinaires et repose
fortement sur les estimations uniformes qui découlent du Théorème de Liouville de [75].

3 Régularité de l’ensemble d’explosion et comportement sin-
gulier

L’étude des phénomènes “instables” dans les problèmes appliqués demeure une grande
question. L’obstacle majeur vient de la difficulté de les mettre en évidence, à la fois expéri-
mentalement et numériquement. Les phénomènes instables peuvent néanmoins apparâıtre
comme régimes transitoires avant le basculement du système vers un comportement stable.
C’est le cas notamment dans une expérience sur le chimiotactisme chez des bactéries Esche-
richia Coli réalisée par Budrene et Berg [16], [17] (voir aussi Brenner et al. [12], Betterton
et Brenner [10]). Le chimiotactisme est le mouvement de bactéries suivant le gradient d’un
attracteur chimique. Dans l’expérience de Budrene et Berg, l’attracteur chimique est sé-
crété par les bactéries elles-mêmes, justement pour s’attirer les unes les autres. Dans un
premier temps, il a été observé que les bactéries s’agrégeaient suivant un cylindre dont
le rayon décroissait avec le temps. Ce mouvement suggérerait qu’en temps fini, toutes les
bactéries seraient sur l’axe du cylindre, faisant ainsi apparâıtre une singularité sur cet
axe, qui est une ligne. En fait, ceci n’a pas lieu en réalité car une instabilité apparâıt et
le cylindre s’effondre en des structures sphériques suggérant que l’ensemble singulier est
plutôt fait de points isolés (un seul point en théorie). L’explosion sur une ligne est donc
un comportement instable qui apparâıt comme régime transitoire dans cette expérience de
chimiotactisme. Ceci justifie l’étude de cas où l’ensemble singulier contient des points non
isolés. L’équation (2) constitue un cas laboratoire où l’on peut pousser loin les questions
sur ce phénomène instable, notamment grâce au théorème de Liouville de [75].

Dans le cas scalaire, on considère u une solution de (2) qui explose en temps fini T .
Un point a ∈ R

N est dit point d’explosion de u si

|u(an, tn)| → +∞ pour une suite (an, tn) → (a, T ) lorsque n → ∞.

19



Grâce au théorème de Liouville de [75], nous avons montré qu’il équivalent de définir un
point d’explosion comme étant un point a ∈ R

N où

|u(x, t)| → +∞ lorsque (x, t) → (x, T ).

L’ensemble de tous les points d’explosion de u est appelé “ensemble d’explosion de u”. Il
est noté S. D’après [75], on sait qu’il existe un profil à l’explosion u∗ ∈ C2

loc(R
N\S) tel que

u(x, t) → u∗(x) dans C2
loc(R

N\S) lorsque t → T. (19)

Le comportement de la solution au voisinage de ses points d’explosion est une direction
majeure dans la littérature sur le sujet. Deux questions se posent à propos d’un point
d’explosion donné â ∈ S:

- le comportement à l’explosion de u(x, t) au voisinage de la singularité (â, T ).

- la régularité de l’ensemble d’explosion S au voisinage de â.

Une littérature abondante est dédiée au cas où â est un point d’explosion isolé (remar-
quez que la deuxième question n’a plus de sens dans ce cas). Voir par exemple Weissler
[95], Bricmont, Kupiainen et Lin [13], [14], [15], Herrero et Velázquez [53], [90]. En re-
vanche, il n’y a pas de résultats substantiels dans le cas où â est non isolé. L’objet du
présent chapitre est justement de démontrer quelques résultats dans ce cas là.

3.1 La régularité de l’ensemble d’explosion

Par définition, l’ensemble d’explosion est fermé. Si les données initiales sont suffi-
samment décroissantes à l’infini, alors il est borné aussi (voir Giga et Kohn [41]). Deux
questions se posent alors au sujet de l’ensemble d’explosion :

- La construction : Étant donné un ensemble compact Ŝ ⊂ R
N , est-il possible de

construire û une solution de (2) qui explose à un instant T̂ exactement sur Ŝ? La réponse
est oui si Ŝ est une sphère (voir Giga et Kohn [41] par exemple) ou un ensemble fini de
points (voir Merle [68] et Merle et Zaag [72]). Les techniques de [72] donnent aussi une
solution si Ŝ est une union de k sphères concentriques (ce qui se réduit au cas de k points
dans le cadre radial). La question reste ouverte dans les autres cas.

- La description : Étant donnée u une solution de (2) qui explose au temps T sur un
ensemble S, on considère â un point d’explosion non isolé. Quelle est la régularité de S au
voisinage de â? Nous savons d’après Velázquez [92] que la mesure de Hausdorff (N − 1)-
dimensionnelle de S est bornée sur les compacts (à propos, ceci donne une condition
nécessaire sur Ŝ dans la question de construction). On n’en savait pas davantage.

C’est à la description de l’ensemble d’explosion qu’on s’intéressera plutôt. Si â ∈ S,
alors on sait d’après Velázquez [90] qu’à des changements d’échelle près, u approche un
profil explicite au voisinage de la singularité (â, T ). On considère le cas où pour tout
K0 > 0,

sup
|z|≤K0

∣

∣

∣
(T − t)

1
p−1 u

(

â + Qâz
√

(T − t)| log(T − t)|, t
)

− flâ(z)
∣

∣

∣
→ 0 (20)
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lorsque t → T , où Qâ est une matrice orthonormale de taille N × N , lâ = 1, ..., N et

fl(z) =

(

p − 1 +
(p − 1)2

4p

l
∑

i=1

z2
i

)− 1
p−1

. (21)

D’autres comportements qui font apparâıtre l’échelle (T − t)−
1
2k (x − â) où k = 2, 3, ..

peuvent avoir lieu (voir [90]). On les soupçonne d’être instables.

Si lâ = N , alors â est un point d’explosion isolé. Beaucoup d’auteurs se sont intéressés
à ce cas (Weissler [95], Bricmont et Kupiainen [14], Herrero et Velázquez [53], [90],...).
Nous avons démontré la stabilité d’un tel comportement avec Fermanian et Merle dans
[24]. Le Théorème de Liouville de [75] a été l’argument clé de notre preuve.

Le cas lâ < N se produit aussi, notamment lorsque u est invariante dans certaines
coordonnées. Cependant, lorsque lâ < N , on ne peut même pas affirmer si â est isolé
ou pas, ou si S est continu au voisinage de â ou pas. Ainsi, nous allons supposer que â
est non isolé et que S contient un continuum de points d’explosion qui passe par â. Plus
précisément, on considère a ∈ C((−1, 1)N−lâ , RN ) tel que â = a(0) ∈ Im a ⊂ S, Im a est
de “dimension” au moins égale à (N − lâ) et â n’est pas un “point d’arrêt” dans Im a.
Nous avons alors le résultat suivant :

Théorème 12 (Régularité de l’ensemble d’explosion au voisinage d’un point
avec le comportement (20) si S contient un continuum de “dimension” N − l)
Soient N ≥ 2 et l ∈ {1, ..., N −1}. On considère u une solution de (2) qui explose au temps
T sur un ensemble S et on prend â ∈ S un point où u se comporte localement conformément
à (20). On considère également a ∈ C((−1, 1)N−l, RN ) tel que â = a(0) ∈ Im a ⊂ S et
Im a est de “dimension” au moins égale à (N − l). Si â n’est pas un “point d’arrêt” dans
Im a, alors il existe δ > 0, δ1 > 0 et ϕ ∈ C1([−δ1, δ1]

N−l, Rl) tels que

S ∩ B(â, 2δ) = graphϕ ∩ B(â, 2δ) = Im a ∩ B(â, 2δ). (22)

En particulier, S est une variété C1 au voisinage du point â. Plus précisément, il existe
C0 > 0 et h0 tels que pour tous |ξ| < δ1 et |h| < h0 vérifiant |ξ + h| < δ1, on a :

|ϕ(ξ + h) − ϕ(ξ) − h.∇ϕ(ξ)| ≤ C0|h|
√

log | log |h||
| log |h|| .

Remarque : Définir un “point d’arrêt” et la “dimension (N − l)” dans ce théorème de-
mande plus de notations. Voir la section 6 dans [99] pour plus de précision.
Remarque : Si l, la codimension de l’ensemble d’explosion est 1, alors la fonction ϕ est
en fait C1,α pour tout α ∈ (0, 1

2) (voir Proposition 16 ci-après).
Remarque : D’après [90], nous savons que le profil limite annoncé dans (20) admet une
direction dégénérée, et qu’on ne peut pas avoir deux courbes de points d’explosion qui se
couperaient transversalement en â. Avec notre contribution, nous éliminons la possibilité
d’avoir deux courbes qui se toucheraient tangentiellement en â. En particulier, on ne peut
avoir un coin ou un point de rebroussement en â, ni même une suite de points d’explosion
isolés convergeant vers â.
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3.2 Comportement à l’explosion au voisinage d’un point d’explosion non
isolé

Le comportement de u(x, t) au voisinage de la singularité (â, T ) est notre deuxième objectif
dans cette partie. Nous avons le théorème suivant

Théorème 13 (Comportement et profil à l’explosion au voisinage d’un point
d’explosion où u se comporte selon (20), si S contient un continuum) Sous les
hypothèses du théorème 12, il existe t0 < T tel que pour tous K0 > 0, t ∈ [t0, T ) et
x ∈ B(â, δ) avec d(x, S) ≤ K0

√

(T − t)| log(T − t)|, on a
∣

∣

∣

∣

∣

(T − t)
1

p−1 u(x, t) − f1

(

d(x, S)
√

(T − t)| log(T − t)|

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ C ′
0(K0)

log | log(T − t)|
| log(T − t)| (23)

où f1 est définie dans (21). De plus, ∀x ∈ R
N\S, u(x, t) → u∗(x) quand t → T avec

u∗(x) ∼ U(d(x, S)) lorsque d(x, S) → 0 et x ∈ B(â, δ) (24)

où U(z) =
(

8p
(p−1)2

| log z|
z2

)
1

p−1
pour tout z > 0.

Remarque : C’est la première fois que le profil à l’explosion u∗ est obtenu au voisinage
d’un point d’explosion non isolé. En effet, dans ses travaux antérieurs, Velázquez n’a pas
obtenu le comportement suivant la direction “tangentielle” de S. De façon surprenante,
l’estimation (23) montre que le profil au voisinage d’un ensemble d’explosion de codimen-
sion l n’est autre que le profil symétrique (autour d’un point d’explosion isolé) en une seule
dimension d’espace (noter qu’en dimension un, tous les points d’explosion sont isolés).

La preuve de la stabilité du comportement (20) dans un voisinage de â dans S constitue
l’étape principale en direction du théorème 12. Sans cette stabilité, on ne peut espérer une
amélioration du résultat de Velázquez [92] concernant la mesure de Hausdorff de S. Le
Théorème de Liouville de [75] est l’argument clé de la stabilité.

Le terme d’erreur dans (23) montre que nous tombons dans des échelles logarithmiques
ν = −1/ log(T − t) du petit paramètre d’explosion ε = T − t. Des raffinements dans cette
direction devraient donner un développement de la solution en termes de puissances de
ν, i.e., dans des échelles logarithmiques de ε (voir Stewartson et Stuart [88]). Les échelles
logarithmiques apparaissent aussi dans des problèmes de perturbation singulière comme
les fluides à faible nombre de Reynolds et certaines membranes vibrantes (voir Ward [93] et
les références citées, voir aussi Segur et Kruskal [85] pour une équation de Klein-Gordon).
Puisque ν tend vers zéro lentement, l’intérêt pratique des séries logarithmiques infinies
dans l’approximation des solutions exactes est très limité. Les bonnes approximations,
i.e., les approximations jusqu’à des ordres inférieurs comme εβ où β > 0, se situent au
delà de toute échelle logarithmique. Lorsque la codimension de l’ensemble d’explosion est
1, précisément lorsque

l = 1,

nous obtenons mieux que (23), et nous arrivons à des termes d’ordre (T − t)β avec β >
0. Notre idée pour atteindre ce terme est d’abandonner le profil explicite f1 obtenu
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comme première approximation, et de prendre à la place comme première approximation
du comportement singulier une fonction moins explicite. Bien que les deux formulations
s’accordent au premier ordre, le profil moins explicite nous permettra d’atteindre l’ordre
εβ par une simple itération.

3.3 Raffinements lorsque la codimension de l’ensemble d’explosion est
égale à un

Une solution explosive de (2) en dimension un avec le profil f1 est un candidat na-
turel pour le profil moins explicite. Il est classique qu’il existe une fonction symétrique
unidimensionnelle ũ(x1, t), solution de (2), qui décrôıt sur (0,∞) et explose au temps T
uniquement à l’origine, avec le profil f1, au sens où pour tous K0 > 0 et t ∈ [t0, T ), si
|x1| ≤ K0

√

(T − t)| log(T − t)|, alors

∣

∣

∣

∣

∣

(T − t)
1

p−1 ũ(x1, t) − f1

(

x1
√

(T − t)| log(T − t)|

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ C ′
0(K0)

log | log(T − t)|
| log(T − t)| (25)

(voir Appendice A dans [100] pour une preuve d’existence). Ainsi, on déduit de (23) que
pour tous K0 > 0, t ∈ [t0, T ) et x ∈ B(â, δ) tels que d(x, S) ≤ K0

√

(T − t)| log(T − t)|, on
a

(T − t)
1

p−1 |u(x, t) − ũ(d(x, S), t)| ≤ C(K0)
log | log(T − t)|
| log(T − t)| . (26)

Cette estimation reste valable même si on remplace ũ(d(x, S), t) par n’importe quel ũσ(x,t)(d(x, S), t)
où ũσ est défini par

ũσ(x1, t) = e−
σ

p−1 ũ(e−
σ
2 x1, T − e−σ(T − t)), (27)

tant que |σ(x, t)| ≤ C(K0). En effet, pour tout σ ∈ R, ũσ est aussi une solution explosive
de (2) avec les mêmes propriétés et le même profil (25) que ũ. De plus, ũσ 6= ũ, sauf si
σ = 0, parce que ũ n’est pas auto-similaire (voir Appendice A dans [100]).

Pour tout point d’explosion a voisin de â, nous allons choisir convenablement ce para-

mètre d’échelle libre σ = σ(a) de façon à ce que la différence (T−t)
1

p−1
(

u(x, t) − ũσ(a)(d(x, S), t)
)

le long de la direction normale à S en a soit minimum. Suivant les idées de la page 22, si
on raffine le développement autour de cette fonction ũσ(a)(d(x, S), t), certes non explicite,
alors on échappe aux échelles logarithmiques. En particulier, si p > 3, alors la différence
u(x, t) − ũσ(a)(d(x, S), t) est bornée et tend vers zéro lorsque t → T , bien que les deux
fonctions explosent. Ceci ne peut être fait que si

l = 1

ce qui correspond à un ensemble d’explosion de codimension 1. Nous avons le théorème
suivant :

Théorème 14 (La solution en N dimensions comme superposition de solutions
unidimensionnelles de la variable normale à l’ensemble d’explosion, avec une
dilatation convenable) Sous les hypothèses du théorème 12 et si l = 1 et p > 3, alors
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pour tous t ∈ [t1, T ) et x ∈ B(â, δ) tels que d(x, S) < ε0 pour des t1 < T , δ > 0 et ε0 > 0,
on a

∣

∣u(x, t) − ũσ(PS(x)) (d(x, S), t)
∣

∣ ≤ h(x, t) < M < +∞, (28)

où PS(x) est la projection de x sur S et h(x, t) → 0 lorsque d(x, S) → 0 et t → T .

Ainsi, lorsque p > 3, tous les termes singuliers de u dans un voisinage de (â, T ) sont absor-
bés dans le solution unidimensionnelle rééchelonnée ũσ(PS(x)) (d(x, S), t), ce qui montre que
dans un voisinage tubulaire de l’ensemble d’explosion S, la variable d’espace x se scinde
en deux variables indépendantes :

- Une variable primaire, d(x, S), normale à S. Elle rend compte du terme singulier
principal de u et donne la taille de u(x, t), comme on le voyait déjà dans (23).

- Une variable secondaire, PS(x), dont l’effet est plus délicat. À travers le choix optimal
de la dilatation σ(PS(x)), elle absorbe tous les termes singuliers suivants dans la direction
normale à S à PS(x).

Cette idée de superposition a été utilisée aussi par Betterton et Brenner [10] dans un mo-
dèle de chimiotactisme; voir section 5 dans [100] pour une brève discussion des connexions
avec ce travail. On voudrait mentionner que nous avons utilisés avec succès cette idée de
modulation de la dilatation avec Fermanian dans [25] si N = 1 et p ≥ 3 pour démontrer
qu’à une fonction bornée et aux invariances de l’équation (la dilatation et les translations
en espace et en temps) près, il y avait juste une seule solution explosive à (2) avec le profil
(20),

Théorème 14 est une conséquence directe du résultat suivant qui est valable aussi pour
1 < p ≤ 3.

Théorème 15 (Comportement et profil à l’explosion au voisinage d’un point où
u se comporte comme dans (20), si S est localement une variété de dimension
(N − 1)) Sous les hypothèses du théorème 12 et sans la restriction p > 3, si l = 1, alors
il existe t1 < T et ε0 > 0 tels que pour tout x ∈ B(â, δ) avec d(x, S) ≤ ε0, on a :
i) Pour tout t ∈ [t1, T ),

∣

∣u(x, t) − ũσ(PS(x)) (d(x, S), t)
∣

∣ ≤
C mM

(

(T − t)
p−3

2(p−1) | log(T − t)| 32+C0 , d(x, S)
p−3
p−1 | log d(x, S)|

p
p−1

+C0

)

,
(29)

où PS(x) est la projection de x sur S, mM = min si 1 < p ≤ 3 et mM = max si p > 3.
ii) Si x 6∈ S, alors u(x, t) → u∗(x) lorsque t → T et

∣

∣

∣

∣

u∗(x) − e−
σ(PS(x))

p−1 ũ∗
(

e−
σ(PS(x))

2 d(x, S)
)

∣

∣

∣

∣

≤ Cd(x, S)
p−3
p−1 | log d(x, S)|

p
p−1

+C0 ,

où ũ∗(x1) = lim
t→T

ũ(x1, t).

Remarque: En comparaison avec le théorème 13, on voit d’après notre nouvelle estima-
tion qu’à une dilatation convenable près, tous les termes suivants dans le développement
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de u∗ jusqu’à l’ordre d(x, S)
p−3
p−1 | log d(x, S)|

p
p−1

+C0 sont les mêmes que pour la solution
particulière ũ∗ en dimension un.

Le partage de la variable d’espace x en d(x, S) et PS(x), comme cela apparâıt dans
(29), induit une contrainte géométrique sur l’ensemble d’explosion S, ce qui conduit à plus
de régularité sur S.

Proposition 16 (Régularité C1, 1
2
−η pour S et C1−η pour la dilatation σ) Sous

les hypothèses du Théorème 12 et si l = 1, alors S est le graphe d’une fonction ϕ ∈
C1, 1

2
−η(BN−1(0, δ1), R), localement au voisinage de â, et σ est une fonction C 1−η, pour

tout η > 0. Plus précisément, il existe h0 > 0 tel que pour tout |ξ| < δ1 et |h| < h0 vérifiant
|ξ + h| < δ1, on a

|ϕ(ξ + h) − ϕ(ξ) − h.∇ϕ(ξ)| ≤ C|h|3/2| log |h|| 12+C0 ,
|σ(ξ, ϕ(ξ)) − σ(ξ + h, ϕ(ξ + h))| ≤ C|h|| log |h||3+C0 .

Les articles [99] et [100] ainsi que la note [101] contiennent les preuves et d’autres détails
concernant les résultats exposés dans ce chapitre.
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Deuxième partie

Singularités des équations semilinéaires
des ondes: taux optimal d’explosion

On s’intéresse dans [76] (écrit en collaboration avec F. Merle) à l’équation semilinéaire
des ondes qui suit:

{

utt = ∆u + |u|p−1u,
u(0) = u0 et ut(0) = u1,

(30)

où u(t) : x ∈ R
N → u(x, t) ∈ R, u0 ∈ H1

loc(R
N), u1 ∈ L2

loc(R
N) et

1 < p < 1 +
4

N − 1
. (31)

Le problème de Cauchy et l’existence de solutions explosives pour (30) étaient déjà connues
(voir par exemple Lindblad et Sogge [64], Shatah et Struwe [86] et John [56]). Caffarelli et
Friedman [18], Alinhac [1], Kichenassamy et Litman [59], [60] ont obtenu d’autres résultats
d’explosion. En revanche, les résultats antérieurs concernant la vitesse d’explosion étaient
très partiels; Caffarelli et Friedman ont obtenu dans [18] quelques résultats sur les solutions
explosives, sous une condition de monotonie de la donnée initiale en dimension N = 1;
Antonini et Merle [3] ont démontré avec une restriction sur la puissance p une estimation
du taux d’explosion de toutes les solutions positives de (30).

Notre idée consiste à développer un programme “parabolique” pour l’équation hyper-
bolique (30), analogue à celui développé pour l’équation de la chaleur, notamment par
Giga et Kohn [39], [40], [41] (changement de variable autosimilaire, estimations d’énergie;
des développements similaires ont été réalisés par Quittner [84] [83], et Giga, Matsui et
Sasayama [42]).

Dans [76], nous enlevons la condition de positivité et les restrictions sur p contenues
dans Antonini et Merle [3] pour démontrer le théorème suivant:

Théorème 17 (Bornes uniformes sur les solutions explosives de l’équation (30))
Si u est une solution de (30) qui explose en temps fini T , alors pour tout t ∈ [T (1−e−1), T ),

ε0(p,N) ≤ (T − t)
2

p−1 ‖u‖L2
loc,u(RN) + (T − t)

2
p−1

+1
(

‖ut‖L2
loc,u(RN) + ‖∇u‖L2

loc,u(RN)

)

≤ K

où

‖v‖L2
loc,u(RN) = sup

a∈RN

(

∫

|x−a|<1
|v(x)|2dx

)1/2

< +∞,

pour un certain K qui ne dépend que de N , p, T et de la norme de la donnée initiale dans
H1

loc,u × L2
loc,u(R

N ).
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La preuve de notre résultat repose sur:
- l’existence d’une fonctionnelle de Lyapounov pour l’équation

wss +
p + 3

p − 1
ws + 2y.∇ws +

∑

i,j

(yiyj − δi,j)∂
2
yiyj

w +
2(p + 1)

p − 1
y.∇w = |w|p−1w − 2(p + 1)

(p − 1)2
w,

obtenue de (30) grâce au changement de variables autosimilaire

wa(y, s) = (T − t)
2

p−1 u(x, t), y =
x − a

T − t
, s = − log(T − t),

et des estimations d’énergie se rapportant à cette structure,
- des techniques d’interpolation pour l’amélioration de ces estimations,
- un argument de type Gagliardo-Nirenberg similaire à celui utilisé pour l’équation

de Schrödinger non linéaire, où des bornes uniformes H1 ont été obtenues à partir de la

conservation de l’énergie et de la masse L2, dans le cas sous-critique p < 1 +
4

N
(voir

Ginibre et Velo [43]).

28



Troisième partie

Liste des publications présentées pour
l’habilitation (novembre 2002)

- C. Fermanian Kammerer, F. Merle, and H. Zaag. Stability of the blow-up profile of
non-linear heat equations from the dynamical system point of view. Math. Annalen,
317(2):195–237, 2000.

- C. Fermanian Kammerer and H. Zaag. Boundedness up to blow-up of the difference
between two solutions to a semilinear heat equation. Nonlinearity, 13(4):1189–1216,
2000.

- P. Groisman, J. D. Rossi, and H Zaag. On the dependence of the blow-up time
with respect to the initial data in a semilinear parabolic problem. Comm. Partial
Differential Equations, 28:737–744, 2003.

- F. Merle and H. Zaag. A Liouville theorem for vector-valued nonlinear heat equations
and applications. Math. Annalen, 316(1):103–137, 2000.

- F. Merle and H. Zaag. Determination of the blow-up rate for a semilinear wave
equation. Amer. J. Math., 125, 2003. to appear.

- F. Merle and H. Zaag. Estimations uniformes à l’explosion pour les équations de la
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- H. Zaag. On the regularity of the blow-up set for semilinear heat equations. Ann.
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