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Résumé

On s’intéresse au phénomene d’explosion en temps fini dans les équations du
type:
0
(1) 8—1; = Au+ [ul’ "y
ottu: (z,t) €ERY x[0,T) - R, 1 <p, (N—2)p< N +2.

Dans une premiere direction, on construit pour (1) une solution u qui explose
en temps fini 7 > 0 en un seul point d’explosion 2o € RY, et on décrit com-
plétement le profil (ou comportement asymptotique) de u & ’explosion. Cette
construction s’appuie sur la technique d’estimations a priori des solutions ex-
plosives de (1) qui permet une réduction en dimension finie du probléme, et sur
un lemme de type Brouwer. La méthode utilisée permet de dégager un résultat
de stabilité du comportement de la solution construite par rapport & des pertur-
bations dans les données initiales ou dans le terme non linéaire de réaction. De
plus, la méthode se généralise & des équations vectorielles de type chaleur avec
non-linéarité sans structure de gradient, ainsi qu’au traitement d’un probleme
de reconnexion d’un vortex avec la paroi en supra-conductivité.

Dans une seconde direction, on s’intéresse a I’équation suivante associée a

(1): 5 .
w w

2 — =Aw— —y.Vw— —— +wP

(2) P 5Y pa
et on démontre un Théoréme de Liouville qui donne une classification des solu-
tions de (2) globales en temps et en espace et uniformément bornées. On obtient
également une propriété de localisation de 1’équation (1) (si uw > 0) qui permet
de la comparer de fagon précise a la solution de I’équation différentielle associée.

Enfin, on s’intéresse de nouveau & la notion de profil et on utilise les es-
timations qui découlent du Théoreéme de Liouville pour prouver un résultat
d’équivalence de différentes notions de profils d’explosion ou de développement
asymptotique de u au voisinage de xg point d’explosion, en variable z, y = £=22

VIT—t

ouz=——220____
(T—1)[log(T—1)]|

Mots clés: équation de la chaleur, singularité, explosion en temps fini, extinc-
tion en temps fini, profil, développement asymptotique, équations vectorielles,
supra-conductivité.






Abstract

We are interested in finite-time blow-up phenomena for heat equations of

the type:

ou -1
(1) i Au+ |ulP~ u

where u : (2,t) € RN x [0,T) - R, 1<p, (N —2)p< N +2.

We first construct for (1) a solution u which blows-up in finite time T at
only one blow-up point zo € RV, and describe completely its blow-up profile
(or asymptotic behavior). This construction is based on a priori estimates’ tech-
nique which reduces the problem to a finite-dimensional one, and on a Brouwer
type lemma. This method allows us to derive a stability result of the behavior
of u with respect to initial data or perturbation of the nonlinearity. In addi-
tion, we generalize the method to the case of vector-valued equations with a
non gradient nonlinearity, as well as a vortex reconnection with the boundary
in super-conductivity.

In a second step, we consider the following equation derived form (1):

ow 1 w
2 - = Aw-— — NYSvw— — I))
(2) 95 w = 5y Vw P +w
and prove a Liouville Theorem which classifies all uniformly bounded globally (in
space and time) defined solutions of (2). We then obtain a localization property
of equation (1) (if w > 0) which allows a precise comparison with solutions of
the associated ordinary differential equation.

In a third step, we use a consequence of the Liouville Theorem to prove the
equivalence of different notions of blow-up profile or asymptotic behavior near a

blow-up point zg of u, namely in variables z, y = \”}% or z = W
- —) loa(1—

Key words: heat equation, singularity, finite time blow-up, finite time quen-
ching, profile, asymptotic behavior, vector-valued equations, super-conductivity.
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16 Introduction

L’objet de cette these est ’étude de la formation en temps fini de singularités
dans des systémes de réaction-diffusion de type chaleur:

%_;L = Au+F(u) dans Qx][0,7)
(1) u = 0 sur 0N x[0,T)
u(.,0) = wug dans Q

oll

u:(z,t) €AX[0,T) = RM wup: Q- RM,

) est un ouvert convexe borné et régulier de RY ou Q = RN, T > 0,
(Au); = Au;,

F:RM 5 RM est de classe C1,

et N,M € N. (La condition de bord est & ignorer si Q = RY).

Ce systeme constitue un modele simplifié pour beaucoup de phénomenes
physiques de réaction-diffusion. Il apparait notamment en combustion (voir
Williams [58], Kapila [31], Kassoy et Poland [33], [34] (explosions thermiques),
Bebernes et Eberly [2] (en particulier, un modele de combustion solide), Be-
bernes et Kassoy [3], Lacey [36], Galaktionov, Kurdyumov et Samarskii [19],
Galaktionov et Vazquez [20]). On le retrouve aussi dans beaucoup de situations
physiques, de la mécanique des fluides & 'optique, sous la forme de I’équation
de Ginzburg-Landau complexe (voir Levermore et Oliver [37]). Le systeme (1)
a également un intérét en neuro-biologie (voir Nagasawa [49], McKean [41]), et
dans des modeles génétiques (voir Fisher [14]).

Le probléme de Cauchy (local en temps) pour (1) peut étre résolu dans une
grande classe d’espaces fonctionnels. Citons par exemple l’espace des fonctions
de C(€) nulles sur 9Q (si 2 est borné) ainsi que ’espace H N L>°(Q) que nous
considérons dans la suite (voir Friedman [15], Henry [27], Pazy [50], Weissler
[56]).
On peut alors définir T > 0 comme étant le temps maximum d’existence de la
solution de (1). D’apres la théorie locale, u € C ([0,T), H} N L>®(R2)).
Deux cas se présentent:

- T = +o0: existence globale.

- T < +o0: dans ce cas,

g M@=y = g, Bl = oo

On dit alors que u explose en temps fini 7T'.

Par la suite, on s’intéresse a 1’étude de telles solutions explosives.
Pour cela, on introduit la notion de point d’explosion (voir par exemple Fried-
man et McLeod [17]):

Définition 1 Un point a € Q est dit point d’explosion de u si u(x,t) n’est pas
localement bornée au voisinage de (a,T), autrement dit s’il existe (z,,t,) —
(a,T) tel que |u(zy,,t,)| = +00 quand n — +oo.

1l est classique que

Si u explose en temps fini T, alors elle admet (au moins) un point d’explo-
ston.

Plusieurs questions se posent autour de ’étude de ’explosion en temps fini
dans (1):
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Question 1: Existence. Existe-t-il des solutions de (1) qui explosent en
temps fini? Existe-t-il des conditions suffisantes sur ug et F' qui entrainent ’ex-
plosion?

Question 2: Normes de u. Peut-on avoir des estimations précises des
normes (spatiales) de u et de ses dérivées a ’explosion?

Question 3: Comportement asymptotique. Comment se comporte u
asymptotiquement au voisinage de (a,T') ol a € {2 est un point d’explosion? Est-
ce que ce comportement est universel (i.e. indépendant des données initiales)?
Est-il stable par rapport & des perturbations dans les données initiales ou le
terme non linéaire?

Question 4: Interaction de la diffusion et de la réaction. Peut-on
comparer ’équation (1) & une équation de dynamique locale en espace (une
équation différentielle), ce qui permettrait de comprendre les roles respectifs et
les interactions entre le terme de diffusion Awu et le terme de réaction F(u),
surtout au voisinage de 1’explosion.

1 Apercu historique et directions fondamentales
de I’étude

Dans la littérature sur l’explosion en temps fini pour le systeme (1), le cas
suivant a constitué un prototype intéressant retenu par plusieurs auteurs:

ou
— p—1
(2) i Au + |u| u

avecu: (z,t) € A x [0,T) > R, Qouvert de RV, 1 <petsi N >3, p< {£2.
Dans le cas N = M =1, d’autres auteurs se sont intéressés au cas de

ou u
(3) E—Au—{—e.

Nous nous intéressons essentiellement & I’équation prototype (2).

Les premieres conditions suffisantes d’existence d’une solution explosive pour
les équations de type (2) sont dues en particulier & Kaplan [32], Friedman [16],
Fujita [18], Levine [38], Ball [1] et Weissler [57]. Par exemple, dans le cas d’un
domaine borné 2, Ball a obtenu, grace a I’énergie associée a (2)

1 1
E(u) = 5/S;|Vu|2dm— im/g |u|PTda,

et & des méthodes d’équations différentielles ordinaires, une obstruction & 1’exis-
tence globale d’une solution de (2):

Siug € HE (), uo #0 et E(ug) <0, alors u(t) explose en temps fini.

Dans un contexte plus général (2 = RY ou Q borné), Giga et Kohn [23] se
sont appuyés sur I’énergie locale pondérée suivante:

(1) Earlp) = tP_L_%'H/ (%|Vgo|2—%|¢|l’+1) e~ lz—al?/4t g,
Q
1

2 N 2
+ tﬁ—i/ - 2e—|m—a| /4td$
e 1)|90|



18 Introduction

pour trouver une condition nécessaire de non explosion au voisinage d’un point
donné:

Il existe une constante o(N,p) > 0 telle que si u(t) explose en temps fini T
et si S est étoilé en un point a € Q vérifiant

EG,T(U()) <o,

alors a n’est pas point d’explosion pour u(t).

L’étude du comportement asymptotique de u(t) au voisinage de (a,T') ou a
est un point d’explosion s’est faite d’abord grace & I'introduction de variables
auto-similaires:

5) _T—a
SV
D’apres (2), w, (ou simplement w) vérifie: Vs > —logT, Vy € W, s,

(6) ow _ Aw — %y.Vw — 1% + Jw|P~w

, 8= —log(T — 1), wa(y,s) = (T — t)7 T u(z, ).

Os

ot Wy s = (2 —a)es.
Ainsi, ’étude de u(t) au voisinage de (a,T') est équivalente & 1’étude du compor-
tement asymptotique de w,(s) quand s — +o00. D’ailleurs, 1’énergie locale &, ¢
définie en (4) n’est autre que I’équivalent pour u de la fonctionnelle de Liapunov
associée a (6).

Giga et Kohn ont démontré dans [21] et [22] que si

('N) 2 0
on 3N +8
p< 3N_40uN=1,

alors il existe g > 0 et C' > 0 tels que

. 1
(7) 0<eo < lim_[w(s)lz=w,. < —
et
(8) [Vw(s)||ze + [[Aw(s)||lL~ + [[VAw(s)|z=~ < C.

Ceci revient a dire en terme de u que

\ 1
<l —t)»—1 o < —
€0 < Jim (T = )7 lu(®)|r <

et

(T — )72 || Vu(t)| pe + (T — ) 7T | Au(t)|| 1
HT - )73 VAu(t) = < C.

Une premiere approche dans la recherche d’un développement asymptotique
pour w, a consisté en une étude de (6) dans L2 ou

9) py) = (477)71\[/27
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ce qui a permis d’avoir des convergences de w(s) quand s — +oo valables
uniformément sur tout compact. Cette étude a été initiée par Giga et Kohn qui
ont démontré dans [22] et [23] qu’il existe [, € {—k, K} tel que

sup |we(y,s) —ly] = 0 quand s = +oo
lyl<R

ol .
k=(p—1)"71.

Notons que &, —k et 0 sont les seules solutions de (6) indépendantes du temps.
Ce résultat a été précisé dans le cas O = RV par Filippas et Kohn [11], Filippas
et Liu [13], et Herrero et Veldzquez [28], [53] (voir aussi les articles de revue [30]
et [52]), grace & une analyse dans des espaces de Sobolev avec poids Gaussien
(9). Ces auteurs ont montré que deux cas peuvent se produire:

- soit il existe k € {0, ..., N — 1} et une matrice orthonormée @) tels que

wa(y,8) — K — 5 (<N —k - %yTA’“y) ‘ - (1)

(10) VR >0, sup 505

ly|<R

ol /
A1 ~N—k O

et In_y est la matrice identité (N — k) x (N — k),
- soit il existe § > 0 tel que

VR >0, sup |we(y,s)— k| < C(R)e™®.
ly|<R

Herrero et Velazquez ont affiné ce cas de convergence exponentielle a 1'ordre 1
(voir [29] et [53]).

D’un point de vue physique, ces développements asymptotiques sont insuffi-
sants. En effet, une fois traduite dans les variables d’origine (x, t), la convergence
est uniforme uniquement & l’intérieur de paraboles du type |z — a| < RVT — ¢,
ce qui ne permet pas de déduire un profil asymptotique de u(t) dans la variable
x.

Néanmoins, le domaine de convergence a pu étre étendu par Herrero et
Veldzquez [28], [55] (voir aussi [54]) aux ensembles |z| < C o

Y

T
en dimension N. Ils se sont appuyés sur une estimation linéaire dans des espaces
de Sobolev avec poids Gaussien de l’effet du terme convectif —%y.Vw dans
I’équation (6). Ce résultat de Herrero et Veldzquez leur a permis de dégager dans
le cas (10) une notion de profil limite pour la fonction u au sens ou u(z,t) —
u*(z) quand t — T si x # a et x est voisin de a, avec

y 8p|log |z — a| =
11 ~ | )
(11) u*(x) [( 0)?] al? quand £ — a

Ce probléme a été également exploré d’un point de vue numérique. Citons en
particulier une étude numérique de Berger et Kohn [4] qui a permis de dégager
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Pexistence d’un profil asymptotique pour certaines solutions de (6)

(12) £z = @—u%w)

Il a été observé numériquement dans [4] que

w(y,s) ~ f (%) quand s — +oo.

Bricmont et Kupiainen ont démontré dans [6] (voir aussi [5] et Bricmont, Ku-
piainen et Lin [7]) Pexistence d’une donnée initiale pour w telle que

(13) sup
yeRN

w(y,s) — f (%) ‘ — 0 quand s — +o0.

Grace a la transformation (5), ceci donne pour tout a € RV une solution explo-
sive u(t) de (2) telle que

1 r—a
a9 sup (T -o7rul@i) -] <\/(T s T t)|) ‘ ”
quand t — T

Nous nous proposons de développer trois directions dans cette these:

- Dans une premiere direction, on propose une seconde méthode de démons-
tration du résultat (13) de Bricmont et Kupiainen, basée sur la technique d’es-
timations a priori des solutions de (6) qui permet une réduction en dimension
finie du probléme, et sur un lemme de type Brouwer. Cette méthode permet de
dégager un résultat de stabilité du comportement (13) par rapport & des per-
turbations dans les données initiales ou dans le terme non linéaire de réaction.
D’autre part, la méthode se généralise & des équations vectorielles de type cha-
leur avec non-linéarité sans structure de gradient, ainsi qu’au traitement d’un
probléme de reconnexion d’un vortex avec la paroi en supra-conductivité.

- Dans une seconde direction, on affine les estimations (7) et (8) de Giga
et Kohn, grace & un Théoreme de Liouville qui donne une classification des
solutions globales de (6). On obtient également une propriété de localisation
de I’équation (2) qui permet de la comparer de fagon précise & la solution de
I’équation différentielle associée.

- Enfin, on s’intéresse de nouveau a la notion de profil et on utilise les estima-
tions qui découlent du Théoreme de Liouville pour prouver un résultat d’équi-
valence des trois notions de profils d’explosion ou de développements asympto-

tiques en variable z, y, ou z = %

2 [Existence et stabilité d’une solution de (2)
avec les comportements (14) et (11)

a) Equation de la chaleur avec une non-linéarité en puissance
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On considere le probleme de construction d’une solution de I’équation

‘?9—1; = Au + [ulP~tu
(15) u(z,t) ER, 2 €RN, t>0
: N+2
1<p,etsiN2>3, p< 35
qui explose en temps fini donné 7" > 0 en un point unique donné a € RV, et
telle que u vérifie (14) et (11).
Dans [48] et [59] (voir aussi [47]), le résultat suivant a été obtenu (Théoréme
1 page 48, Théoreme 1 page 93 et Proposition 1 page 93):

Théoreme 1 (Existence) Il existe To > 0 tel que pour tous 0 < T < Ty et
a € RY, il existe ip € L® NWLPTLHRN) telle que Uéquation (15) avec donnée
initiale Gp admet une solution 4(t) explosant en temps fini T uniquement au
point a € RV, et qui vérifie:

i)
(16) sup |(T' — )7 Ta(z,t) — f i -0

seR™ V(@ — 1) 1og(T — 1)

quand t — T' ot f est définie en (12), .
i) Vo € RV \{a}, a(z,t) — 0*(z) quand t - T et

1
8p|log |z —aj| |7~*
17 W)~ | ————5 wand © — a.
o SR = =
Signalons d’abord que i7) est une conséquence directe de i) grace a I'invariance
de I’équation (15) sous la transformation

A= uy(z,t) = /\%u(/\x, M2t),

et & des estimations de régularité parabolique de (15) s’appuyant sur une condi-
tion suffisante de non explosion de solutions de (15) due & Giga et Kohn [23]
(voir section 4 dans [59]).

L’objet du théoreme se réduit donc a la construction d’une donnée initiale
up pour (15) telle que 7) soit satisfaite. La preuve de ceci s’appuie sur:

1) La transformation du probleme grace & (5) et & des estimations a priori
sur les solutions de (6) au voisinage du profil f défini en (12), ce qui permet de
réduire le probléme de construction & un probléme de dimension finie,

2) Une résolution de ce probléeme de dimension finie & ’aide d’un argument
topologique.

La méthode de réduction en dimension finie initiée pour la preuve du Théo-
réme 1 dans [48] permet d’obtenir un résultat de stabilité du comportement
(16) (et donc de (17)) par rapport & des perturbations L N WLHPTLH(RY) de
la donnée initiale. Plus précisément (Théoréme 2 page 50 et Théoréme 3 page
114):

Théoréme 2 (Stabilité du comportement (16) et (17)) Soit 4g la
donnée initiale construite au Théoréme 1. Soit 4(t) la solution de (15) avec
donnée initiale iy qui explose en temps fini T en un point a. Alors,

pour tout € > 0, il existe V. voisinage de g dans L® NWEPHL(RN) tel que pour
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tout ug € V., la solution u(t) de (15) avec donnée initiale uo explose en temps
fini T en un point unique a € RY tels que

la—a|+ T —T| <e.
De plus, u(t) se comporte comme (16) et (17) avec (a,T) remplacant (a, T)

Remarque: Par les techniques de localisation présentées 4 la fin de la these, on
peut avoir le méme résultat dans I’espace d’énergie H'.

La preuve du Théoréme 2 s’appuie fondamentalement sur la technique de
réduction en dimension finie du Théoréme 1 ainsi que sur l'invariance de (6)
sous ’action de la transformation géométrique

1
(aa T) - wa,T(y7 S) = (T - t) P—lu(x’t)
oly =I5k, s =— log(T —t), associée & une condition de non dégénérescence
lorsque u(z,t) est au voisinage du profil

r—a

V(T — 1) log(T — 1)

A

(T—t) 7 f

b) E‘quation de la chaleur complexe

La technique de réduction & un probleéme de dimension finie s’applique en fait
dans un cadre beaucoup plus général que (15), celui des équations vectorielles
avec une non-linéarité ne dérivant pas nécessairement d’un gradient (voir section
5 dans [59]). Un prototype d’une telle équation est le suivant:

9u = Au+ (1+i0)[ulP~u
(18) u(z,t) €C, e RN, t>0
1<p,etsiN>3, p< %

Dans [59], une solution explosive stable de (18) est construite dans le cas ou §
est petit (voir Théoreme 1 page 93 et Proposition 1 page 93):

Théoréme 3 (Existence) Il existe o > 0 et Ty > 0 tels que pour tous § €
[<d0,00], 0 < T < T et a € RY, il existe ug € L™ N WLPTLRY C) telle
que ’égquation (18) avec donnée initiale ug admet une solution u(t) explosant en
temps fini T uniquement au point a € RY et qui vérifie:

i)

14148
1+i8 r—a
ZsEuRpN (T —t)7=Tu(z,t) — fs <\/(T — e —t)|> —0

quand t — T, ou

1

fa2) = (p‘“ Lffp_i_?j)pl?)_ﬁ,

i) Vo € RN \{a}, u(z,t) = u}(z) quandt — T et

14i8
8- ®)logle — al[]5T
%@N[@—WMwP

quand x — a.
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Bien que ce Théoreme soit d’apparence tres similaire au Théoreme 1, il en differe
sur deux points:

1) Le Théoréme 3 présente un comportement complétement complexe, au sens
ot le profil limite obtenu n’a pas de direction fixe dans C.

2) La preuve du Théoréme 3 qui s’appuie fondamentalement sur la technique de
réduction en dimension finie introduite dans le cas réel, présente néanmoins une
difficulté de plus sous la forme d’une direction dégénérée supplémentaire dans le
probleme. Cette difficulté est maitrisée grace & la théorie de la modulation (voir
Filippas et Merle [12] pour un usage similaire de la théorie de la modulation).
Le Théoreme 2 de [59] généralise ce résultat au cas vectoriel (voir page 115).

¢) Un probléme d’extinction en temps fini

Comme autre application, le cas de I’équation (2) avec un terme d’amor-
[Vul®

tissement de la non-linéarité v-—-- ot v € (1,p) est traité de facon analogue
dans [45] (voir Tayachi [51] ol un terme d’amortissement de la forme |Vu|? est
considéré). En effet, il est montré dans [45] que I’équation
2
gu — Ay — PAMAL N(u)

u

u(z,t) ER, 2 € RN, t>0

(19) N(u) ~ u? quand u = +oo
[N ()] < Cexp(~L) si lu] < 1
1<v<p,

admet une solution explosive en temps fini stable avec des comportements ana-

logues & (16) et (17) (voir Proposition 1 page 133).

Remarque: Signalons que si ¥ < 1 < p dans (19), alors des changements de

fonctions évidents rameénent (19) au cas de (2) ou (3), deux cas ou 'on dispose

déja de solutions explosives (voir la remarque apres Proposition 1 page 133).
Grace a une transformation du type

h(.’l}‘,t) = U(ZE t);

le résultat pour 1’équation (19) donne un résultat d’extinction en temps fini pour
le probléeme suivant:

(20) h(z,t) 1 sur 0N x[0,T)

{ gh = Ah—G(h) dans Qx[0,T)

ol 2 est un ouvert borné,

1
G(h) ~ W quand h — 0
et 5> 0.
Si h est définie sur Q2 x [0,T) et
lim inf h(z,t) =0,
t—=T zeQ
alors on dit que A s’éteint en temps fini.

L’équation (20) constitue un modele de reconnexion d’un vortex avec la
paroi dans un semi-conducteur de type II si 8 = 1 (voir Chapman, Hunton et
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Ockendon [8]). Elle est également reliée & ’équation de diffusion générée par
des phénomeénes de polarisation dans des conducteurs ioniques (voir Kawarada
[35]).

Quelques criteres d’extinction en temps fini pour (20) étaient déja connus en
dimension 1 (voir Kawarada [35], Levine [39] (article de revue), [40]). Cependant,
peu de choses étaient connues sur le comportement de la solution & ’extinction,
sauf en ce qui concerne la localisation des points d’extinction (voir Guo [24],
Deng et Levine [10]), ou le taux d’extinction (voir Guo [24], [25], [26]).

Dans [45], une solution stable de (20) s’éteignant en temps fini en un seul
point est construite. Son comportement au voisinage du point d’extinction (ana-
logue du temps d’explosion) est décrit avec précision (voir le Théoreme de la
page 130).

Théoréme 4 (Existence d’une solution de (20) s’éteignant en
temps fini) Pour tout a € 2, I"équation (20) admet une solution h s’éteignant
en temps fini T > 0. De plus, Vx € Q\{a}, h(z,t) - h*(z) quand t - T et

o B+ —af?
h(@) ~ [ 8BTog |z —al]

AT
quand x — a.

3 Estimations générales sur les solutions explo-
sives positives de (2)

On se propose maintenant d’affiner les estimations (7) et (8) de Giga et
Kohn. Dans ce but, on s’intéresse d’abord au probléeme de classification des
solutions de (6) globales en espace et en temps et uniformément bornées.

Dans [44], le résultat suivant est établi (Théoreme 2 page 191):

Théoréme 5 (Théoréme de Liouville pour (6)) Soit w une solution
de (6) définie pour (y,s) € RN x R telle que ¥(y,s) € RV x R,
0 <w(y,s) < C. Alors, on est nécessairement dans l'un des cas suivants:
i) w=0,
i) W=k ot k= (p—l)_p_ll,
i44) Jso € R tel que w(y,s) = p(s — so) ou

o(s) = k(1 +€®) 77T,

Remarque: Remarquons que ¢ est une connexion dans L*° des deux points
critiques de (6): 0 et k. En effet,

; P
p= Tp-1 + ¢, p(=00) =K, p(+00) = 0.

Remarque: 11 suffit d’avoir une solution de (6) définie sur (—oo, s*) pour avoir
un théoréme de classification (voir Corollaire 2 page 191).

A travers la transformation (5), ce Théoréme a comme corollaire le résultat
suivant (voir Corollaire 3 page 191):

Corollaire 1 Soit u une solution de (2) définie pour (z,t) € RN x (—o00,T)
telle que V(z,t) € RN x (—o0,T), 0 < u(z,t) < C(T — t)_ﬁ. Alors,

soit u =0,

soit AT* > T tel que u(z,t) = k(T* — t)_PlTl.
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La preuve du Théoreme 5 s’appuie fondamentalement sur les points suivants:

1) une classification des comportements linéaires de w(s) quand s — —oo
ly1®

dans L3(RY) (L{S,(RV)) ot p(y) = Eyars,

loc
2) l'usage des transformations géométriques

’I.U(y, S) — wa,b(ya S) = ’LU(y + ae%as + b)

pour a € RN et b e R,
3) un critere d’explosion en temps fini au voisinage du point critique x de la
fonctionnelle d’énergie associée a (6):

Siw est solution de (6) définie pour tout temps s > —logT et que pour un
certain so > —logT, [w(y,s0)p(y)dy > [ kp(y)dy, alors w(s) exzplose en temps
fini.

(Proposition 3.5 page 205).

A Paide d’un argument de compacité, on obtient dans [44] les estimations
uniformes suivantes sur les solutions positives de (2) (Théoréme 1 page 189)

Théoréme 6 (Estimations optimales & ’ordre 0 sur u(t) a I’explosion)
On suppose que ) est un domaine conveze borné de classe C*° dans RN ou que
Q = RN. On considére u(t) une solution de ’équation (2) explosant en temps
fini T. Si de plus, u(0) > 0 et u(0) € H (), alors,

(T = )7 flu(®)||Le@) = &

et (T — )71 | Au(t) || poe + (T — £)7T+% | Vu(t)||p — 0 quand t — T.

De fagon équivalente, pour tout a € (1,
lwa(s)|lzee = K et [|Awqa(8)||zo + ||Vwa(s)||zee — 0 quand s — +oo.

Le Théoreme 6 combiné avec des estimations a priori des solutions de (6) dans
W3 (RY) a permis dans [46] d’affiner les résultats & l’ordre un dans le cas
2 = RY (Théoreéme 1 page 231):

Théoréme 7 (Estimations uniformes optimales & ’ordre un sur les
solutions positives de (2)) Il eziste des constantes positives Cy, Ca et Cs
telles que pour toute solution positive de (2) explosant en temps fini vérifiant
u(0) € HY(RYN) et pour tout € > 0, il existe to(e) < T tel que

i) Vt € [to(e),T),

1

lu@®)llp= < (n+(§—;+e)m)(ip_t)_ﬁ7
i P )
IViu®le < G0 T
pour i =1,2,3,

ii) Vs > —log(T — to(€)), Va € RV,

Nk 1 ; Cz
lwa($)llze < &+ (5 + )25 [IViwals)llze < 5
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Remarque: Dans le cas N = 1, Herrero et Veldzquez [28] (Filippas et Kohn [11]
aussi) ont prouvé des estimations reliées au Théoréme 7, grace & une propriété
de Sturm utilisée en premier par Chen et Matano [9] (le nombre d’oscillations
en espace est une fonction décroissante du temps).

Remarque: Il existe dans [44] et [46] des versions des Théorémes 6 et 7 valables
pour une suite de solutions de (2) et qui donnent de la compacité (Théoréme 1’
page 190 et Théoreme 1’ page 232).

Le Théoréme 6 nous permet de comparer les tailles relatives des termes de
diffusion (Au) et de réaction (u?) dans (2) ponctuellement en espace-temps. En
effet, on démontre dans [44] le Théoréme de localisation suivant (Théoréme 3
page 192):

Théoréme 8 (Comparaison avec ’équation différentielle ordinaire) On
suppose que Q) est un domaine convexe et borné de classe C*>% ou Q = RN, et
que ug € H(Q). Alors, Ve >0, 3C. > 0 tel que Vt € [Z,T), Vz € Q,

|lug — uP| < eu? + C..

Ainsi, la solution de ’équation aux dérivées partielles (2) est comparable
uniformément et globalement en espace-temps & une solution de 1’équation dif-
férentielle ordinaire (localisée par définition)

(21) u =P

Ce Théoréme constitue ainsi une justification a posteriori du changement de
variables (5) qui a permis toute ’étude de (2). En effet, le choix de (5) était
en quelque sorte motivé par la recherche d’une comparaison de u(z,t) & (T —
t)_ﬁ qui est justement la solution de (21) qui explose au temps 7.
Remarque: De multiples conséquences découlent de ce théoréme.

Par exemple (Corollaire 1 de [44], page 188):

Corollaire 2 On suppose que Q est un domaine conveze et borné de classe C**
ou . = RY. Alors, pour toute solution positive u de (2) qui explose en temps
fini T et qui vérifie u(0) € H (), pour tout eg > 0, il existe to(eg,up) < T tel
que pour tous a € Q et t € [to,T), si u(a,t) < (1 —eo)s(T — t)_PlTl, alors a
n’est pas point d’explosion de u.

4 Existence de profil a I’explosion pour les solu-
tions de (2)

Grace aux estimations de Théoréme 7, on démontre dans [46] un Théoréme
de classification des profils dans la variable %, qui sépare ’espace en partie
singuliere (13 ou il y a explosion) et partie réguliere dans le cas non dégénéré
(Théoreme 2 page 234).

Théoréme 9 (Classification des profils & 1’explosion) Il existe
ke {0,1,...,N} et une matrice N x N orthogonale Q tels que
w(Q(2)V/s,8) = fr(z) uniformément sur tout compact |z| < C, ou

N—k
fi(2) = (=14 T 3" 52) 71 sik < N—1et fy(z) = k= (p—1)7771.
=1
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Remarque: Ce résultat a été prouvé aussi par Veldzquez dans [55]. Cepen-
dant, grace aux techniques uniformes de [46], on peut montrer que la vitesse de
convergence est indépendante du point d’explosion considéré, alors qu’elle en
dépend dans le résultat de [55].

Un des problemes intéressants qui en découle est de relier toutes les notions
de profils connues: profil pour |y| borné, |z| = % borné ou z ~ 0. On dé-
montre dans [46] que ces notions sont équivalentes dans le cas d’une solution
qui explose en un point de fagon non dégénérée (cas générique), ce qui clarifie
de nombreux points évoqués dans des travaux précédents. On a finalement le
Théoréme suivant (Théoreme 3 page 234).

Théoréme 10 (Equivalence des comportements explosifs en un
point) Soit u(t) une solution de (2) définie sur RV x [0,T), eta € RVN. On a
Déquivalence des trois comportements suivants de u(t) et de w,(s) (définie en

(5)):

K 1 1
i) VR > 0, sup |wu(y,s)— |[k+ — (N — = 2” :o(—) uand s —
) sy, )~ [543V = )| = 0(3)
+o0,
i) VR > 0, sup |wa(z s,8) — fo(z)| = 0 quand s — +oo avec fo(z) =
|z|<R

—1)2 __1
(- 1+ C5 o) e,
i4i) Jeg > 0 tel que pour tout |z — a| < €, u(z,t) = u*(z) quandt - T et
o
u*(z) ~ [%] "' quand z - a.
Dans ce cas, a un point d’explosion isolé de u(t).

Remarque: Grice aux estimations uniformes utilisées dans la preuve de ce
théoréme, on peut prouver que les vitesses de convergence dans chaque expres-
sion 4), 4¢) ou %ii) dépend de la vitesse de convergence dans les deux autres
et d’une borne sur ||ugl|c2(r~y (et non sur ug). Les estimations de Veldzquez
[55] permettent aussi d’avoir de résultat d’équivalence, mais les convergences
dépendent du point d’explosion considéré.

La these est organisée en deux parties:

Premiere partie: Existence et stabilité de solutions explosives pour des
équations de type chaleur et description précise de leur profil & 'explosion.
Organisée en quatre articles [47], [48], [59] et [45] (dont trois en commun avec
Frank Merle), elle reprend les résultats de la section 2 de cette introduction.

Deuxiéeme partie: Estimations générales des solutions positives explosives
de I’équation de la chaleur non linéaire et notions de profils & ’explosion.
Elle englobe les résultats des sections 3 et 4 de l'introduction, sous la forme de
trois articles écrits en collaboration avec Frank Merle ([43], [44] et [46]).
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